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YexocaoBanknii MareMaTnyeckuii :kypuai, 1. 4 (79) 1954

UBER EINIGE NEUE EIGENSCHAFTEN DER (OSCILLATORISCHEN)
LOSUNGEN DER LINEAREN HOMOGENEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG VIERTER ORDNUNG

MARKO SVEC, Bratislava.
(Bigelangt 27. TV. 1953.)

In der Arbeit beschiftige ich mich mit der linearen homogenen
Differentialgleichung, deren Losungen hdéchstens eine zweifache
(dreifache) Nullstelle haben. Fur die Loésungen dieser Gleichung,
die irgendeinen Punkt a; als zweifache, bzw. dreifache Nullstelle.
haben, sind die Trennungssiitze ihrer Nullstellen bewiesen. Im Falle
der Gleichung y@®) 4 Q(x) .y == 0, @(x) > 0, sind noch die Trennungs-
sitze der Nullstellen der Ableitungen erster, bzw. zweiter, bzw. dritter
Ordnung der betreffenden Losungen bewiesen.

§ 1.

In dieser Arbeit beschaftige ich mich mit den Kigenschaften der
Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung vierter Ordnung.
Tch setze voraus, dass die Losungen oscillatorisch sind. Diese Voraus-
setzung ist aber nicht grundsétzlich, sie kann durch Existenz der in Frage
kommenden Nullstellen der Losungen ersetzt werden. Auch dann bleiben die
Siitze 3-—11 richtig. Wesentliche Voraussetzung dafiir, dass die Losungen
die in Sitzen 4, 5, 6, 7 aufgezeigte Kigenschaften hiitten, ist: (/) Jede eigen-
tliche Losung hat hichstens eine zweifache eventuell drevfache Nullstelle. Fiir
die spezielle Differentialgleichung (a,) werden noch die Siatze 8—11 bewiesen,
die die Folgerung des Satzes 2’ sind. Alle diese Eigenschaften, besonders aber
der Satz 5, 6 und 7, werden bei der Verallgemeinerung der von O. BorUvKa
aufgestellten T'heorie der Dispersionen') eine wichtige Rolle spielen. Mit dieser
Frage wird sich meine néchste Arbeit beschéftigen.

[n den Séatzen 1,2 und 2" wird gezeigt, dass Differential-systeme bzw. Diffe-
rentialgleichungen existieren, deren Losungen die Eigenschaft (E) haben.
Ich bemerke noch, dass alles, was hier fiir lineare homogene Differentialglei-
chung vierter Ordnung und ihre Losungen abgeleitet wird, sich leicht mit
zugehorigen Abdnderungen fir dic lineare homogene Differentialgleichung

1) 0. Boruvka: O Koaediaomuxesas MHTErpaiax Jn@depeHumaabibiX JUHeiiHbIX ypaBie-
1uii 2-oro nopsipia (YexocmoBankuit MareMaTHIeCKIit ypHAT, T. 3 (78) 1953).



n-ter Ordnung ableiten ldsst. Zum Beispiel die Gleichung y™ + Q(x) .y = 0,
hat die Eigenschaft: Jede ihrer eigentlichen Lésungen hat héchstens eine $n-fache
(eventuell mehr als yn-fache) Nullstelle, wenn n = 4k und Q(z) > 0, oder wenn
n =4k -+ 2und Q(x) < 01ist, und eine [in] + 1-fache (eventuell mehr als [in] 4 1-
fache) Nullstelle, wenn n ungerade und Q(x) < 0 ist.t) Diese Eigenschaft ist
Verallgemeinerung unserer EKigenschaft (E). Fiir die Losungen der Differen-
tialgleichungen mit solcher Eigznschaft lassen sich nach unserem Muster den
Sétzen 3-—11 dhnliche Sdtze und viele andere beweisen.

§ 2.
Satz 1. In dem Differentialsystem
y" = p)z
” 1 i
2 = q(@)y W

seien die Funktionen p(x) und q(x) in dem Intervalle {(a, b)?) stetig und fir alle
x € (a, b) sev p(x) > 0 und q(x) < 0. Dann hat jede eigentliche Losung von (1)
hochstens etnen Punkt & € (a, b), in welchem irgendeine der folgenden Bedingun-

gen erfullt 1st: ’

By yl§) =y =0,

Bzy(é‘:):z(f) =0 > (2)
By:2(8) =2(§) =0,

By y'(§) = 2'(§) =

Beweis. Es sei (y,2) eine eigentliche Losung von (1) und ;, 2, € (a, b)
(x; + w,) zwei Punkte, in welchen gleichzeitig irgendeine von den Bedingun-
gen (2), bzw. in z, eine und in z, eine andere von den Bedingungen (2) erfiillt
ist. Multiplizieren wir die erste Gleichung von (1) mit z, die zweite mit . Nach
Substraktion ergibt sich

Y'z—y2" = pz2 —qy?* > 0
oder
(yz—y) =pz* —qy* > 0 . (3)
Integrieren wir jetzt diese Gleichung zwischen x; und x,, so ergibt sich
Zo
Y (@a)2(2s) — y(@,)2" (5) — y'(x)2(2y) + y(,)2' (2) =/ (pz* —qy?) de . (4)
E2
Aus den Voraussetzungen folgt, dass der Ausdruck auf der linken Seite Null,
der Ausdruck auf der rechten Seite aber stets von Null verschieden ist. Also
ein Widerspruch, der unseren Satz beweist.

Satz 2. In der Differentialgleichung
Yy Ay py Py =0 ‘ (1)

1) Man beweist dies auf demselben Wege wie den Satz 2.
2) (a, b) bedeutet offenes, <{a, by abgeschlossenes Intervall.

76



seien im Intervalle (a, b) 1° py(x), py(x) stetige Funktionen, 2° p,(x) = } pi(x) +
+ 1 pi(x), 3° py(x) > 0. Dann hat jede eigentliche Lésung von (a,) hochstens
einen Punkt & e (a, b), in welchem irgendeine der folgenden Bedingungen erfillt
18t:
y(&) = g/ &) =0,
Y& =y =0, _ (5)
Es y”(f) = ?/”’(E) =0,

Beweis. Multiplizieren wir die Gleichung (a,) mit y. e¥?*®4=_ Mit Riicksicht
auf die Bedingung 2° ist dann

y""yK + py"yK + 1piy'yK + ipiy'yK + pyrK =0 , (6)
wo K = @i jot  oder
[V"yK —y"y'K + 3py"yK] = — Ky — p,Ky* < 0 . (7)

Es seien jetzt x; und z, zwei verschiedene Punkte aus (a, b), in welchen gleich-
zeitig irgendeine bzw. irgendzwei Bedingungen von (5) erfiillt sind. Integrie-
ren wir die Gleichung (7) zwischen z, und x,, so ist die linke Seite wegen der
aufgestellten Voraussetzungen gleich Null, die rechte Seite aber von Null
verschieden, was unseren Satz beweist.

Nehmen wir jetzt eine spezielle Differenzialgleichung von dem Typus
(a;) an, und zwar die Gleichung

YO+ Q@) .y=0, (az)
wo Q(x) > 0einein (d, b) stetige Funktion ist. Fiir diese gilt der folgende

Satz 2'. Jede eigentliche Losung von (a,) hat hichstens einen Punkt £ € (a, b),
in welchem trgendeine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

E oy =y =0,
By yé) =96 =0,
E;:y"(&) =9y"() =0, (8)
E,:y'(&) =y"(5) =0,
By y'(&) =y"(6) =0,
Eg:yé) = y’”(f) =0.

Beweis. Die Gleichung (a,) geht aus der Gleichung (a,) hervor, wenn
wir p;(x)= 0 setzen. Fiir &, — E; folgt unsere Behauptung aus dem Satze 2.
Aus (7) und aus p,(z) = 0 ist leicht zu ersehen, dass die Behauptung auch fiir
E , richtig ist. Wir brauchen also den Beweis nur fiir #; und E¢ durchzufiihren.
Dazu wird uns der folgende Hilfssatz dienen:

Hilfssatz 1. Es ser
Y15 Yo Yss Ya



ein Fundamentalsystem der Losungen (a,). Dann haben die Funktionen

Y (@) (@) J Y (@) ‘ y'(@)
Y@ LY@ @) | y@)
P@=1ey PO = e ‘ P =iy | PO = ey
Y (@) Ly (@y) | Y@ | Y ()
y(@) | Y@ | @) | ) |
oo Y () N B ) I I {y’”(x) l B ’”(x) ‘
P = 1 P PO =y o PO _’ SN
Y'(2y) | (@) | Y () | y"’( 2y) |

wo x, € (a, b) ist, nur eine einzige Nullstelle in (@, b) und zvar x,.

Bemerkung. Die Symbole P,x) bedeuten die Determinanten vierter
Ordnung, deren Zeilen aus den bezeichneten Ableitungen von vy, ¥, ¥s ¥4
bestehen. Zum Beispiel

y'(@) | 'iyi(x) > 92(%) s ya(@) s yy(@) |

Poe) @y”(z) @), ma@) s g5 s yie) |
! i!/(xl) | Ya(®1), ¥o(@1), Ys(@1), Yal2y)
@) | @), we@), vhe), (@)

Beweis des Hilfssatzes. Esist leicht zu ersehen, dass x; eine Nullstelle
von Py(z), © = 1, 2, ..., 8, ist. Nehmen wir an, dass 5 ¢ (¢, b) eine von z, ver-
schiedene ’\Tullstell\ von P (z) ist. Dann gibt es zwischen 2, und # eine Stelle &
solche, dass Pj(&) = 0, 7 =1, ..., 8. Das ist aber unmoglich, denn diese Glei-
chungen der Reihe nach besagen, dass cs eine eigentliche Losung von (a,)
gibt, die in 2, die Badingung ¥, bzw. I,, K, E, und in & die Bedingung K,
erfiillt, was der bisher bewiesenen Tatsache widerspricht.

Fortsetzung des Beweises des Satzes 2'. a) Nehmen wir an, dass eine eigen-
tliche Losung von (a,) besteht, die in x, die Bedingung #;, 7 = 1, ... 4, und
in xz, (# «,) die Bedingung FE; bzw. Eg erfillt, x,, x, ¢ (a, ). Das bedeutet
aber, dass P;(z,) = 0,7 =1, .. , 8, was dem Hilfssatze 1 widerspricht

b) Es seien & und % (> &) zwei Punkte aus (a, b). Nehmen wir an, dass
eine eigentliche Losung von (a,) besteht, die in & und % gleichzeitig die Be-
dingung E; bzw FEg erfillt. Es ist also |

EAS) ()
Poy = Y E =0, baw. Py =Y —o
y'(n) y(n)

y"(n) Ly ()
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Ist das wahr, so existiert eine Stelle 2, € (&, 7), dass

y'(£) ]’_7/(_5) |
Pl = Py(&) = | V) 1 =0, baw. Pray) = Pys) = YO | 0.

,‘?/(xI) ’ . Yy (xy) |

Y (@) | y"(@,) |

Das widerspricht aber dem Hilfssatze 1.

c) Nehmen wir endlich an, dass es eine eigentliche Losung von (a,) gibt,
die in 2; die Bedingung ¥ und in x, (4 ;) die Bedingung £ erfiillt. Dabei z,, 2, €
€ (a, b). Es gilt dann '
Y'(2s)

Y (25)
R(z,) Y | 0.
Yy () |

Dann gibt es aber zwischen &, und x; einen Punkt x,, dass
Y (@)

R = 1 = Py~ 0

y" (@)

was wieder dem Hilfssatze 1 widerspricht. Damit ist unser Beweis des Satzes 2’
beendet.

§ 3.

Wir werden uns weiter mit der homogenen linearen Differentialgleichung
vierter Ordnung beschéftigen — wir werden sie mit (a) bezeichnen — deren

Losungen folgende Eigenschaft (E) haben:

(E) Jede eigentliche Losung hat hichstens eine zweifache eventuell dreifache
Nullstelle.

Wir setzen noch voraus, dass die Gleichung (a) simtlich oscillatorische Lo-
sungen hat. Die Eigenschaft (E) hat viele andere Eigenschaften zur Folge,
die wir jetzt ableiten wollen.

Satz 3. Die Losungen von (a), die x, als dreifache Nullstelle haben, haben
alle wbrigen Nullstellen gemeinsam. Je zwei derselben sind linear abhdngig.

Beweis. Iis sei
Y15 Y25 Ys> Ya . 9)
ein Fundamentalsystem der Losungen von (a). Dann hat jede Ldsung, die
x, als dreifache Nullstelle hat, die Form

(@) = 3 o) | (10)
i=1
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wo die Konstanten ¢, folgende Bedingungen erfiillen:

4
Zocyi(x) =0
i=1

4
T (@) =0 (11)
i=1

4

Zoeyi(x) =0 .
i=1

Die Matrix dieses Systems hat den Rang 3. Wéren ndmlich alle Determinan-
ten dritter Ordnung dieser Matrix Null, so wire die Wronskische Determinante
des Systems (9) in z; Null, was der Voraussetzung widerspricht, dass (9) ein
Fundamentalsystem ist. Es gibt also wenigstens eine von Determinanten dritter
Ordnung dieser Matrix, die von Null verschieden ist. Sei es die aus den ersten
drei Spalten entstandene Determinante. Wir werden sie mit D,, bezeichnen.
Aus (11) ergeben sich dann

o= (—1

4 — 12
D,“ 047 ? ]; 27 3 > ( )

wo D,; die Determinante dritter Ordnung bedeutet, die aus unserer Matrix
entsteht, wenn wir die ¢-te Spalte auslassen. Die gesuchte Losung (10) hat
dann die Form

Uy (%) = I—); (—Dy9:1(%) + Dygly2(x) — Dagyps(x) + Dygya(®)) (13)
oder
(e = gt @) (14)

wo u%(z) den Ausdruck in Klammern bedeutet, der sich auch in der Form
der Determinante
Y1(@1), Yo(@1), Ys(@1), Yal2y)
(@), Ya(1), Ya(@n), i) (15)
Ya(21)

* —
SO e, vitw), 03

2(21), Ys(@1), Ya(,)

Yi(@), ¥2(®),  Ys(2), Yu(®)
schreiben lisst. Es ist leicht zu ersehen, dass u}(x) eine Losung von (a) ist,
die x; als dreifache Nullstelle hat. Die Gleichung (14) zeigt, dass jede andere
Lésung von (a), die 2, als dreifache Nullstelle hat, von u (z) linear abhiingig
ist und dieselben Nullstellen wie u; () hat.

Bemerkung. Durch z; sind schon alle Nullstellen von u,(z) bestimmt.
Aus der Eigenschaft (E) folgt, dass sie einfache Nullstellen sind. Sie sind
Funktionen von ;. Bezeichnen wir die »-te nach x, folgende Nullstelle von
u,(x) durch y,, die »-te vor z, liegende durch y_, und z, als y,, so ist

Yo =T )
Wi :wi(xl) > 1= j: la :t 2: X (16)
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Man nennt diese Funktionen nach O. Boravka Dispersionen. Sie sind implicit
durch Gleichung

uy(y;) =0 (17)
bestimmt.

Satz 4. Es seien x, und x, zwer verschiedene Punkte. Dann gibt es stets eine
eigentliche Losung von (a), die z, als zweifache und x, als etnfache Nullstelle hat.
Alle Losungen von (a), die x; als zweifache und x, als einfache Nullstellen haben,
haben die ibrigen Nullstellen gemeinsam. Je zwer derselben sind linear abhingig.

Beweis. Es sei ¥, ¥s, ¥3, ¥, ein Fundamentalsystem von (a). Man sieht
leicht, dass

y}(xl): ?/g(xli I;‘s(xl)7 Ya(®y)
w0y | Y1(®@1), Ya(®y), ys(@), Ya(,)
12 @) = Y1(%s), Ya(®s), Ys(@s), Yal@s) (18)
yl(x) H yz(x) > ys(x) H ?/4(37)7

eine Losung von (a) ist und z, als zweifache und z, als einfache Nullstelle hat.

Sie ist nicht identisch Null. Wire sie ndmlich identisch Null, so wire auch

u3'(x) identisch Null und

1(21), Ya(1), Ys(@1), yal2:)

(x) J2(x2)) Ys(®2), Ya(®s) ’ '

,/l(xz), Ya(@s), Y3(®s), Yi(®s)

d. h. es existierte eine eigentliche Lisung von (a), die z; und z, als zweifache

Nullstellen hétte. Das widerspricht aber der vorausgesetzen Eigenschaft (E).
Es sei u,(z) eine andere Losung von (a), die ; als zweifache und «, als ein-

fache Nullstelle hat. Dann sind u,(x) und ) (x) linear abhingig. Ist das nicht

wahr, so ist

w¥ (2,) =

mm=wm~%ﬁgwm : (20)

eine eigentliche Losung von (a), die, wie man sich leicht dariiber iiberzeugen
kann, z; und z, als zweifache Nullstellen hat. Das ist aber ein Widerspruch
mit der Eigenschaft (E). Es ist also
uy() = k. ug(x) . (21)
Bemerkung. Durch die Angaben z, und , sind schon alle iibrigen Null-
stellen von u; (z) bestimmt. Aus der Eigenschaft (E) folgt, dass sie einfache
Nullstellen sind. Sie sind Funktionen von z, und x,. Bezeichnen wir die »-te
nach z, liegende Nullstelle von u;(x) durch g¢,, die »-te vor z, liegende durch
¢_,— die Nullstelle 2, sei fest und bei der Numerierung lassen wir sie fort — so
ist
Po = T
Pi = @iy), 1= +1,+2, ...
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Wir nennen diese Funktionen wieder Dispersionen. Sie sind durch die Glei-
chung
u3(ps) = 0 (23)
implicit bestimmt. Man kann leicht zeigen, dass sie eine Gruppe bilden.!)
Satz 5. Es sei Yy, Yo, Y3, Ys et Fundamentalsystem (a), wo yy, y,, ys die Lo-
sungen von (a) sind, die x; nicht als dreifache Nullstelle haben (man kann es

so0 in jedem Fundamentalsystem von (a) durch eine geeignete Numerierung ein-
richten). Dann ist

y}(xl)’ ?/?(931), y."i(xl)
24(x) = | y1(%1), Yo(21), Y3(2y) (24)
Y1(®) 5 Yo®) 5 ya(@) l

etne Losung von (a), die x, als zweifache Nullstelle hat. Jede andere Lisung von
(a), die x, als zweifache Nullstelle hat, lisst sich als lineare Kombination von
u (@) und z4(x) schreiben.

Beweis. Suchen wir eine Losung u,(x) von (a), die die Bedingungen
() = uy(;) = 0, u;(xl) =p B*0

erfiillt. Wir konnen u,(x) in der Form

4
@) = X i) (26)
schreiben, wo ¢;, © = 1, 2, 3, 4 die Bedingungen
4
Zocyi(xy) =0
i=1
3 oeyi(xy) =0 C(26)
=1
4 ”n
_?‘lciyi(xl) = ﬁ) ﬂ :{‘— O ]

erfiilllen. Mindestens eine von den dreireihigen Determinanten der Matrix dieses
Systems ist von Null verschieden, wie es in dem Beweise des Satzes 3 gezeigt
wurde. Nehmen wir an, dass es die Determinante D,, ist. Dann ergeben sich
aus (26")

Dy Ay _ Dy, Ass . Dy Ay, ¢
€= — 7):044'/334: ;G —54:04““/)’17“, = D, % + ﬁD—44‘> (27)
wo

Yi(@1), Yr(@y)
Ai.: - ’ ’ 28
' lyi(wl)s Yi(xy) (28)

1) Dem Studium der Dispersionen der Differentialgleichung (a,) ist meine niichste
Arbeit gewidmet.
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bedeutet. Setzen wir (27) in (25) ein, so ergibt sich

Uy() = j)ci (— Dyy1 () + Dyoys(x) —Dygys(x) + Dygya(x)) +
+ Di(llzs?/l(x) — Ays(x) + Ayy5()) (29)
44
oder
Us(¥) = 3621 uf(x) + 5% EACE (30)

Satz 6. Es set u,(x) eine Losung von (a), die x, als dreifache Nullstelle hat
und u,(z) eine Lésung von (a), die z, als zweifache Nullstelle hat. Dann gilt:

a) die Lisungen w,(x) und wuy(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen ausser
245

b) zwischen je zwer einfachen Nullstellen von wu,(x) liegt wenigstens eine Null-
stelle von u,(x);

c) zwischen je zwei Nullstellen von w,(x) liegt wenigstens eine Nullstelle von
Uy().

Mit anderen Worten besagt dieser Satz: die erste mach (vor) x, liegende
Nullstelle von uy(x) ist zu x; niher als die erste nach (vor) x, liegende Nullstelle
von u{x). Alle wbrigen Nullstellen von u,(x) und u,(x) trennen sich voneinander
ab.

Beweis. Statt fiir u,(z) beweisen wir den Satz fiir u} (z). Wegen (14) ist er
dann auch fiir u,(x) bewiesen.

a) Die Behauptung unter a) folgt unmittelbar aus dem Satz 4.

b) Seien ¢; < ¢, zwei einfache Nullstellen von u,(x), d. h.
Us(C1) = Up(cy) = 0 . (31)

Nehmen wir an, dass unser Satz nicht gilt, dass also in {¢,, ¢,) keine Null-
Us(%)
k()
und hat dort die erste Ableitung. Bilden wir diese Ableitung. Es ist

(u2(x) )' _ (__94_ B fg_)' :i st — zquy”

“;k(x) Dy, ' u;kz

S
Dy Dy uf

stelle von u(x) liegt. Dann ist die Funktion in {cy, ¢,y definiert, stetig

(32)

Entwickeln wir die Determinante (15) nach der dritten Zeile. So ist

u;k(x) = ylll(xl) - 21(%) — ?/;(xl)zz(x) + yg(xl)za(x) - y;’(xl) EACI (33)

wo die Bedeutung von z,(z) klar ist. Dann ist

’ * */ " ! ” ! 7
24Uy — 2%y = yl(xl)[z;zl — 2421] — Yo (@1)[2422 — 24%2] +

5(1)[2] ; 3¢
+ ys(®1)[2425 — 2473] - (34)
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Die Ausdriicke in Klammern lassen sich  aber folgendermassen schreiben:

2131 - z4z; = Ayp 3yl gg — A15AppAsq — A3 A5y Ay + A3 Ag Aoy — Apadzedyy +
+ A23A24A13 — A23A23A14 s

zftzz - 242; = — Ay Ay Ay 4 A3yd12415 + A1y A g — A14d134 5 —
- A13A23A14 —I— A13A13A24 - A13A12A34 3
Z;Z:a - Z@; = — Ag A3 s + Ay 1245 + A4 93y — Ay A2 45 —
— AIZA%ALL —l_ A12A13A24 - A12A12A34 3
WO ‘
zlc — ' yk(x)
s Yi(@)
ist. Setzen wir diese Ausdriicke in (34) ein, so ergibt sich nach kurzem Rechnen
z;uf - ZWT’ = — Dyy(A 124354 + Ay — Ay + Aoy — Apgdys +
» + Azidis)
oder
zgui—zuy = — Dy . Ax) (35)

wo A(zx) den Ausdruck in Klammern bedeutet, welcher sich in Form der
Determinante

Y1(%1), Yao(1), Ys(1), Ya(@y)

1 3
o y]’.(xl) yz(xl) i,i(xl) .7/4(551) .
A= @) ) @) o) g (36)
Ya(

), ya(@) ys(x), J4(x)

schreiben lasst. Setzen wir jetzt (35) in (32) ein, so ist

) ’
( >) =l S

Die Funktion A(x) hat, wie aus (36) ohne weiteres ersichtlich ist, folgende

Eigenschaften: sie ist stetig, «, ist ihre vierfache Nullstelle und ausser x; hat

sie keine andere Nullstelle. Sie hat ein konstantes Vorzeichen. Wiire nimlich

zum Beispiel #, eine andere Nullstelle von 4(z), so existierte, wie es aus der

Form (36) ersichtlich ist, eine eigentliche Losung von (a), die x, und z,, als

zweifache Nullstelle hitte, was aber der Eigenschaft (E) widerspricht.
Integrieren wir jetzt (37) zwischen ¢, und c,, so ist.

Uy(Cy) %s(C4) : A=)

— = s do . : 38
e e~ 38)
Nach (31) ist die linke Seite von (38) Null. Die rechte Seite ist aber von Null

verschieden, weil die Funktion unter dem Integralzeichen ein konstantes
Vorzeichen hat. Dieser Widerspruch beweist unsere Behauptung.

c¢) Den Beweis des letzten Teiles des Satzes erbringen wir in zwei Schritten.
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1. Es seien d, < d, (d, * 2, d, + z,) zwei Nullstellen von ] (x), d. h.

uf(dy) = uf(d,) = 0 . (39)
Nehmen wir an, dass unser Satz nicht gilt, d. h. es liege zwischen d, und d, keine
%
Nullstelle von u,(x). Dann ist die Funktion ?—;-(() n {d,, d,y definiert, stetig
ol X
und hat dort die Ableitung
G N T S R i L (40)
uy() uj Dy uf '
oder nach (35)
uf () ) A(x)
— . 41
(uz(x) P sy “h
Durch Integration zwischen d, und d, ergibt sich
u¥(d,) ul (%) N
uz(d - =/ f 2(a) (42)

Die linke Seite ist wegen (39) Null, die rechte Seite aus denselben Griinden
wie zuvor von Null verschieden. Also abermals ein Widerspruch, der die Be-
hauptung beweist.

2. Sei jetzt zum Beispiel d; = z; < d,. Durch Integration (41) zwischen
d, und d, ergibt sich

dy
widy) @) Ax) :
-~ lim = flim ———dax . 43
uz(dz) a:—>1x1+0 Uo(2) ﬁﬂb—mw ug(x) (43)
x
Infolge der gemachten Voraussetzungen ist
uF(d,) . uF(x) ouF(x)
A2 =0, lim ——F=Ilim 5 -—=10
Uy(dy) x»—-1x1+0 Us(®)  womy 0 U ()

Die linke Seite von (43) ist also Null. Auf der rechten Seite steht ein uneigent-
d,

liches Integral f ;i— dx. Wir beweisen, dass es existiert und von Null ver-

fz((f}) ist in (dy, d,) stetig und hat dort ein konstantes
2
Vorzeichen und in z, = d, hat sie einen endlichen Grenzwert. Es ist nimlich
Ax,) = A'(2,) = A" (%)) = A"(2,) = 0,
A" () = 2W(2y) + 0,

wo W(x,) die Wronskische Determinante bedeutet, und

wd(@y) = [ud(@)] = [Wd(@)]" = (ud(x,)]” =0 ,
[ug(@,)]"" = 6uy’(x;) = 68 + 0

schieden ist. Die Funktion
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so, dass i
lim Ax) . A=) 2W(x,)

s>z 10 UR(T) ~2—>z.+0 (uj(x))"" - 64

Die Gleichung (43) gibt also wieder einen Widerspruch. Im Falled, < d, = x,
beweisen wir auf demselben Wege unsere Behauptung.

Zum Schluss beweisen wir noch, dass zwischen x, und der ersten nach (vor)
z, liegenden Nullstelle von u,(z) — wir bezeichnen sie mit & — keine Null-
stelle von uff(x) liegt. Nehmen wir an, dass dies falsch sei. Es liege zwischen
2, und &, eine Nullstelle y von %{f(z). Dann liegt nach c¢) zwischen , und y
eine Nullstelle von u,(x), also &, ist nicht die erste nach (vor) x, liegende
Nullstelle von u,(z). Das widerspricht aber der Voraussetzung.

Satz 7. Es seien uy(x) und uy(x) zwei linear unabhingige Losungen von (a),
die x, als zweifache Nullstelle haben. Dann liegt zwischen je zwei einfachen Null-
stellen einer Losung evne Nullstelle der anderen.

Beweis. Nach (30) konnen wir schreiben

Cq B
Uy(x) = D.. () + D zy(x)
‘. = (44)

) = @)+ a0 .

Wegen der linearen Unabhingigkeit ist
B —cuff +0 (45)

und beide Losungen haben nur z, als gemeinsame Nullstelle. Seien jetzt & <
< &, zwei einfache Nullstellen von u,(x), d. h.

Us(&1) = us(&2) = 0 . (46)
Nehmen wir an, dass der ausgesprochene Satz nicht gilt. Dann ist die Funktion
Uy()

()

in (&, &, definiert, stetig und hat die Ableitung

(uz(x))’ o cof — e zguf —zu’ (47)
Us() D3, u3 -
Beriicksichtigen wir (35), so ist

(ffz(x))’ _ e — i A=) (48)

Dy uz(w)

Durch Integration zwischen &, und &, ergibt sich die Gleichung
El

Uy(&,) Uy (&) . 64/§ — (;;/3 A(x)
uy(&p) Cus(&) T Dy, ; ; ui(x) dz (‘49)

die uns einen Widerspruch gibt. Es liegt also zwischen je zwei einfachen
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Nullstellen von u,(x) mindestens eine Nullstelle von u,(z). Auf analoge Weise
lasst sich beweisen, dass auch zwischen je zwei einfachen Nullstellen von
u,(x) mindestens eine Nullstelle von u,(z) liegt. Beide Teile zusammen ergeben
unseren Satz.

§ 4.

Jetzt werden wir uns mit der Differentialgleichung (a,) beschiftigen. Wir
nehmen an, dass sie simtlich oscillatorische Losungen hat. Fiir diese, wie
man gleich sieht, gelten die Sitze aus § 3. Wir beweisen fiir sie noch einige
weitere Sitze, die die Folgerung des Satzes 2 sind.

Satz 8. Es seien u,(x) und u,(x) zwei Losungen von (a,) folgender Eigenschaften:
x, 18t eine dretfache und x, eine einfache Nullstelle von u,(x) und x, ist eine drei-
fache Nullstelle von u,(x) .Dann ist auch x, eine esnfache Nullstelle von u,(x).

Beweis. Es sei v, ¥,, ¥», ¥4 €in Fundamentalsystem von (a,). Man sieht
leicht, dass
y(x)
y' (@)
y'(x)
‘y(xz) |
eine Losung von (a,) ist, die z, als dreifache Nullstelle hat. Nach dem Satz 3
ist dann

w(x) =

y() | y(@)
Y (@) a o |Y(@)
u(x) =k.|7, , u(x) =k".|7,
=y T )
y(x) y(@,)
Nach der Voraussetzung ist aber
y(xy)
y' (@)
uq() =k . |7, =0,
1(%2) ()
y(s)
woraus folgt, dass auch
y(x1)
” ’ y’(xl)
u () = k" . |7, =0.
1) y" (%)
y(@.)

Satz 9. Es seien y,(x) und y,(x) zwei linear unabhingige Losungen von (a,).
Dann sind auch yP (x) und y¥(x), k = 1, 2, 3, linear unabhingig.l)

1) Man uberzeugt sich leicht, dass der Satz 9 fiir jede lineare homogene Differential-
gleichung mit samtlich oscillatorischen Losungen gilt und zwar fur jedes natirliche %
und n, insofern die entsprechenden Ableitungen existieren.
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-Beweis. Ist zum Beispiel
Y@ =c.yP@), 1<k<3, c+0,
wo ¢ eine Konstante ist, so ist
Yi(®) —cyy(®) = ag + @@ + ... a2t B3

Die linke Seite ist eine Losung von (a,), die rechte Seite aber ein Polynom.
Ein Polynom kann aber nicht eine Losung von (a,) sein.

Satz 10. Es set u,(x) etne Losung von (a,), die x, als eine dreifache und w,(x)
etne Losung von (a,), die x, als eine zweifache Nullstelle hat. Dann haben

1. uy(x) und uy(x) keine gemeinsame Nullstelle ausser x,,

2. u(x) und uP(x), k = 2, 3, keine gemeinsame Nullstelle,
und

3. zwischen je zwei von x, verschieden Nullstellen von u,(x) liegt mindestens
eine Nullstelle von uy(x) und zwischen je zwei Nullstellen von uy(x) liegt mindes-
tens eine Nullstelle von uy(x),

4. die Nullstellen von u{"(x) und w¥(x), k = 2, 3, trewnen sich gegenseitig.

Beweis. Aus den Voraussetzungen fiir u,(x) und u,(x) folgt, dass x; eine
gemeinsame Nullstelle von u;(x) und uy(x) ist, dass aber x; nicht eine gemein-
same Nullstelle von wuj(z) und ug(x), bzw. von %7 (x) und wy (x) ist. Aus dem
Satze 2’ folgt weiter, dass u;(x) eine zweifache Nullstelle und zwar z, hat,
ug(x), uy(®), us(®), uy(x), uy(x) simtlich einfache Nullstellen haben. Jetzt
nehmen wir an, dass & (4= x,) eine gemeinsame Nullstelle von «®(x) und ' (x),
k=12, 3,ist d. h.

uP (&) = uP (&) =0 . (50)

&

(
Aus dem Satz 6 folgt, dass u3(&
=+ 0. Dann hat die Funktion

) 4 u3&) % 0. Nehmen wir an, dass wu,(&)

o) = i) ) (51)

folgende Eigenschaften (man kann sich iibrigens dariiber leicht iiberzeugen):
sie ist eine eigentliche Losung von (a,) und

Y@,) = y'(v) = 0, (&) = y®(E) =0, (52)
d. h. diese Losung erfiillt in x; die Bedingung #, und in & die Bedingung ¥,
fir k = 1, B, fir k = 2, B¢ tur b = 3. Das widerspricht aber dem Satze 2'.
Wir beweisen weitere Behauptungen des Satzes fiir u}(x), somit werden
sie, wegen linearer Abhingigkeit von u,(x) und u; (x), auch fiir u,(x) bewiesen.
Zuerst bemerken wir noch, dass sich auf demselben Wege wie im Beweise
des Satzes 6 folgende Relationen ableiten lassen:

* ok -
Zf{ul f— 24Uy f=— Dyy . Py(2) ‘
" " 4 sk y ~
Zuy —zgul" = — Dy . Ay(2) (53)
B nn " nn
4 u;km - z;“;k = — Dy . Q). Psx) ,

88



I y(xy)

- Y ()
AZ(x) - yll(x)
y///(x)

Nach dem Hilfssatze 1 hat P,(z) und Pj(x) nur z, als eine Nullstelle. Man kann
sich leicht iiberzeugen, dass sie eine zweifache Nullstelle ist. Also P,(x) und
Py(x) bewahren ein konstantes Vorzeichen. Aber auch die Funktion 4,(x) bewahrt
etn konstanies Vorzeichen. Sie hat keine Nullstelle. Ist x = x, soist A,(z,) =
= 2W(z,) 0. Wiire & (3=x,) eine Nullstelle von A,(x), so existierte eine eigen-
tliche Losung von (a,), die in ,; die Bedingung £, und in £ die Bedingung K,
erfiillte. Das widerspricht aber dem Satz 2’.

3. Es seien 7, << 57, zwei von x, verschiedene Nullstellen von uy(x). Gibt es

uz(x)

in {1y, 17,y keine Nullstelle von u¥'(x), so ist u’:

&1 "(x)

eine in {1y, 7,) stetige Funk-

tion und hat die erste Ableitung

6'4 F Y ﬂ "

uf’ (@)

oder mit Riicksicht auf (63)
(u;(x) )’ . Pix)
_— — /) f—

) ) (54)

Integrieren wir diese Gleichung zwischen #; und #,, so ist wegen der gemachten
Bedingungen die linke Seite Null, die rechte, weil die Funktion unter dem
Integralzeichen ein konstantes Vorzeichen bewahrt, von Null verschieden.

Es seien jetzt & < &, zwei von a; verschiedene Nullstellen von uf'(x).

Liegt wieder in (&,, &> keine Nullstelle von ug(x), so ist f:((;;) eine in (&, &>
stetige Funktion mit der ersten Ableitung
(uf’(x))’ _uiug —ufug
ug() ug* ’
oder mit Riicksicht auf (40) und (63)
100 7
(@;1&((;))) =5 52;% (55)

Die Integration dieser Gleichung zwischen &, und &, gibt wieder einen Wider-
spruch.
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Ist jetzt zum Beispiel £, = a,, so ist nach der Integration der Gleichung (65)

&

wi' (&) L uF(@) . P, (%)
. — lim 1, = lim ,l dx .
W& ) i, f u(w) (56)
Es ist aber ’
*! kn
im @) g 4@
22,40 Up(T) 2oz +0 Us(T)
und

P) . Pi@) W)

lim

2y +0 U2 () >Mz~>x.+0 2uy¥ (@) B B
Also die linke Seite in (56) ist Null, die rechte von Null verschieden.

Im Falle & < &, = x; kommen wir zu demselben Resultat. Diese Wider-
spriiche beweisen unsere Behauptung.

4. Die Behauptung unter 4. beweist sich auf dieselbe Art.

Satz 11. Es seien uy(x) und wu,(x) zwei linear unabhingige Lésungen wvon
(as), die x, als zweifache Nullstelle haben. Dann haben

1. ug(x) und us(x) keine gemeinsame Nullstelle ausser x;,

2, uP(x) und uP(x), k = 2, 3, keine gemeinsame Nullstelle, und

3. 2wischen je zwei von x, verschiedenen Nullstellen von us(x) liegt eine Null-
stelle von uq(x) und wmgekehrt,

4. die Nullstellen von u® (x) und uP(x), k = 2, 3, trennen sich gegenseitig.

Beweis. 1,2. Nach dem Satze 2’ haben ¥ (x) und u$(z), k = 1, 2, 3, nur
einfache Nullstellen. Nach den Voraussetzungen iiber u,(x) und u,(z) ist z;
eine gzmeinsame Nullstelle von uy(z) und uy(x), aber nicht von «¥(x) und
wP(x), k=2, 3. Es sei £(==2,) eine gemeinsame Nullstelle von % (z) und u¥ (x),
;= 1,2,3, d. h. :

u(§) = uf(§) =0 .

Wegen linearer Unabhingigkeit von u,(x) und wu.(x) ist wi(&) + u3(&) =+ 0.
Nehmen wir an, dass %,(£) = 0. Bilden wir die Funktion

) = wle) — 220 )

Sie hat folgende Eigenschaften — wie man sich leicht iiberzeugen kann: Sie
ist eine eigentliche Losung von (a,) und erfiillt die Bedingungen

y@) =y'(@) =0,  y(&) =y"¢) =0,
d. h. sie erfiillt in z, die Bedingung E, und in & die Bedingung E, fiir k = 1,
B, tir k = 2, Eg fiur k = 3. Das widerspricht aber dem Satze 2.

Die Behauptungen unter 3. und 4. beweisen sich auf dieselbe Art wie die
Behauptungen unter 3. und 4. im Satze 10.
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Pesiome.

0 HEKOTOPBIX HOBLIX CBOWCTBAX (OCHUJIIALIMOHHBIX)
PEMIEHUN JIMHENHBIX OJHOPOOHBIX [UOOEPEHIIMAJLHBIX
VPABHEHUN YETBEPTOI'O MOPSIJIKA

MAPKO IIBEI] (Marko Svec), Bpartuciasa.
(IToctymuio B pexgaximo 27/IV 1953 r.)

B pafoTe mccseyioTes CBORCTBA pellennii JTUHEHHOro OfHOPOIHOTO udde-
PeHIHaIbHOr0 ypaBHeHWS derBeproro mopsaka. Ilpespe Bcero B Teopemax
1, 2 u 2’ yrassIBAIOTCA OIpefieIeHHbIe CBOMCTBA CIIeIHaTbHBIX ;(mbtbepmmanh-
HBIX ypaBHeHUii (cOOTB. cucrems! nudd. ypaBHeHuUit).

Teopema 1. Ilycms ¢ dugpepenyuarvroli cucmeme

Yy =p) .z, (1)
2 =qx).y

dynryuu p(x) u q(r) Henpeprignbt Ha unmepsare (a,b) u nyemsv das écex x € (a, b)
oydem p(x) > 0 u g(x) < 0. Toeda rKaxncdoe HempusuaIbLHOE peuLerie CUCMEeMbL
(1) svinoarnsem e Goaee wem 6 00noil moure & € (a, b) 00no us caedyrowux ycao-
6uil:

By y(&) =y =0,
By y(é) = 2(§) =0, (2)
By 2(§) =2'(§) =0,
By y'(§) = (8 = 0.
Teopema 2. ITymb ¢ dugpepenyuarvrom ypasruenun
Yy +py" ey 4 py = 0 (a,)

na unmepsase (a, b) 6yoym 1° pl(av)7 Py(x) Henpepwvignbimu Gynrguamu, 2°
s = ipt + Ipy, 3° pa() > 0. Toeda kawcdo n.mpusuasvroe pewenue ypas-
Henusa (a,) evinoansem He Goaee wem 6 00noti mouke & € (a, b) 00Ho us caedyrn-
wWux Yerosuii:

=]

Ey: y) =y =
Ezf y(&) = y"(&)
Eqg: y'(8) —J"'(E) 0.

Teopema 2'. Ilycmv 6 dudpdepenyuarvrom ypasHenul
v+ Q) .y =0 (a)

dynryus Q(x) > 0 uenpepuiena na uwmepsase (a,b). Toeda kaxncdoe ezo we-
mpusuasbHoe peuterue uINOAHAEM He Goaee dem & 00Hoi mouke & € (a, b) 0dHo
u3 credYyrWuT Ycaosuii:

b

) (5)

l
=)
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Ey: 9y =y =0,

Ey y@)=y"(¢ =0,

Eg y'(§) =y"(§) =0, (8)
Eg ¥'(§)=y"() =0,

Es: y'(6) =y"(§) =0,

Eg y(&) =y"(§) =0

Hpusenennsie juddepenipuanbune ypaBHeHUs 00JaaI0T CIIe[YOMIIM CBOii-
CTBOM:

(E) Kaxcdoe nempusuasvnoe pewenue umeem e Goaee 00noii 06oiinoii uaw
MPOoUHOT HYAL0U MOUKU.

B pasaeneitnrem pasOupaercss Juneiinoe opsHopognoe puddepenianbuoe
yPaBHEHHE YeTBEPTOro IMOPAAKA, 0 KOTOPOM IIpe[II0JaraeTcs, 4To OHO UMeeT
cBoifctBo (E) m uTO Bee ero pemeHus ABIAITCA OCHMILIANIOHEBIMI. O603HA-
4UM ATO ypaBHEHIE 3HAKOM (2). Y eJ0BIUe OCHNIIAIMOHHOCTH PeNIeHIsl MOKHO
3aMEHUTHh CYM[eCTBOBAHIIEM HYJEBBIX TOYEK pPEUICHUA, 0 KOTOPOM W[eT pPedb.
[Tpu yrasaHHBIX IIPEIIOTOKEHUAX OBLIM JIOKA3AHEI TEOPEMBI:

Teopema 3. /s nempusuasvnuiz pewenuti duggepenyuarvrnozo ypasuenus
(@), 0as Komopwx , Asasemces MPOUHOL HYAe80T, MOUKOT, 6ce OCMANbHBIE HY.Ae-
svle mouku 6yoym obuumit. Imu peutenus 6yoym nORAPHO AUHETLHO 3ACUCUMBLMU .

Teopema 4. ITycmov x, u x, — 0sa pazauunvie mouku. B marom cayuae moxicro
6ce2da HAllMU HeMPUBLAIbHLIE PeUleHUs ypashenus (@), 043 Komopwx x, 6ydem
06010, @ Ty RPOCMOL HYAEE0T MOUKOL. [As 6CCT PeweHuil, UMeouur 8 x,
080THYI0 U 6 Xy NPOCINYIO HYALEYIO MOUKY, 6CC OCMAIbHbIE HYLesble Mouku Oyoym
obuumu. Imu pewernus Gyoym nonapro AUHEIHO 3ABUCUMBIMU.

Teopema 5. /Tycms y,, ys, Y3, Yy — PYHOAMEHMALHAS CUCTREME YPAEHEHUSL
(a) u nyemo yy, y,, y; — Mmakxnce peutenus ypasHeHus (a), 048 KOMOPWL X, He
A6AKEMC MPOUHOT HYAeeol Mmoukoll (8 kancdoi Pyrndamenmanvroll cucmeme
YpasHerua (&) amozo moxcHo JocmuzHyms RPU NOMOUL NOOTODAUeT HYMepayul
anemernmos). To20a

Yi(®1), yo(@y), ys(2y)
2y(@) = | y1(2), y2(@)1, Ys(@y)
(@), Ya(@), yal@)
oydem pewternuem ypasrenus () ¢ moukoll x, ¢ Kauecmee J6oUHOL HYACEOT MOUKU.
Kaxcdoe pewenue oudifh. ypasuenus (a), das xomopozo x, Aeasemcs 080lHOU
HYAeGOT MOUEOT, MOMCHO 3aRICamy 6 eude auneiinoii kombunayuu z,(x) uw wi(z),
2de u¥(x) ecmv pewenue ypasnenus (a), 045 KOMopoeo x, A6AIEMCS MPOTEHOL 14Y-
Ae60U MOUKOTL.

Teopema 6. [Iycmb w,(x) — pewenue ypasmwernus (a) ¢ mouroli x, ¢ kanecmee
MPOTIHOLL HYAEBOU MOUKW, @ Uy(X) — pewenle ¢ Moukoii x; 6 kauecmee 060iiH0L
nyaeeoit mouku. Toeda umeem mecmo:
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a) pewenus u,(x) u wux(x) He umerom, kpome x,, nu 00HOUE 00Uel MYesol
mouru,

6) mencly aobuMu 06YMS RPOCIMBIMU HYACEHIMU MOUKAMU PEULEHU Ug(X)
aeHcum xomv 00HG HYAE6AR MOUKEA Peutenus u,(x),

6) Mmencdy n00ublM 08YMS HYACBBLMU MOYKAMU PeUeHus (X)) JeHcum romo
001a HYAECAT MOUKA PEULCHUS Ug(T).

Teopema 7. Ilycmo uy(x) u u,(x) — 060 AUHEITHO HEIACUCUMBIT PCULCHILL
ypasrenus (a) ¢ moukoil xy ¢ Kavecmee 0soiinoi nyaesoli mouru. Tozda mexncoy
Kacoblmi 06YMa NPOCMBIMI HYACGHLMU MOUKAMU 00H020 DeUlerUs AeHcum 00Ha
HYy1e6as Mouka 0py2020 peuteHus.

s puddepenimmanbuoro ypaBHenusi (a,) jajee JOKa3aHbl cJepylomue
TEOPEeMBL:

Teopema 8. ITycmo wy(x) u u,(x) — 06a nempusuabObr peuenus ypasHenus
(a,) co caedyoupumu céoiicmeamu: x, A6AIEMCI MPOTHOTL, & Ly — NPOCMOTL HYLEGOTL
moukoil pewenus u,(x); daree, Ty A8AACMCI MPOUHOT HYALBOT MOUKOT PeuteHus
w (x). Toeda u x; s6asemcs nPOCMOT HYAeB0TL MOUKOT peuenus u ().

Teopema 9. Ilycmo y,(x) u yy(x) — 06a suHelinO HE3ABUCUMBL PEULEHUS YPAB-
nenus (a,). Tozda u P (x) u y®(x), k = 1, 2, 3, makoce auneiino nesasucumbi.

Teopema 10. [Tycmb u,(x) — pewenue ypasrwenus (d,) ¢ mpoinoii Hyes0ll
MOUKOT Xy, @ uy(x) — pewenue, 043 Komopozo X, A6AILMCS 080UHOU HYLesoll
mouroii. Tozda 1. u;(x) u uy(x) umerom moavko 001y 06WYIO HYAEEYIO MOUKY X,

2. u(x) u uP(x), k = 2, 3, ne umerom obuguz nyaesvx movex,

3. mencdy KancOumu 06YMS OMAUMHBIMUI OM Xy HYLCCLLMU MOUKAMU Uy()
AEHCUIM TOMb 00N HYACEAR MOUER Uy (T), U MeHcOY KancObmu O6Yma HYILCHLMU
moukamis uy(x) 1eHcum romy 00na HYy.aesas Mouka uy(x),

4. nyaesvie mouru wP(x) u uP(x), k = 2, 3, omdeasiom dpye dpyea.

Teopema 11. ITycmb uy(x) u u,(x) — 06a AUHEUHO HEAEUCUMbIT Deuterus
ypasuenua (ay), 049 KoMopuxr x, aeasemcs 060lHol Hyaeeoli moukoii. Toeda

1. ug(x) u uy(x) umerom moavko 001y 0OUYI0 HYALCYIO MOUKY Xy,

2. uP(z) u ul(x), k = 2, 3, ne umenom obwux nyiesux mouek,

3. mencdy kancOumi O6YMs OMAUNHBIMU OM Xy HYJACCHLMU MOUKAMU Ugy(T)
AeAHCUM 001a HYALEAT MOUKa Uy(X) U Haobopom,

4. nyaesvie mouru uf(x) u uP(x), k = 2, 3, omdeastom dpye dpyea.

Ilomo6usle MpUBEXEHHBIM B7ieCh CBOIICTBA MOMHO JOKa3aTh YKABAHHBIMU
B pabore CI0co6AME M [JIA JIMHEHHBIX 0JHOPOAHEIX AuPPepeHIaabHEIX ypaB-
HEeHWil TOpsAJKa BHIIIE YeTBEPTOrO IIPH COOTBETCTBYIONIMX YCIOBUAX. B gacr-
Hoetn s ud. ypasmenust 4™ 4+ Q(x) .y = 0, Q(x) < 0 MOKHO J0Ka3aTh
1mo100HbIe e CBOiicTBA, KAK 1 A7 ypaBHeHusA (a,)M Tax HAIp. MOsKHO JOKa3aTh
eBoiteTBo, MoK00Hoe cBoiictBy (E):



Haskpmoe HeTpnmBHagbHOe ero pelleHne uMeer He (OJbIIe OfHOM 4n KpaTHOI
(nim BEICHIEl KpaTHOCTHM) HYyJeBoil TOYKHM, B TOM ciaydae, ecau n = 4k
n Q) > 0, mm ecn n = 4k + 2, Q(x) < 0, u [$n] + 1 KpaTHO#l (MmT BbIC
el KPaTHOCTH) HYJIEBOIl TOYKYM B TOM cilydae, ecjau n HedetHoe @Q(z) > 0.
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