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Чехословацкий хМатематический журнал, т. 4 (7i)) 1954 

ÜBER EINIGE NEUE EIGENSCHAFTEN D E R (OSCILLATORISCHEN) 

LÖSUNGEN D E R L I N E A R E N HOMOGENEN 

DIFFERENTIALGLEICHUNG V I E R T E R ORDNUNG 

MARKO SVEC, Bratislava. 

(Eigelangt 27. IV. 1958.) 

In der Arbeit beschäftige ich mich mit der linearen homogenen 
Differentialgleichung, deren Lösungen höchstens eine zweifache 
(dreifache) Nullstelle haben. Für die Lösungen dieser Gleichung, 
die irgendeinen Punkt xx als zweifache, bzw. dreifache Nullstelíe. 
haben, sind die Trennungssätze ihrer Nullstellen bewiesen. Im Falle 
der Gleichung 2/(4) 4- Q{x) . y = (), Q{x) > 0, sind noch die Trennungs
sätze der Nullstellen der Ableitungen erster, bzw. zweiter, bzw. dritter 
Ordnung der betreffenden Lösungen bewiesen. 

§ 1 . 

In dieser Arbeit beschäftige ich mich mit den Eigenschaften der 
Lösungen der homogenen linearen Differentialgleichung vierter Ordnung. 
Ich setze voraus, dass die Lösungen oscillatorisch sind. Diese Voraus
setzung ist aber nicht grundsätzlich, sie kann durch Existenz der in Frage 
kommenden Nullstellen der Lösungen ersetzt werden. Auch dann bleiben die 
Sätze 3—-11 richtig. Wesentliche Voraussetzung dafür, dass die Lösungen 
die in Sätzen 4, 5, 6, 7 aufgezeigte Eigenschaften hätten, ist: (E) Jede eigen
tliche Lösung hat höchstens eine zweifache eventuell dreifache Nullstelle. Für 
die spezielle Differentialgleichung (a2) werden noch die Sätze 8—-11 bewiesen, 
die die Folgerung des Satzes 2' sind. Alle diese Eigenschaften, besonders aber 
der Satz 5, 6 und 7, werden bei der Verallgemeinerung der von О. ВожтѵкА 
aufgestellten Theorie der Dispersionen1) eine wichtige Rolle spielen. Mit dieser 
Frage wird sich meine nächste Arbeit beschäftigen. 

In den Sätzen 1,2 und 2' wird gezeigt, dass Differential-systeme bzw. Diffe
rentialgleichungen existieren, deren Lösungen die Eigenschaft (E) haben. 
Ich bemerke noch, dass alles, was hier für l inearehomogene Differentialglei
chung vierter Ordnung und ihre Lösungen abgeleitet wird, sich leicht mit 
zugehörigen Abänderungen für die lineare homogene Differentialgleichung 

г) 0. Borůvka: 0 Колеблющихся интегралах дифференциальных линейных уравне
ний 2-ого порядка (Чехословацкий математический журнал, т. 3 (78) 1953). 
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n-ter Ordnung ableiten lässt. Zum Beispiel die Gleichung y(n) + Q(x) . y = 0, 
hat die Eigenschaft: Jede ihrer eigentlichen Lösungen hat höchstens eine \n-fache 
(eventuell mehr als \n-fache) Nullstelle, wenn n = 4& und Q(x) > 0, oder wenn 
n = 4Jc + 2 und Q(x) < 0 ist, und eine [%ri] + l-fache (eventuell mehr als [\n\ ~f 1 -
fache) Nullstelle, wenn n ungerade und Q(x) ^ 0 ist.1) Diese Eigenschaft ist 
Verallgemeinerung unserer Eigenschaft (E). Für die Lösungen der Differen
tialgleichungen mit solcher Eigenschaft lassen sich nach unserem Muster den 
Sätzen 3—11 ähnliche Sätze und viele andere beweisen. 

§ 2 . 

Satz 1. In dem Differentialsystem 

y" = p(x)z 
z" = q(x) y [ } 

seien die Funktionen p{x) und q(x) in dem Intervalle (a, 6)2) stetig und für alle 
x є (a, b) sei p(x) > 0 und q(x) < 0. Dann hat jede eigentliche Lösung von (1) 
höchstens einen Punkt | e (a, b), in welchem irgendeine der folgenden Bedingun
gen erfüllt ist: 

B1 : yd) = y'(f) = 0 , 
B2 : y(S) = Щ) = 0 , 
B, : z(f) = z'(S) = 0 , y> 

B,:y'(i)=z'(i) = Q . 
B e w e i s . Es sei (y,z) eine eigentliche Lösung von (1) und x±, х2є(а,Ь) 

(хг Ф x2) zwei Punkte , in welchen gleichzeitig irgendeine von den Bedingun
gen (2), bzw. in хг eine und in x2 eine andere von den Bedingungen (2) erfüllt 
ist. Multiplizieren wir die erste Gleichung von (1) mit z, die zweite mit y. Nach 
Substraktion ergibt sich 

y"z — yz" = pz2 — qy2 > 0 
oder 

(y'z — yz'Y = pz2 — qy2 > 0 . (3) 

Integrieren wir jetzt diese Gleichung zwischen xx und x2, so ergibt sich 

%% 
y'(x2)z(x2) —y(x2)z'(x2) -y'(Xj)z(xJ + y(x^z'(xJ =f (pz2 —qy2) dx . (4) 

# i 

Aus den Voraussetzungen folgt, dass der Ausdruck auf der linken Seite Null, 

der Ausdruck auf der rechten Seite aber stets von Null verschieden ist. Also 

ein Widerspruch, der unseren Satz beweist. 

Satz 2, In der Differentialgleichung 

У"" + Pitf' + Р2У" + ѴьУ = 0 K ) 
x) Man beweist dies auf demselben Wege wie den Satz 2. 
2) (a, b) bedeutet offenes, <a, 6> abgeschlossenes Intervall. 
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seien im Intervalle (a, b) 1° p[(x), p^(x) stetige Funktionen, 2° p2{x) = ì РІ(Х) + 
+ ÌPiix)> 3° VÁX) > 0- &апп hat jede eigentliche Lösung von (аг) höchstens 
einen Punkt £ e (a, b), in welchem irgendeine der folgenden Bedingungen erfüllt 
tsť 

Bi:y(S) = y'(i) = 0, 
E, : y(i) = y*ff) = 0 , (5) 
E,:y"(S)=y'''(t) = 0 , 

B e w e i s . MultipUzieren wir die Gleichung (a^ mit y. eiiPl{x)dx. Mit Rücksicht 
auf die Bedingung 2° ist dann 

y""yK + p,y'"yK + lpjy"yK + \p[y"yK + p#*K = 0 , (6) 

wo K = eiSMx)dx ist, oder 

[y'"yK - y"y'K + biV"yK]' = - Ky"* - PiKy* < 0 . (7) 

Es seien jetzt xx und x2 zwei verschiedene Punkte aus (a, b), in welchen gleich
zeitig irgendeine bzw. irgendzwei Bedingungen von (5) erfüllt sind. Integrie
ren wir die Gleichung (7) zwischen xx und x2, so ist die linke Seite wegen der 
aufgestellten Voraussetzungen gleich Null, die rechte Seite aber von Null 
verschieden, was unseren Satz beweist. 

Nehmen wir jetzt eine spezielle Differenzialgleichung von dem Typus 
(a.j) an, und zwar die Gleichung 

y^ + Q(x) . y = 0 , (a2) 

wo Q(x) > 0 eine in (a, b) stetige Funktion ist. Für diese gilt der folgende 

Satz 2 \ Jede eigentliche Lösung von (a2) hat höchstens einen Punkt f e (a, &), 
in welchem irgendeine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 

Et 
Ег 
Es 
Et 
Eb 
E6 

y(i) 
y(t) 
y"(i) 
Z/'(l) 
y'(f) 

:y(f) 

= y'(f) = о , 
= y"W = о , 
= у'"Ш = о , 
= !T(f) = 0 , 
= y"W = о , 
= 2/'"(f) = 0 . 

B e w e i s . Die Gleichung (a2) geht aus der Gleichung ( a ^ h e r v o r , wenn 
wir p^x)= 0 setzen. Fü r Ex — E3 folgt unsere Behauptung aus dem Satze 2. 
Aus (7) und aus рг{х) = 0 ist leicht zu ersehen, dass die Behauptung auch für 
E± richtig ist. Wir brauchen also den Beweis nur für E5 und EQ durchzuführen. 
Dazu wird uns der folgende Hilfssatz dienen: 

HiUssatz 1. Es sei 

Уі> Уъ>Уъ> У* 
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Fundamentalsystem der Lösungen (a2). Dann haben die Funktionen 

P,{x) 

y'{x) 
y"{x) 
y(%i) 
y'(*i) 

y(x) 
y'"(x) 
y(xi) 
y'(*i) 

, P,(z) = 

, P,(x) = 

y'(x) 
y"{x) 
y{%i) 
y"(%i) 1 

\у(х) 
y'"(x) 

y(*i) 
y"(%i) 

Ps(x) = 

, Р7(х) = 

y'{x) 
y"(x) 
y'(*i) 1 
y'"(*i) | 

\y(x) 
y'"(x) 

V'(*i) 
V"{*i) 

, P,(x) = 

, Ps(x) = 

У'{х) 
y"(x) 
y'(xj 
y'"(*i) 

y(x) 
y'"(x) 
y'{xi) 

1 y"(xi 

Рь(х) 

wo xx є (a, b) ist, nur eine einzige Nullstelle in (a, b) und zvar хг. 

B e m e r k u n g . Die Symbole Pi(x) bedeuten die Determinanten vierter 
Ordnung, deren Zeilen aus den bezeichneten Ableitungen von yx, y2, y3, y% 
bestehen. Zum Beispiel 

P,(x) 

y'{x) 
y"(x) 
y(xx) 
у'(хг) 

yx(x) , уфх) , уъ{х) , y^(x) 
УЇ(х) , УІ(х) , yl(x) , yl(x) 
yA%i), УАЪ), y3(xx), yjxx) 
y[(xx), y'2{xx), y2(xJ, y±(xx) 

B e w e i s des H i l f s s a t z e s . Es ist leicht zu ersehen, dass xx eine Nullstelle 
von Pi(x), i = 1, 2, ... , 8, ist. Nehmen wir an, dass rj є (a, b) eine von xx ver
schiedene Nullstelle von Pi(x) ist. Dann gibt es zwischen xx und r\ eine Stelle f 
solche, dass Р\(£) = 0, i = 1, . . . , 8. Das ist aber unmöglich, denn diese Glei
chungen der Reihe nach besagen, dass es eine eigentliche Lösung von (a2) 
gibt, die in xx die Bedingung Ex bzw. FJ2, E3, E^ und in £ die Bedingung i£4 

erfüllt, was der bisher bewiesenen Tatsache widerspricht. 

F o r t s e t z u n g des Beweises des Satzes 2'. a) Nehmen wir an, dass eine eigen
tliche Lösung von (a2) besteht, die in xx die Bedingung Eb i — 1, . . . 4, und 
in ^ ( Ф ^ ) die Bedingung E5 bzw. Eß erfüllt, хх,х2є(а,Ь). Das bedeutet 
aber, dass Pi(x2) = 0, i = I, .. , 8, was dem Hilfssatze 1 widerspricht 

b) Es seien | und rj ( > f) zwei Punkte aus (a, b). Nehmen wir an, dass 
eine eigentliche Lösung von (a2) besteht, die in f und rj gleichzeitig die Be
dingung E5 bzw E6 erfüllt. Es ist also , 

P(rj)-

y'(f) 
y"(i) 
y'in) 
y"(v) 

0, bzw. P(rj) = 

y(f) 
Л« 
у(ч) 
îT(rç) 
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P'(.%) = p 4 ( l ) 0, bzw. 'P'{x,) = P 8 ( | ) = 
ž/(ř) 
z/'"(i) 
z/'(*i) 
zT(*i) 

Ist das wahr, so existiert eine Stelle x1 e (f, ^) , dass 

y'(f) 
y'(f) 
2/'(^i) 
№ 1 ) 

Das widerspricht aber dem Hilfssatze 1. 
c) Nehmen wir endlich an, dass es eine eigentliche Lösung von (a2) gibt, 

die in x3 die Bedingung E5 und in x2 ( ф хг) die Bedingung E6 erfüllt. Dabei x2, x3 є 
e (а, b). Es gilt dann 

'y'(x3) 
y"(x,) 

R(x3 

y'"{xo 

0 

Dann gibt es aber zwischen x2 und x3 einen Punkt xv dass 

R'(xJ = 
V'(xi) 
y'"{x,) 
y(x*) 
y'"{x,) 

0 

was wieder dem.Hilfssatze 1 widerspricht. Dami t i s tunser Beweisdes Satzes 2' 
beendet. 

§3. 

Wir werden uns weiter mit der homogenen linearen Differentialgleichung 
vierter Ordnung beschäftigen — wir werden sie mit (a) bezeichnen — deren 
Lösungen folgende Eigenschaft (E) haben: 

(E) Jede eigentliche Lösung hat höchstens eine zweifache eventuell dreifache 
Nullstelle. 

Wir setzen noch voraus, dass die Gleichung (a) sämtlich oscillatorische Lö
sungen hat. Die Eigenschaft (E) hat viele andere Eigenschaften zur Eolge, 
die wir jetzt ableiten wollen. 

Satz 3. Die Lösungen von (a), die x± als dreifache Nullstelle haben, haben 
alle übrigen Nullstellen gemeinsam. Je zwei derselben sind linear abhängig. 

B e w e i s . Es sei 

Уі> Уъ Уз, 2/4 , (9) 
ein Eundamentalsystem der Lösungen von (a). Dann hat jede Lösung, die 
x1 als dreifache Nullstelle hat, die Form 

щ(х) =± S c&i(x) , 
г = 1 

(10) 
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wo die Konstanten сг folgende Bedingungen erfüllen: 
4 

2 ЬгУгі^г) = 0 

2 c,y[(xj'= 0 M ) 

2 c<y*{xJ = 0 . 
i = l 

Die Matrix dieses Systems hat den Rang 3. Wären nämlich alle Determinan
ten drit ter Ordnung dieser Matrix Null, so wäre die Wronskische Determinante 
des Systems (9) in хг Null, was der Voraussetzung widerspricht, dass (9) ein 
Fundamentalsystem ist. Es gibt also wenigstens eine von Determinanten dritter 
Ordnung dieser Matrix, die von Null verschieden ist. Sei es die aus den ersten 
drei Spalten entstandene Determinante. Wir werden sie mit Du bezeichnen. 
Aus (11) ergeben sich dann 

c* = ( - l ) ' & 4 , * = 1,2 ,3 , (12) 
^ 4 4 

wo Du die Determinante dritter Ordnung bedeutet, die aus unserer Matrix 
entsteht, wenn wir die г-te Spalte auslassen. Die gesuchte Lösung (10) hat 
dann die Form 

%(#) = ТГ (—°АіУі(^) + Оа2у2(х) —D^yz(x) +DiMi(x)) 
Д 

oder 

иг(х) c± 
D„ u*(x) 

(13) 

(14) 

u*(x) = 

y*(Xi) 
yA*i) 
ylfri) 
y^(x) 

(15) 

wo u\{x) den Ausdruck in Klammern bedeutet, der sich auch in der Form 
der Determinante 

* уг(хг), у2(хг)9 yz(xj), 
y'i(xi)> y'2(X1)> Ув(Хі), 
Уі(хі), y'2(%1), yl(Xi): 
Уі(х), y*{x), yz(x), 

schreiben lässt. Es ist leicht zu ersehen, dass u*(x) eine Lösung von (a) ist, 
die xx als dreifache Nullstelle hat . Die Gleichung (14) zeigt, dass jede andere 
Lösung von (a), die хг als dreifache Nullstelle hat , von u*{x) linear abhängig 
ist und dieselben Nullstellen wie u*(x) hat . 

B e m e r k u n g . Durch xx sind schon alle Nullstellen von ux{x) bestimmt. 
Aus der Eigenschaft (E) folgt, dass sie einfache Nullstellen sind. Sie sind 
Funktionen von xx. Bezeichnen wir die ^-te nach хг folgende Nullstelle von 
иг(х) durch yjV9 die ^-te vor xx liegende durch yj~v und xx als гр0, so ist 

гр0 = хг 

V>i =V>i(Xi) > і = ± 1> ± 2> ••• (16) 



u*{x) = (18) 

M a n n e n n t diese Funktionen nach O. Borůvka Dispersionen. Sie sind implicit 
durch Gleichung 

v*(Vi) - 0 (17) 
bestimmt. 

Satz 4. Es seien xx und x2 zwei verschiedene Punkte. Dann gibt es stets eine 
eigentliche Lösung von (a), die xx als zweifache und x2 als einjache Nullstelle hat. 
Alle Lösungen von (a), die xx als zweijache und x2 als einfache Nullstellen haben, 
haben die übrigen Nullstellen gemeinsam. Je zwei derselben sind linear abhängig. 

B e w e i s . Es sei уг, y2, y3, t/4 ein Fundamentalsystem von (a). Man sieht 
leicht, dass 

Уі(хі)> УАХі), 
Уі(хі), y'2(X1)> 
Уі(х*)> y2M, 
Уі(х) , Уъ(х) , 

eine Lösung von (a) ist und хг als zweifache und x2 als einfache Nullstelle hat . 
Sie ist nicht identisch Null. Wäre sie nämlich identisch Null, so wäre auch 
u*'(x) identisch Null und 

yi(*i)> y*{Vi), УАхі)> УАхі) 
y'i(xi), y&i), Уз(хі)> УАхі) 

| УАХ2), УАХь), Уз(Х2), УАХ2) 
Уі\Х2/> У2\Х2/> Уз(Х2/> У±\Х2/ 

d. h. es existierte eine eigentliche Lösung von (a), die хг und x2 als zweifache 
Nullstellen hä t te . Das widerspricht aber der vorausgesetzen Eigenschaft (E). 

Es sei u2(x) eine andere Lösung von (a), die xx als zweifache und x2 als ein
fache Nullstelle hat . Dann sind u2(x) und u*(x) linear abhängig. Is t das nicht 
wahr, s o i s t 

u2[x2) 

Узіхі)> 
УЗ(ХІ), 

z/3(^2)j 

УАХ) > 

УАхі) 
y[(xi) 
z/4(#2) 1 
y*(x)> 

u*(xs) = 0, (19) 

y(x) = щ(х) 
^ 2 \X2/ 

u%(x) (20) 

eine eigentliche Lösung von (a), die, wie man sich leicht darüber überzeugen 
kann, xx und x2 als zweifache Nullstellen hat . Das ist aber ein Widerspruch 
mit der Eigenschaft (E). Es ist also 

u2(x) = k . u*(x) . (21) 

B e m e r k u n g . Durch die Angaben xx und x2 sind schon alle übrigen Null
stellen von u*(x) bestimmt. Aus der Eigenschaft (E) folgt, dass sie einfache 
Nullstellen sind. Sie sind Funktionen von xx und x2. Bezeichnen wir die ^-te 
nach x2 liegende Nullstelle von u*{x) durch q?V} die v-te vor x2 liegende durch 
cp„v — die Nullstelle x± sei fest und bei der Numerierung lassen wir sie fort — so 
ist 

V0 = X2 

<Pi = ViM* i = ± 1, ± 2, . . . . 
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Wir nennen diese Funktionen wieder Dispersionen. Sie sind durch die Glei
chung 

^2 (<Pi) = ° (23) 

implicit bestimmt. Man kann leicht zeigen, dass sie eine Gruppe bilden.1) 

Satz 5. Es sei уг, y2, y3, yá einFundamentalsystem (a), wo yl9 y2, уг die Lö
sungen von (a) sind, die хг nicht als dreifache Nullstelle haben (man kann es 
so in jedem Fundamentalsystem von (a) durch eine geeignete Numerierung ein
richten). Dann ist 

Уі(хі)> yA*i)> Уз(хі) 
y'i(Xi), У2Іхі)> Уг(хі) 
уг{х) , y2{x) , ув{х) 

zA(x) (24) 

eine Lösung von (a), die хг als zweifache Nullstelle hat. Jede andere Lösung von 
(a), die xx als zweifache Nullstelle hat, lässtsich als lineare Kombination von 
u*(x) und z^(x) schreiben. 

B e w e i s . Suchen wir eine Lösung u2(x) von (a), die die Bedingungen 

и2(хг) = u'2(xJ = 0, u"2(xx) = ß, ß Ф 0 

erfüllt. Wir können u2(x) in der Form 

u2(x) = S с{у{(х) 
i = l 

schreiben, wo Ci, i = 1, 2, 3, 4 die Bedingungen 
4 

2 сміх}) = 0 
г = 1 

4 

S cafaJ = 0 
г = 1 

S ся1(хг) = ß, ß Ф 0 , 

(26) 

(26' 

erfüllen. Mindestens eine von den dreireihigen Determinanten der Matrix dieses 
Systems ist von Null verschieden, wie es in dem Beweise des Satzes 3 gezeigt 
wurde. Nehmen wir an, dass es die Determinante jD44 ist. Dann ergeben sich 
aus (26') 

L>*<> л Л л г 
сл = 

wo 

'^c* + ßAs 
Л 

' 4 2 C2 — yr C4 — 
^ i d D* с 3 = - ^ Ч + ^ 1 2 

DA DA 

Aue 
Уі(Хі), VA%i) 
y'i(xi), y'k(xi) 

(27) 

(28) 

x) Dem Studium der Dispersionen der Differentialgleichung (a2) ist meine nächste 
Arbeit gewidmet. 
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bedeutet. Setzen wir (27) in (25) ein, so ergibt sich 

oder 

Щ(х) = J-- (-DuyAx) + Dé2y2(x) —D^yz(x) + Duy^(x)) + 
x/44 

+ 77- {A*aA*) — Ai*y*{x) + ^i2Z/sH) (29) 
^ 4 4 

c jS 
W2(#) = 77 і- wř(s) + ^— . zA{x) . (30) 

Satz 6. Es sei иг(х) eine Lösung von (a), die xx als dreijache Nullstelle hat 
und u2(x) eine Lösung von (a), die xx als zweifache Nullstelle hat. Dann gilt: 

a) die Lösungen щ(х) und u2(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen ausser 
x i \ 

b) zwischen je zwei einjachen Nullstellen von u2(x) liegt wenigstens eine Null
stelle von щ(х); 

c) zwischen je zwei Nullstellen von иг(х) liegt wenigstens eine Nullstelle von 
u2(x). 

Mit anderen Worten besagt dieser Satz: die erste nach (vor) хг liegende 
Nullstelle von u2(x) ist zu хг näher als die erste nach (vor) xx liegende Nullstelle 
von иг(х). Alle übrigen Nullstellen von иг(х) und u2(x) trennen sich voneinander 
ab. 

B e w e i s . Sta t t für щ(х) beweisen wir den Satz für u*(x). Wegen (14) ist er 
dann auch für щ(х) bewiesen. 

a) Die Behauptung unter a) folgt unmittelbar aus dem Satz 4. 

b) Seien cx < c2 zwei einfache Nullstellen von u2(x), d. h. 

и2{сг) = u2(c2) = 0 . (31) 

Nehmen wir an, dass unser Satz nicht gilt, dass also in <c1? c2> keine Null-
u ix\ 

stelle von uf{x) liegt. Dann ist die Funktion | in <C!,C2>definiert, stetig 
tii^ yJb I 

und hat dort die erste Ableitung. Bilden wir diese Ableitung. Es ist 

ІЩ(*)\' = /_^4_ , J_ 4 Y = J L z>î ~ Z4<' (V2) 

[u*(x) f \DU ^ Du ' u* f Вы ' < 2 [ó } 

Entwickeln wir die Determinante (15) nach der drit ten Zeile. So ist 

^i(*0 = Уі(хі) • zi(x) ~ y'2(X1)Z2(x) + УІІхіШх) — уІ(хг) . zA(x) , (33) 

wo die Bedeutung von Zi(x) klar ist. Dann ist 

z>i* — ЗДҐ = y"1(x1)[Z4Z1 — *Ai — yl(Xj)[z^ — zfa\ + 
+ yi(*i)[^A — Z4Z3] . 

(34) 
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Die Ausdrücke in Klammern lassen sich aber folgendermassen schreiben: 

Z4:Z1 Z^Z1 ==z ^12^34^23 ^12^23^-34 ^13^24^23 I ^13^23^24 ^23^34^12 I 

^J 9S^J 9 3 ^ 1 1 Í + А23АЫА, 
ziz2 ' ziz2 — AMA1SA12 + АыА12Аіг 4~ АЫА23А 14^23^M3 АтлАлъА« 

Z±Z* 

wo 

АізА2зАы ~j- A13A13AM Д13Д12АМ ь 

— ~~ A2±A1ZA12 + A2ÍA12A13 + АЫА23А12 АЫА12А23 -
— А12А23АЫ + A12A13A2Í A12A12AM , 

А-іЪ У<И, уА(ж) 
і УІ(я)> #*(*) 

ist. Setzen wir diese Ausdrücke in (34) ein, so ergibt sich nach kurzem Rechnen 

' * ' ^13^24 + ^14^23 ^24^13 + ^4^1 — ^44V^12^34 ~T~ A2Sn14b 

+ ^34^i2) 5 

oder 
Z4^1 2 4 ^ l ' = — ^44 ' ^ ( Ж ) ? ( 3 5 ) 

wo ^4(#) den Ausdruck in Klammern bedeutet, welcher sich in Form der 
Determinante 

Уі(Яі), Уу(яі), zfefci), /̂4(̂ 1) 
yífo) , Уа(жі), Уі(»і), у4(жі) 
уг(х) , y2(x) , уз(«) > Î ^ M 

У і М » У г И > УзМ » У І И 
schreiben lässt. Setzen wir jetzt (35) in (32) ein, so ist 

A{x) 

A(x) = (36) 

/ ttafo) V 
\ % * И / —j8 

адгж 
(37) 

Die Funktion ^4(#) hat , wie aus (36) ohne weiteres ersichtlich ist, folgende 
Eigenschaften: sie ist stetig, xx ist ihre vierfache Nullstelle und ausser хг ha t 
sie keine andere Nullstelle. Sie hat ein konstantes Vorzeichen. Wäre nämlich 
zum Beispiel x0 eine andere Nullstelle von A(x), so existierte, wie es aus der 
Form (36) ersichtlich ist, eine eigentliche Lösung von (a), die xx und xQ, als 
zweifache Nullstelle hät te , was aber der Eigenschaft (E) widerspricht. 

Integrieren wir jetzt (37) zwischen сг und c2, so ist 
è2 

u2(c2) и2(сг) -ß f _4M J <2(^, dx (38) 

Nach (31) ist die linke Seite von (38) Null. Die rechte Seite ist aber von Null 
verschieden, weil die Funktion unter dem Integralzeichen ein konstantes 
Vorzeichen hat. Dieser Widerspruch beweist unsere Behauptung. 

c) Den Beweis des letzten Teiles des Satzes erbringen wir in zwei Schritten. 
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1. Es seien dx < d2 (dt Ф хъ d2 + хг) zwei Nullstellen von u*(x), d. h. 

vi(*i) - <(d2) = 0 . (39) 
Nehmen wiran, dass unser Satz nicht gilt, d. h. es liege zwischen dx und d2 keine 

u*(x) 
Nullstelle von u2(x). Dann ist die F u n k t i o n ^ y y i n <^1>^2> definiert, stetig 

u2{x) 
und ha t dort die Ableitung 

u*(x)V _ u'2u* — u2u* ' _ ß z\u* —z^u*' 

u2(x) / u\ Вы ' u 
(40) 

oder nach (35) 
(u*(x)y Q A{x) 

u{{x) 4V = 
x) J 

Durch Integration zwischen dx und d2 ergibt sich 

v*(d2) u*(d,) = Г A(x 
u2(d2) u2(dx) J u\(x ß / ТїЬг dx • (42) 

d, 

Die linke Seite ist wegen (39) Null, die rechte Seite aus denselben Gründen 
wie zuvor von Null verschieden. Also abermals ein Widerspruch, der die Be
hauptung beweist. 

2. Sei jetzt zum Beispiel dx = хг < d2. Durch Integration (41) zwischen 
dx und d2 ergibt sich 

d2 

Um ZLÏZL = ß Km f •——• dx . (43) 

1 + oJ 

uf(d2) ,. uf(x) _ v Г A(x 
_ L ^ _ i i m _AA__Z_ = ß hm / __L^ 
U2[CL2) x^-Xx + 0 U2{X) Ж—>Ж]+о/ ^ 2 V ^ / 

Infolge der gemachten Voraussetzungen ist 

< i ^ ) = 0 , lim ^ 4 = l i m < ^ > = 0 
^2(^2) ж-̂ і̂ + О '^2l^) a^#!+0 ^2l'^) 

Die linke Seite von (43) ist also Null. Auf der rechten Seite steht ein uneigent-
di 

/

A{x) 
—sV-r àx. Wir beweisen, dass es existiert und von Null ver-
u%{x) 

schieden ist. Die Funktion ^т~\ ist in (dly d2) stetig und hat dort ein konstantes A(x) 
u%{x)J 

Vorzeichen und in xx = dL hat sie einen endlichen Grenzwert. Es ist nämlich 

А(хг) = А'(хг) = ^ " f e ) = Ат(хг) = 0, 
^4""(aa) - 2W(xx) Ф 0 ', 

wo Ща^) die Wronskische Determinante bedeutet, und 

«І(*і) = № і ) Г = KM]" - i<{Xi)V - 0 , 
[ul(xjy''^6u7(%i) = eß Ф о 
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so, dass 
A(x) -. A""(x) 2W(xt) l im ~ = l im 

x~>xt + Q U2(X) x^Xi + 0 \U2\X)) " P 

Die Gleichung (43) gibt also wieder einen Widerspruch. Im Falle dx < d2 = x± 

beweisen wir auf demselben Wege unsere Behauptung. 

Zum Schluss beweisen wir noch, dass zwischen x± und der ersten nach (vor) 
xx liegenden Nullstelle von u2(x) — wir bezeichnen sie mit £x — keine Null
stelle von uf{x) liegt. Nehmen wir an, dass dies falsch sei. Es liege zwischen 
x± und | t eine Nullstelle гр von u*(x). Dann liegt nach c) zwischen xx und xp 
eine Nullstelle von u2(x), also fj ist nicht die erste nach (vor) хг liegende 
Nullstelle von u2(x). Das widerspricht aber der Voraussetzung. 

Satz 7. Es seien щ(х) und u2(x) zwei linear unabhängige Lösungen von (a), 
die хг als zweifache Nullstelle haben. Dann liegt zwischen je zwei einfachen Null
stellen einer Lösung eine Nullstelle der anderen. 

B e w e i s . Nach (30) können wir schreiben 

c ß 
Щ(х) = fr~ • < ( « ) + fT" • z№) 

І Л 4 i>44 ( 4 4 ) 

— c ß 
Щ(х) = 7 T " - < ( ^ ) + 7 7 " • z*(x) • ХУ44 ХУ44 

Wegen der hnearen Unabhängigkeit ist 

c~ß — сф + 0 (45) 

und beide Lösungen haben nur xx als gemeinsame Nullstelle. Seien jetzt £x < 
< | 2 zwei einfache Nullstellen von u2(x), d. h. 

^ 2 ( f 1 ) = ^2( f2) = 0 . ( 4 6 ) 

Nehmen wir an, dass der ausgesprochene Satz nicht gilt. Dann ist die Funktion 

in <fl5 f2> definiert, stetig und hat die Ableitung 
Щ{х). 
ü2(x 

(щ(%)\ c*ß — c$ z'iUf—zAu*' 

ty2(x)| Ща u\ 

Berücksichtigen wir (35), so ist 

(u2(x)Y __ c4ß — сф A(x) /tt2(s)V 
\щ(х)І \u2(x)l D44 wl(#) 

Durch Integration zwischen fx und £2 ergibt sich die Gleichung 
_ *• 

^ 2 ( f 2 ) ^ a ( f i ) c 4 ^ - ~ c 

(47) 

(48) 

^2( f2 ) ^ 2 ( f l ) # 4 4 * J U%{X) 
$t 

Ojß Г A{x) 
* J u%{x) áx , (49) 

die uns einen Widerspruch gibt. Es liegt also zwischen je zwei einfachen 



Nullstellen von u2(x) mindestens eine Nullstelle von u2(x). Auf analoge Weise 
lässt sich beweisen, dass auch zwischen je zwei einfachen Nullstellen von 
u2(x) mindestens eine Nullstelle von u2(x) liegt. Beide Teile zusammen ergeben 
unseren Satz, 

§4. 

Je tz t werden wir uns mit der Differentialgleichung(a2) beschäftigen. Wir 
nehmen an, dass sie sämtlich oscillatorische Lösungen hat . Für diese, wie 
man gleich sieht, gelten die Sätze aus § 3. Wir beweisen für sie noch einige 
weitere Sätze, die die Folgerung des Satzes 2' sind. 

Satz 8. Es seien ux(x) und иг(х) zwei Lösungen von (a2) folgender Eigenschaften: 
хг ist eine dreifache und x2 eine einfache Nullstelle von ux(x) und x2 ist eine drei
fache Nullstelle von u±(x) .Dann ist auch xx eine einfache Nullstelle von %(#). 

B e w e i s . Es sei y±, y2, y2, y± ein Fundamentalsystem von (a2). Man sieht 
leicht, dass 

u(x) 

y(x) 
y'(x) 
y"{x) 
yfr*y 

eine Lösung von (a2) ist, die x2 als dreifache Nullstelle hat. Nach dem Satz 3 
ist dann 

иг(х) = k 

УЫ 
y'fri) 
y"(*i) 
y(*) 

Nach der Voraussetzung ist aber 

щ(х) = k' 

y{x) 
y'(x) 
y"{x) 
y(x*) 

щ(х2) = к 

woraus folgt, dass auch 

uAxi) = &' 

y(*i) 
y'(xi) 
y"(*i) 
УМ 

УМ 
y'{%i) 
y"(*i) 
У(х2) 

= 0 

Satz 9. Es seien уг(х) und y2(x) zwei linear unabhängige Lösungen von (a2). 
Dann sind auch yf\x) und y[k)(x), k = 2, 2, 3, linear unabhängig.1) 

x) Man überzeugt sich leicht, dass der Satz 9 für jede lineare homogene Differential
gleichung mit sämtlich oscillatorischen Lösungen gilt und zwar für jedes natürliche k 
und n, insofern die entsprechenden Ableitungen existieren. 
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B e w e i s . Ist zum Beispiel 

yf){x) = c . yf{x), 1 £ k £ 3, с Ф 0 , 

wo c eine Konstante ist, so ist 

уг(х) — cy2(x) = a0 + a ^ + . . . + % _ ^ " 1 , & <^ 3 . 

Die linke Seite ist eine Lösung von (a2), die rechte Seite aber ein Polynom. 
Ein Polynom kann aber nicht eine Lösung von (a2) sein. 

Satz 10. Es sei щ(х) eine Lösung von (a2), die хг als eine dreifache und u2(x) 
eine Lösung von (a2), die xx als eine zweifache Nullstelle hat. Dann haben 

1. u[(x) und u2(x) keine geineinsame Nullstelle ausser x1} 

2. uf\x) und uf\x), k = 2, 3, keine gemeinsame Nullstelle, 
und 

3. zwischen je zwei von xx verschieden Nullstellen von u2(x) liegt mindestens 
eine Nullstelle von u[(x) und zwischen je zwei Nullstellen von u[{x) liegt mindes
tens eine Nullstelle von u2(x), 

4. die Nullstellen von uf\x) und u^(x), k = 2, 3, trerinen sich gegenseitig. 
B e w e i s . Aus den Voraussetzungen für u±(x) und u2(x) folgt, dass хг eine 

gemeinsame Nullstelle von u[(x) und u2(x) ist, dass aber xx nicht eine gemein
same Nullstelle von u'[{x) und uf

2(x), bzw. von u'i'(x) und u2(x) ist. Aus dem 
Satze 2' folgt weiter, dass u[{x) eine zweifache Nullstelle und zwar xx hat, 
u2(x), u'{(x), щ(х), u'i'(x), u2(x) sämtlich einfache Nullstellen haben. Je tz t 
nehmen wir an, dass £ ( Ф хг) eine gemeinsame Nullstelle von uf>(x) und uf\x), 
k = 1, 2, 3, ist d. h. 

<>(£) = uf(š) = ° • (50) 
Aus dem Satz 6 folgt, dass uf(ej) + wf(f) ф 0. Nehmen wir an, dass u2{£) Ф 
Ф 0. Dann hat die Funkt ion 

y(x) = Ui(x)-%&u,(z) (51) 
tt2{ç) 

folgende Eigenschaften (man kann sich übrigens darüber leicht überzeugen): 
sie ist eine eigentliche Lösung von (a2) und 

y(xx) = y'(xJ = 0, y(S) - уѴЩ) = 0 , (52) 
d. h. diese Lo3ung erfüllt in xx die Bedingung E± und in £ die Bedingung Ex 

für k = 1, E2 für k = 2, EQ für k = 3. Das widersprichtaber dem Satze 2'. 

Wir beweisen weitere Behauptungen des Satzes für u*(x), somit werden 
sie, wegen linearer Abhängigkeit von иг(х) und u*(x), auch für щ(х) bewiesen. 

Zuerst bemerken wir noch, dass sich auf demselben Wege wie im Beweise 
des Satzes 6 folgende Relationen ableiten lassen: 

" *' ' *" __ 7) P /, \ * 
Z^_U^ Z^U^ — ^ 4 4 • * 1 \ * ^ / ? 

Z"lUV Z\UV ~ ^44 * A2{X) , (53) 
4<" - «'" = - DM . Q{x) . Ps(x) , 



wo 

A2(z) = 

У(хі) 
У'(*і) 
y*(*) 
Z/'"(^) 

Nach dem Hilfssatze 1 hat Рг{х) und P5(#) nur хг als eine Nullstelle. Man kann 
sich leicht überzeugen, dass sie eine zweifache Nullstelle ist. Also Рг(х) und 
Ръ(х) bewahren ein konstantes Vorzeichen. Aber auch die Funktion A2(x) bewahrt 
ein konstantes Vorzeichen. Sie ha t keine Nullstelle. Ist X — Хл^ SO lSü ^ j - o ( ^ i / — 

= 2W(xx) Ф 0. Wäre £ ( + #i) eine Nullstelle von A2(x), so existierte eine eigen
tliche Lösung von (a2), die in xx die Bedingung Ex und in £ die Bedingung E3 

erfüllte. Das widerspricht aber dem Satz 2'. 

3. Es seien i7j_ < ^2 zwei von xx verschiedene Nullstellen von u2(x). Gibt es 

in <^l5 ?72> keine Nullstelle von w*'(#), so ist 

tion und hat die erste Ableitung 

u'%(x) 
u*'(x) 

eine in \Г]ъг]2У stetige Funk-

щ{х) y 
uf'{x) 

(3 
D 

4 „,*' 
1 1 

Dl z"u*' 
*4**1 

?'u*" 
^4^! 

Л ** ' 2 

oder mit Rücksicht auf (63) 

v'2(x) 
u*'(x) 

> Л И 
* * ' » ( 

(54) 

Integrieren wir diese Gleichung zwischen ^ und ту2, S 0 i ^ wegen der gemachten 
Bedingungen die linke Seite Null, die rechte, weil die Funktion unter dem 
Integralzeichen ein konstantes Vorzeichen bewahrt, von Null verschieden. 

Es seien jetzt fx < | 2 zwei von xx verschiedene Nullstellen von u*'(x), 

Liegt wieder in <|1? f2> keine Nullstelle von u'%(x), so ist 

stetige Funkt ion mit der ersten Ableitung 

u%'{x) 
u'2(x) e ine i n <^i, | 2 > 

<'(#)V __ < 
^з(ж) / 

oder mit Rücksicht auf (40) und (63) 

(uf'(x)y 

U i Lb o 

luf'(x)V 

\ Ufa) ) 
Pi(x) 

' u'^(x) 
(55) 

Die Integration dieser Gleichung zwischen fx und f2 gibt wieder einen Wider
spruch. 



Ist jetzt zum Beispiel $г = хъ so ist nach der Integration der Gleichung (65) 
• ; :

? 

<M^ u„ «*)_*,<„ г а д 
ttJ(fa) 

^* (ж) л -. Г РЛх) . 
ІШ1„ФУ = / И і т„ Ä r d a ; • (56) 

X^X! + 0 М2\Л) Ж^Жі + О I t*2 V*^/ Es ist aber 

und 

і- < 4 ^ ) v uf"(x) 
hm Л г ~ = l i m ^ T T = ° 

Ж^Ях + 0 ^ 2 v ^ / #^жх + 0 ^ 2 v ^ / 

Hm ^ = l i m P ^ > .-*Ы 
z+b+Qu'f(z) ~x^Xl+02ul%{x) " j8 

Also die linke Seite in (56) ist Null, die rechte von Null verschieden. 

Im Falle £i < £2 = xx kommen wir zu demselben Resultat . Diese Wider
sprüche beweisen unsere Behauptung. 

4. Die Behauptung unter 4. beweist s ichauf dieselbe Art. 

Satz 11. Es seien u2(x) und ü2(x) zwei lineat unabhängige Lösungen von 
(a2), die xx als zweifache Nullstelle haben. Dann haben 

1. u2(x) und u2(x) keine gemeinsame Nullstelle ausser xl9 

2. u^(x) und uf\x), k = 2, 3, keine gemeinsame Nullstelle, und 
3. zwischen je zwei von xx verschiedenen Nullstellen von u2(x) liegt eine Null

stelle von и'г(х) und umgekehrt, 
4. die Nullstellen von u^{x) und ü2

k)(x), k = 2, 3, trennen sich gegenseitig. 

B e w e i s . 1,2. Nach dem Satze 2' haben uf\x) und ü~f{(x), k = 1, 2, 3, nur 
einfache Nullstellen. Nach den Voraussetzungen über u2(x) und u2(x) ist x± 

eine g3meinsame Nullstelle von u2(x) und щ(х), aber nicht von u^(x) und 
uf\x), k = 2, 3. Es sei £(ф#і) eine gsmeinsame Nullstelle von u^(x) und u^(x), 
k = 1, 2, 3, d. h. 

< ( f ) = Sjf>(f) - 0 . 

Wegen linearer Unabhängigkeit von u2(x) und u2(x) ist ^ | ( | ) + u|(f) ф 0. 
Nehmen wir an, dass й2( |) ф 0. Bilden wir die Funkt ion 

y{x) = щ(х) — Ъ~^ . щ(х) . 
^ 2 \ ь ; 

Sie hat folgende Eigenschaften — wie man sich leicht überzeugen kann: Sie 
ist eine eigentliche Lösung von (a2) und erfüllt die Bedingungen 

y(x,) = у\хг) = 0, y(S) - y<*>(f) - 0 • 

d. h. sie erfüllt in xx die Bedingung Ex und in f die Bedingung E1 für & = 1, 
E2 für & = 2, i£6 für & ==• 3. Das widerspricht aber dem Satze 2'. 

Die Behauptungen unter 3. und 4. beweisen sich auf dieselbe Art wie die 
Behauptungen unter 3. und 4. im Satze 10. 
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Резюме. 

0 НЕКОТОРЫХ НОВЫХ СВОЙСТВАХ (ОСЦИЛЛЯЦИОННЫХ) 
РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

МАРКО ШВЕЦ (MarkoŠvec), Братислава. 
(Поступило в редакцию 27/ІѴ 1953 г.) 

В работе исследуются свойства решений линейного однородного диффе
ренциального уравнения четвертого порядка. Прежде всего в теоремах 
1, 2 и 2' указываются определенные свойства специальных диффернциаль-
ных уравнений (соотв. системы дифф. уравнений). 

ТеоремаІ. Пусть в дифференциальной системе 

У" = Р(Х) • Z : (1) 
z" = q(x) . у 

функции p(x) и q(x) непрерывны на интервале (a, b) и пусть для всех x є (a, b) 
будет p(x) > 0 и q(x) < 0. Тогда каждое нетривиальное решение системы 
(!) выполняет не более чем в одной точке f є (а, b) одно из следующих усло
вий: 

B,: y(f) = y ' ( f ) = 0 , 
B2: y(S) = z(i) = 0 , (2) 
B3: z(f) = *'(f) = 0 , 
B4: y'(f) = e'(f) = 0 . 

Теорема 2. Путь в дифференциальном уравнении 

У"" + Vď + Vď + VÚJ - 0 (at) 
на интервале (а, b) будут 1° p[(x), p^(x) непрерывными функциями, 2° 
р% = lp* 4- î pi? 3° P4(#) > 0- Тогда каждо нетривиальное решениеурав-
нения (&г) выполняет не более чем в одной точке f є (a, b) одно из следую
щих условий; 

Ex: y(f) = y'(f) = 0 , 
Ea: y(f) = y'(S) = 0 , (5) 
E3: y*(f) = jT(f) = 0 . 

Теорема 2'. Пусть в дифференциальном уравнении 

У"" + Q(*) - У - 0 " (а) 

функция Q(x) > 0 непрерывна на интервале (a, b). Тогда каждое его не
тривиальное решение выполняет не более чем в одной точке | є (а, 6) одно 
из следующих условий: 
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Ex: у(І) = y'{S) = 0 , 
Ea: y{i-) = y*(f) = 0 , 
E3: У"№ = Z/'"(D = 0 , (8) 
E4: y'(f) = y*(f) = 0 , 
E5: y'(S) = t/"(f) = 0 , 
E6: y(f) = y"(f) = 0 . 

Приведенные дифференциальные уравнения обладают следующим свой
ством: 

(E) Каждое нетривиальное решение имеет не более одной двойной или 
т^ройной нулевой точки. 

В дальнейшем разбирается линейное однородное дифференциальное 
уравнение четвертого порядка, о котором предполагается, что оно имеет 
свойство (E) и что все его решения являются осцилляционными. Обозна
чим это уравнение знаком (а). Условие осцилляционности решения можно 
заменить существованием нулевых точек решения, о котором идет речь. 
При указанных предположениях были доказаны теоремы: 

Теорема 3. Для нетривиальных решений дифференциального уравнения 
(а), для которых х1 является тройной нулевой точкой, все остальные нуле
вые точки будут общими. Эти решения будут попарно линейно зависимыми. 

Теорема 4. Пусть хх и х% — два различные точки. В таком случае можно 
всегда найти нетривиальные решения уравнения (а), для которых хг будет 
двойной, а х% простой нулевой точкой. Для всех решений, имеющих в хг 

двойную и в х2 простую нулевую точку, все остальные нулевые точки будут 
общими. Эти решения будут попарно линейно зависимыми. 

Теорема 5. Пусть уг, y2, y3, yá — фундаментальная система уравнения 
(а) и пусть ух, у%, у3 — также решения уравнения (а), для которых х1 не 
является тройной нулевой точкой (в каждой фундаментальной системе 
уравнения (а) этого можно достигнуть при помощи подходящей нумерации 
элементов). Тогда 

I Уі(хі), Уг(хі)і Ув(хі) 
ZÁX) = \у'і(хі), y'A%)i-> Ув(хі) 

| Уі(х), yáx), Уг(х) 
будет решением уравнения (а) с точкой хг в качестве двойной нулевой точки. 
Каждое решение дифф. уравнения (а), для которого х1является двойной 
нулевойточкой,можнозаписатъввиделинейной комбинации z^(x) и u*(x), 
где u*(x) есть решение уравнения(&),длякотюрого хх является тройной ну
левой точкой. 

Теорема 6. Пусть щ(х) — решение уравнения (а) с точкой хг в качестве 
тройной нулевой точки, a u%(x) — решение с точкой хг в качестве двойной 
нулвеой точки. Тогда имеет место: 
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а) решения иг(х) и и2(х) не имеют, кроме хѴі ни одной общей нулевой 
точки, 

б) между любими двумя простыми нулевыми точками решения и2(х) 
лежит хоть одна нулевая точка решения щ(х), 

в) между любиым двумя нулевыми точками решения u^x) лежит хоть 
одна нулевая точка решения и2(х). 

Теорема 7. Пусть и2(х) и и2(х) — два линейно независимых решения 
уравнения (а) с точкой х± в качестве двойной нулевой точки. Тогда между 
каждыми двумя простыми нулевыми точками одного решения лежит одна 
нулевая точка другого решения. 

Для дифференциального уравнения (а2) далее доказаны следующие 
теоремы: 

Теорема 8. Пусть иг(х) и иг{х) — два нетривиальбых решения уравнения 
(а2) со следующими свойствами: хг является тройной, а х2 — простой нулевой 
точкой решения иг{х)\ далее, х2 является тройной нулевой точкой решения 
u^x). Тогда и хг является простой нулевой точкой решения u^x). 

Теорема 9. Пусть уг(х) и у2(х) — два линейно независимых решения урав
нения (а2). Тогда и y^{x) и y2

k)(x), k = 1, 2, 3, также линейно независимы. 
Теорема 10. Пусть иг(х) — решение уравнения (а2) с тройной нулевой 

точкой хг, a и2(х) — решение, для которого х± является двойной нулевой 
точкой. Тогда 1. u[(x) и и2(х) имеют только одну овщую нулевую точку хг, 

2. uf\x) и uf\x), k = 2, 3, не имеют общих нулевых точек, 
3. между каждыми двумя отличными от х1 нулевыми точками и'2(х) 

лежит хоть одна нулевая точка u[(x), и между каждыми двумя нулевыми 
точками u[{x) лежит хоть одна нулевая точка щ(х), 

4. нулевые точки uf\x) и u2
h\x), k = 2, 3, отделяют друг друга. 

Теорема 11. Пусть и2(х) и и2(х) — два линейно независимых решения 
уравнения (а2), для которых хг является двойной нулевой точкой. Тогда 

1. и'2(х) и и2(х) имеют только одну общую нулевую точку хг, 
2. u2

k)(x) и uf\x), k = 2, 3, не имеют общих нулевых точек, 
3. между каждыми двумя отличными от хг нулевыми точками и2(х) 

лежит одна нулевая точка и2(х) и наоборот, 
4. нулевые точки и{

2\х) и u2
k)(x), k = 2, 3, отделяют друг друга. 

Подобные приведенным здесь свойства можно доказать указанными 
в работе способами и для линейных однородныхдифференциальных урав
нений порядка выше четвертого при соответствующих условиях. В част
ности для дифф. уравнения у^п) + Q(x) . у = 0, Q(x) ^ 0 можно доказать 
подобные же свойства, как и для уравнения (а2)м Так напр. можно доказать 
свойство, подобное свойству (E): 



Каждое нетривиальное его решение имеет не больше одной \п кратной 
(или высшей кратности) нулевой точки, в том случае, если n = 4fc 
и Q(x) > 0, или если n — ák + 2, Q(x) < 0, и [\п\ + 1 кратной (или выс 
шей кратности) нулевой точки в том случае, если n нечетное Q(x) > 0. 
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