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YexocroBankmii MaTeMaTHuecknii :kypuai, 1. 5 (80) 1955

SUR LES DISPERSIONS DES INTEGRALES DE I’EQUATION
¥® + Q@) y = 0

MARKO SVEC, Bratislava.
(Regu le 24 mai 1954.)

Dans ce mémoire, nous nous occupons des propriétés des intégrales
de I’équation (A). Désignons par M ;;, ¢ < k; 4, k = 0, 1, 2, 3, ’ensemble
des intégrales de ’équation (A) dont la ¢-iéme et la k-iéme derivée
s’annulent en un point donné x,. Alors, I’ensemble M, si nous y
ajoutons encore l'integrale y = 0, forme un sous-systéme linéaire du
systéme linéaire des intégrales de 1’équation (A). Les éléments (les
intégrales) de M, vérifient I’équation différentielle du second ordre
(5) et, rémproquement chaque intégrale de cette équation (5) appartient
& M. Nous démontrons ensuite le théoréme de la séparation des
racines des intégrales de M ;. Les deux propriétés citées nous permet-
tent d’introduire dans 1’ensemble M, la notion de la dispersion et
d’appliquer immédiatement la théorie des dispersions due & O. Bo-
RUVKA [2].

1. Quelques propriétés des intégrales de ’équation
YO+ Q) y =0

Considérons I’équation différentielle linéaire homogeéne du quatriéme ordre

Yy + Q)y =0, (A)
et supposons la fonction Q(x) définie, positive et continue dans lintervalle
(— o0, o) et les intégrales de I’équation (A) oscillatoires. Par intégrale de
T’équation (A) nous entendons une intégrale non identiquement nulle, qui est
définie dans I'intervalle (— oo, o0).

Sous les conditions citées, on a démontré ([1], th. 2') que I’équation (A)
jouit de la propriété suivante (E): Toute mtegmle del’ equatwn (A) a, au plus en
un nombre x € (— oo, 00), deux des quantités y, y', y", y" nulles. ~

Définition 1.1. Soit @, un nombre arbitraire de intervalle (— oo, o0).
Nous désignons par M ; ’ensemble des intégrales de ’équation (A) qui remplis-
sent les conditions

Y@y) = yP(ay) =0, 1<k, i,k=01,273. (1)
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1l s’agit donc des ensembles M, My,, My, My, M, My Nous allons
démontrer quelques propriétés des intégrales de 'ensemble M ;.

Théoréme 1.1. Soit y,, ¥s, ys, ¥, un systéme fondamental d’intégrales de 1 équa-
tion (A) et soit W son Wronskien. Soient u(x), v(z) deux intégrales arbitraires
de My. On a
a) w v —u.v =c.AL0(@) = ¢ . Ay(x).

b) u .v—u.v" =c.AL(),

) w'.v —w. 0" = . AGY (@) = Je . [Ap(x) — (— 1) . Oy,

d) v—u. v = . AG(x) = Lo . [AL(x) + (— 10y,

e) w0 —u .t =c.AGP(2) = Lc . Al(x),

f) W — w0 = AGD(x) = ¢ . [345 () — Q(x) . A ()],

g) wpm — ymyp® = ¢ ATN(x), § < k,m < n, i k,m,on=0,1,2,3; on

a AGM(x) + 0 pour tout x + x,.

. |y () |

, y®(a,) S Wosii k=3,
;‘1‘-'"”’) ) = 1 -
(@) Co=< 0 sii+k+3.

La constante ¢ est égale a O si et seulement st u(x) et v(x) sont linéairement
dépendants.

Démonstration. Avant tout, légalité umptm — umpm — ¢ AG™ a
ét¢ démontrée pour i = 0, k = 1, m = 0, n = 1 dans [1]], (la formule (35)).
En se servant de la méme méthode on démontre facilement I’égalité en question

dans les cas cités. L’affirmation que A{"™(x) 4 0 pour tout x + x, résulte
de la propriété (E).

La dérivée de a) donne b). La troisiéme dérivée de a) donne e). La dérivée

de e) en appliquant a) donne f). La dérivée du premier membre de c) comme
aussi de d) donnent le premier membre de €), d’ou il vient

[AGD) — (A0 — 40D — 347
En utilisant les propriétés des fonctions 44?, A0, A7, dans z,, on a

2 AGD (@) = Aj(@) — (— 10, 248D(@) = Af(@) + (—1)C4
ou
/W, sit+k=3,
N0, sit+k 3.
7 ;)vI;s—y:nbole signifie le déterminant

_—_
Ca =

¥y @), y (@), Py, yO(ay)
yO(zy), ¥y (@), ¥y, y{P(ay)
y{(), y‘;'“(x) y{(x), y§i™(x)
Y@, v, YD), (=)
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Ainsi les affirmations c) et d) sont démontrées. L’affirmation concernant la
constante ¢ est évidente.

Théoréme 1.2. La fonction A;.(x) verifie Iéquation
rrer ’ m 14”2 R L WAt
Aik . Aik - Aik . ‘4ik %7 ?Aik - ‘2(() N ‘4115 — 7_;("ik ’ (2)
ot Oy, est la constante du théoréme précédent.

On démontre ce théoréme en posant au lieu de 4, et de ses dérivées les
expressions du théoréme précédent.

Remarque. Sila dérivée Q' (x) existe, I’équation (2) prend la forine
A =20 Ay 4Q . AL . (2"

Théoréme 1.3. Soit u, v un couple d’intégrales linéairement indépendantes
de M ;.. Toute intégrale y(x) de My, peut alors étre présentée comme une combinaison
linéaire de u et v.

Démonstration. Soit y(x) e M, donnée par des valeurs initiales y(d(z,) =
= y")(x;) = 0, y"™(x,) = «, y®(x,) = f, ou «, f sont deux constantes
réelles, a2+ % + 0, et ¢, k, m, n est une certaine permutation d’élements
0, 1, 2, 3. Soit «, v un couple d’intégrales linéairement indépendantes de M.
On peut toujours déterminer deux constantes ¢, et ¢, de telle fagcon que 'inté-
grale y = cyu + c,v satisfasse aux conditions initiales données. En effet,
u et v étant éléments de M., on a yO(z,) = y®(z,) = 0. Il faut encore mon-
trer que le systéme

Y(xy) = cqut™ () 4 cv™ () ==
YN @) = cut(2)) + cv™(zy) == (3)

a toujours une seule solution non identiquement nulle. 11 suffit de montrer
que w™(x;) . v™M(x)) — w™(x,) . vW(x;) = 0. Mais d’aprés le théoréme
1,1 g, le premier membre est égale & ¢ . A7™(x,) . A cause de 'indépendance
linéaire de u et v, on a ¢ + 0. Parce que ¢, k, m, n forment une permutation
d’éléments 0, 1, 2, 3, vu la définition de AG™, on a [A§"™(x,)| = |W(2,)| = 0.
Ainsi le théoréeme est démontré.

Théoréme 1.4. Soit & == x, un nombre arbitraire de Uintervalle (— oo, o).
11 existe un ensemble d’intégrales de M ;. qui ont le nombre & pour une racine.
Elles sont linéairement dépendantes; donc elles ont toutes leurs racines communes.
Celles des intégrales de M, dont la m-iéme dérivée, 0 < m < 3, ¢ &= m =+ k,
s'annule aw point x, sont aussi linéairement dépendantes.

Démonstration. Soit (, ¥, ¥s, ¥4) un systéme fondamental de I’équa-

¥ (a,)
y®(a,)
Y(&)
y(x)

tion (A) et soit &e(— o0, 00), & + ;. Alors y(x) = est une inté-
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grale non identiquement nulle de M ;,. En effet, serait-il y(x) = 0, on aurait
YD () |
y®(x,)
y(é)
y'(&)
Soient maintenant u, et u, deux intégrales de M linéairement indépendan-.
tes ayant le nombre & pour une racine. L’intégrale
(@) = 1,(a) — < o) )
a des propriétés suivantes: 1° elle n’est pas identiquement nulle, car d’apres
Phypothése, %, et u, sont linéairement indépendantes, 2° u(x) e M, ce qui
est évident, 3° u(&) = 0, 4° u'(£) = 0, or c’est en contradiction avec la propri-
été (E) ce qui démontre la premiére partie du théoreme.

= 0, ¢’est qui contredirait la propriété(E ).

Soit maintenant v;, v, un couple d’intégrales linéairement indépendantes
de M, dont la ¢-iéme, k-iéme et aussi m-iéme derivée, m =+ 7, k, 0 < m < 3,
s’annulle en, ;. Alors, d’apres le théoréme 1.3 toute intégrale de M peut
étre écrite comme une combinaison linéaire de v, et v,. Mais cela signifie,
que la i-iéme, la k-iéme et la m-ieéme dérivée de toute intégrale de M, s’annul-
lent en z,, ce qui est évidemment faux et ainsi la seconde partie du théoréme
se tronve démontrée. ’ .

Dirigeons maintenant notre attention sur les ensembles M, . A cet effet,
envisageons les intégrales de (A) Y15, Y93, Ygss, Y13 OU les indices signifient
les ordres des dérivées de l'intégrale qui s’annullent en z;. Elles forment un
systeme fondamental de (A). En effet, leur Wronskien en x; est différent de
zéro. Si nous formons toutes les combinaisons lindaires toujours de deux
intégrales du systéme en question, nous obtenons justement les ensembles
M ;.. 11 est évident de quel couple il faut former par exemple ’ensemble 3 ,,.
C’est le couple d’intégrales dont le groupe d’indices contient 1 et 3; alors ce
sont Y,,5 et Yo5. Si nous ajoutons & chaque ensemble M, l'intégrale identi-
quement nulle, chaque ensemble M forme alors un sous-systéme linéaire
du systeme linéaire d’intégrales de I’équation (A).

Théoréme 1.5. Les intégrales de M, vérifient Uéquation différentielle du se-
conde ordre .
' Ay’ _Azl'k Yy + %[A:k — (—1)Cy] .y =0 . (5)
et réciproquement, chaque intégrale de Iéquation (5) est ausst Uintégrale de I'équa-
tion (A) et appartient a My, . Cy, est la constante du théoréme 1.1.

Démonstration. Soit %, » un couple d’intégrales linéairement idépendan-
tes de M ;. D’apres le théoréme 1.3 chaque intégrale y de M, peut étre écrite
sous la forme y = cyu + ¢, ¢, et ¢, étant constants. En éliminant ¢, et c,
de ¥, y’, y” et en appliquant le théoréme 1.1, on obtient I’équation (5).
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Soit maintenant y une intégrale arbitraire de 1’équation (5). Nous allons
démontrer qu’elle est aussi l'intégrale de (A) et qu’elle appartient & 2.
Tout d’abord, on voit immédiatement de la structure de la fonction 4, que
A, posséde les dérivées jusqu’au quatriéeme ordre. Alors le membre gauche
de (5) est deux fois différentiable. La premiére dérivée donne

Aﬂc?‘/'" - %‘[A;/k - (— 1)*Cyuly" + %Agﬂl =0, (6)
la deuxiéme

Aqy"" + A;kym - %[A;’k + (— 1Cyu] y" + %A;;c”'.’/ = 0. (7)

Multiplions (7) par 4, et remplacons 4,y" par 'expression de (5) et 4,y”
par celle de (6). Nous avons alors

ARy + (34,4, — FARAL + AR — C)ly =0,

ou, en appliquant (2),
Agy"" + AjQy =0,

d’ou, parce que A, + 0, pour x + xy, il résulte y® -+ Q(x)y = 0. Donc
y(x) satisfait & I’équation (A).

Soit maintenant u, » un couple d’intégrales linéairement indépendantes de
M. D’aprés ce que nous venons de démontrer, u et v vérifient I’équation (5)
et & cause de leur indépendance linéaire, nous puvons les considérer comme
un systéme fondamental de I’équation (5) dans I'intervalle (— 0, 2;) comme
aussi dans Pintervalle (2, oc). Soit y(x) une intégrale arbitraire de (5). Nous
pouvons ’écrire sous la forme y = c,u + c,v, ol ¢, et ¢, sont des constantes.
Parce que u, v e M, il est y(z,) = y®(z,) = 0, alors y(x) e M.

Le point z, est un point de discontinuité de 1’équation (5) (sauf si 1k = 23).
Nous allons démontrer que ce point est un point régulier au sens di & B6cHER
[3, p. 280], et que les intégrales de (5) sont définies aussi dans z,. Tout d’abord,
les coefficients de I’équation (5) aprés la division par 4,; peuvent étre écrits
sous la forme

A;k — HKik | A;’k — (= 1)*Cy - Vir )
B Alk n (x - xl) v pik(x)’ 2Aik o (23 — $1)2 * qik(z) ’
ou
. Ay . Aj — (= 1*Cy,
Hik:—iifz(wﬁxl)A—“c, vy =lim (z — 2)* . =5 —

et py(r) et gi(x) sont des fonctions. On démontre aisément que |py(x)| et
|(x — )| . |ga(2)| sont intégrables sur chaque intervalle fini contenant z,.
Les valeurs de u, et v, et celles des racines o, fa de 1’équation fondamentale
déterminante relative au point 2, p(0 — 1) + pae + vy = 0, sont
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itk tae Vi 0 Ba
01 —4 6 3 2
02 —3 3 3 1
03 —2 2 2 1
12 -2 0 3 0
13 —1 0 2 o
23 0 0 0 0
Le systéme fondamental d’intégrales de (5) est

= @ — ) gu(a). Uy = () ypa(@),
ol @u(xy) * 0, pu(x,) # 0 (voir [3], th. VL.).
Théoréme 1.6. L’équation (5) ne dépend pas du choix dw systéme fondamental
de Uéquation (A), c.-a-d. les fonctions
14;19 Ay — (= 120y — _AL’CZ))
. Ay’ 24, Ay
restent invariables lorsqu’on change le systéme fondamental de Uéquation (A).

Démonstration. Soit (y) = {yy, ¥s, ¥s» ¥a} un systéme fondamental de
Iéquation (A) et 4, la fonction relative a lui, (u) = {u,, u,, u,, 4,} un autre

systéeme fondamental de (A), fifk la fonetion lui appartenante. Les systémes
(y) et (u) sont liés par la relation (u) == C(y), ou C signifie une matrice carrée
réguliére réelle et |C'] son déterminant. Par suite on a
Ap=01du,  Ag =04}, G2 = [01452,
d’ol résulte notre théoréme.
Nous aurons besoin, plus tard, des propriétés et des valeurs de 4 et de ses

dérivées en x;. Voici la table de ces valeurs:

. ’ ” " 11y 12
tk Aik Aik Aik Az’k Az‘lc Agk )

01 0 0 0 0 2W 0
02 0 0 0 —2W 0 0
03 0 w 0 0 w
12 0 0 W 0 0 0
13 9 —Ww 0 0 0 0
23 w 0 0 0 0 0

De la propriété (E), il s’ensuit que les 4, sont, pour xz + x,, différentes de
zéro. La méme affirmation est vraie aussi pour les fonctions A", 1 < £k,
m<mn,t, km,n=0,1,2, 3. D’aprés ce que nous avons dit, on vérifie facile-
ment que A,,, et aussi 4, ont, dans les intervalles (— oo, x,) et (xy, 00),
les signes constants, mais inverses. Toutes les autres 4, ont dans tout 'inter-

valle (— oo, o0) le signe constant et le méme. Par un choix convenable du
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systéme fondamental (y) de I’équation (A), en choisissant par exemple un
systéme tel que W > 0, on peut parvenir & ce que 4, et 4, soient positives
dans intervalle (—- oo, @,) et négatives dans (x,, o0) et que toutes les autres
A, soient non négatives (positives sauf en z;, ol elles sont nulles excepté
A 45 qui est constamment positive) dans tout 'intervalle (— oo, o). Supposons,
dans ce qui suit, qu’il en est ainsi.
Posons maintenant

y=|]Aul.z. (S)

La substitution (S) transforme I’équation (5) en

4 4AikA;lk - 3*4213 — 2(— l)koichilc -
442 o

”

0 (B)

pour tout x + ;.

Faisons attention aux propriétés des fonctions
Q. — 44, A7 — 342 — 2(— 10, 4
nues dans tout & # x;. Comme A,3(x) > 0 pour tout x, Q,/(x) est continue
aussi en ;. Alors dans le cas ¢k = 23, les intégrales de I’équation (B) sont
définies et continues dans I'intervalle (— oo, ). Dans les autres cas, appli-
cation de la régle de I’Hospital nous donne

. Nous voyons qu’elles sont conti-

lim @y, = lim @, = lim Q53 = — o0, lim Qp; = lim Qy; = 0 (8)
2, T, L, T, 2>,
et
lim (@ — @) Qo = lim (& — 2,)* @ = — ¢, lim (2 — ;)2 Q,, = — 2.(8)
T, L0y Ty

Ilen résulte, d’aprés [3, Th. I], que, dans les cas ot ik == 01 et 03, il existe une
et une seule intégrale de ’équation (B) qui avec sa premiére dérivée tend vers
des valeurs données d’avance, quand x — x;. Lorsque ik = 02, 12, ou 13, il
est valable le

Théoréme 1.7. Soit z(x) une intégrale de I’équation

2"+ Qu(x) . 2=0, k=02 12,13. (9)
Alors on a
lim z(z) = lim 2'(x) = 0 (9,)
ou bien
[lim z(z)| = |lim 2'(z)| = oo . (9,)

Démonstration. On peut écrire la fonction @,; sous la forme

Vi A
(x__kﬁ + qarl), ik = 02,12, 13,
1

Qik =
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olt 1gy = vy = —2, y;, = —2. On démontre facilement que la fonction
i(® — )| . |gx()] & une limite finie pour 2 — 2, elle est donc intégrable dans
chaque intervalle fini contenant x,. Alors z, est un point régulier de 1’équa-
tion (9) (3, p. 279). Lorsque ¢k = 02, 13, ’équation fondamentale déterminante
relative au point 2, est p(¢ — 1) — 2 = 0. Elle a deux racines réelles 3, - }.

B 27 2
L’intégrale générale est alors de la forme

2= ¢)(x — 21)2@a(®) + col —2) TEpu(w), ik = 02,13. (93)

En cas de ik = 12, 1’équation fondamentale déterminante relative a x;, est
o(o — 1) — 2 = 0 et ses racines = 2, — 1. Par suite, I'intégrale générale est
2 = Cy(® — 21)%p1a(®) + Ca(® — x1) Tppa() (94)

Dans (9,) et (9,) ¢, et ¢, sont des constantes, @ (x) et p(x) des fonctions conti-
nues dans lintervalle (— oo, oo) et différentes de zéro en x;. D’apres (9,) et
(94), il est évident que, si ¢, = 0, (9;) est valable, si ¢, & 0, c’est (9,) qui est va-
lable. )

Désignons 1’ensemble d’intégrales de 1'équation (B) par M. Entre les
intégrales de M, et celles de M, il existe la correspondance biunivoque (S).
A, étant finie et continue il s’ensuit de (S) que les racines de I'intégrale z(x) €
e M}, sont en méme temps des racines de I'intégrale y(x) ¢ Mj, qui correspond
a 2(x) par la relation (S). L’intégrale y(x) peut avoir une racine, c.-a-d. z,
au plus. (D) Convenons de ne tenir xy pour une racine de lintégrale y(x) € M,
que 8'il est une racine de Uintégrale z(x) ¢ My, correspondante & y(x), ou, ce qui
est équivalent, s’il est une racine de y(x) et si son ordre de multiplicité surpasse
celui des autres intégrales de M 4, linéairement indépendantes de y(x).

Théoréme 1.8. Pour les intégrales de M ;. est valable le théoréme de la sépara-
tion des racines a savoir pour My, et M5 dans les intervalles (— oo, @), (¥, ),
pour les autres M ;, dans tout U'intervalle (— oo, o).

Démonstration. Ce théoréme résulte du fait que les 4, ik == 01, 03, 12,
23, ont le signe constant dans I'intervalle (— oo, o), tandis que 4,, et 4,
ont le signe constant dans l’intervalle (— oo, z,) et dans (z,;, 0). En effet,
soient ¥y, y, deux intégrales de M, linéairement indépendantes et soient
£, < &, deux racines consecutives de y,, d’ailleurs quelconques, dans I'intervalle
(— 00,00), si ik = 01, 03, 12, 23; au contraire soit &, < &, < a,, ou x; < & <
< &, si ik = 02, 13. En supposant que ¥, n’a aucune racine entre &, et &,,
I’équation

3 &

O:f(ll)dx:fc—'—{l—g’fg)«dx#o
Ys Ya

& &

donne une contradiction qui démontre le théoréme.
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En conséquence du théoréeme 1.8 nous partageons les M ;, dans deux groupes.
Au premier groupe, que nous désignerons par My, appartiendront les ensem-
bles Moy, Mos, M1y, Moy, alors ceux pour lesquels le théoréme de la séparation
des racines est valable dans tout l'intervalle (— oo, o0), tandisque M, et
M, pour lesquels le théoréme cité n’est valable que dans les intervalles (— o,

x,) et (x,, o0), feront partie de I’autre group qui sera désigné par;Mﬁ. Le sens des

symboles M, et M,

. ne demande pas d’explication.

En utilisant le théoréme 1.1 et les propriétés de 4™, on démontre d’une
maniére analogue & celle du théoreme 1.8 le théoréme de la séparation des
racines des dérivées du p-iéme ordre des intégrales de M, ainsi que des déri-
vées du p-itme et du r-itme ordre des intégrales de M, p, r = 0,1, 2, 3.
Mais il faut d’abord convenir que ’on ne doit compter z; pour une racine
de la dérivée du p-iéme ordre de l'intégrale y(x) de M (si x, est une racine)
qu’en cas ou sa multiplicité surpasse la multiplicité de la racine x, des dérivées
du p-iéme ordre des autres intégrales de M, linéairement indépendantes

de y(x).

2. Les relations bilinéaires entre les intégrales de ’ensemble 3/ ;.

Théoréme 2.1. Soit u,, u, un couple d’intégrales linéairement indépendantes
de M, et & n dewx nombres arbitraires. Pour que les nombres &, n soient une
solution de Iéquation

ug.m)(é:) . u(zn)(ﬂ) - “Y‘)(’?) . u(2m)($) =0, m,n =0,1,2,3 (&1)
1l faut et il suffit qu’il existe une intégrale de Mz, dont la derivée du m-iéme ordre
s'annule en & et la dérivée du n-iéme ordre en 7.

Démonstration. Prenons l'intégrale y(x) = c,u; -+ cyu, de My, uq, u,
étant un couple d’intégrales linéairement indépendantes de M. Celui-ci
satisfait aux conditions

Y (E) = eyuf™(€) + cuf™(€) = 0,

Y(n) = exuf™ () 4 equs™ () = 0 (10)
et est non identiquement nul quand et seulement quand le déterminant du systé-
me (10) est nul, c.-4-d. quand &, 5 est une solution de I’équation (a,).

Soient maintenant wu,, u, et U,, U, deux couples ordonnés d’intégrales
linéairement indépendantes de M ;. Nous définissons la fonction

Flz,y) = Uy(@) - uo(y) — Us@) - wa(y) - (a))
On peut démontrer le
Théoréme 2.2. Soient & (& x,, st © = 0) et 5 (F &, st © = 0,1) deux nombres de

Vintervalle (— o0, 00) qui satisfont & Uéquation F(£,7) = 0. Il existe une seule

37



fonction @(x) définie et continue dans un certain entourage du point (&, n), qui
prenne en & la valeur p(&) = 5, satisfasse a Uéquation F(x, ¢(x)) = 0 et admette
dans cet entourage une dérivée, donnée par la formule

Uy(@) . ug(p(x)) — Uy(w) . u,(p(x))
Uy (@) . uy(p(x)) — Ug(®) . uy(p(@))

Démonstration. La fonction F(z, y) a les propriétés suivantes: 1° F (&, 5) =
== 0, d’apreés la supposition; 2° Dans chaque point (z, ) il existent des dérivées
continues

¢ (@) = — (1

Fo(x,y) = Us(x) . uy(y) — Us(@) . u,(y) .
Fo@,y) = Uy() . uay) — Us(@) . w1(y) ,
ce qui est évident. 3° F;(f, n) =+ 0.

Nous démontrons cette derniére affirmation. Soit F;(E, 7) = 0. Alors avec
I’équation F'(&, ) == 0 nous avons le systéme

F (&) = Us(8) - o) — Unl&) () = 0,
Fo (&) = Un(8) - wualn) — Uslé) - o) == 0. (12)

Soit & # ;. A cause de I'indépendance linéaire de U, et U,on a UL (£) + U%(E) +
== 0. Alors le systéme (12) a une solution non identiquement nulle. Le détermi-
nant de ce systéme,

D = uy(n) . uy(n) — uy(n) . us(n) == ¢ . A;(n),doit étre nul. (13)

¢ est = 0 a cause de l'indépendance linéaire de u, et u,. Si maintenant
n = 2, on a A4 (n) == 0 ce qui résulte de la propriété (E). Alors D + 0 forme
une contradiction. Si n = x;, d’aprés ce que nous avons supposé, ik == 23.
Mais Ays(2,) = W = 0 et nous avons de nouveau une contradiction.

Soit. maintenant £ = x,, donc ¢ % 0. Alors, & cause de I'indépendance linéaire
Ui(x,) + Us(x,) + 0, et le systéme (12) a une solution non identiquement
nulle. Si#n == x,, on a 4 ;(n) & 0 et puis aussi D == 0. Siy == x;, on a ik = 23.
Mais Ao5(2,) &= 0, donc aussi D == 0. Les contradictions prouvent notre énoncé.

La fonction F(x, y) posséde donc des propriétés qui permettent d’appliquer

le théoréme classique sur les fonctions implicites a I’équation F(x,y) = 0
duquel théoréme résulte le notre.
A Taide des couples ordonnés U,, U, et u,, u, d’intégrales linéairement

indépendantes de M ; on peut former la fonction
Fomy(z, o) = U™ | (2) . ul(y) —— U () . uP(y), m <n, m,n=0,1,2,3
(as)

et en utilisant le théoreme classique sur les fonctions amplicites, démontrer
sous certaines conditions imposées sur &, 5 existence de la fonction @mu,(%)
définie et continue dans un certain entourage de &, recomplissant I’équation
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FOn)(z, @an(®)) == 0 et @n,(£) = 7 et admettant, dans I'entourage en question,

une dérivée donnée par la formule

_ Fr(x, @ma(@)
Fymm (@, @ua(€))

(1)

P T) =

3. La définition des dispersions centrales et ses propriétés.

Envisageons les ensembles M, et M. Leurs intégrales sont liées par la
relation (S). Si y(x) e M, et z(x) e M, sont deux intégrales se correspondant
respectivement par la relation (S), elles ont toutes leurs racines communes
{nous respectons la convention sur la racine x;,).

Definition 3.1. Soit x un nombre arbitraire et y ¢ M ,;, une intégrale s’annulant
en x. Désignons par ¢, la v-iéme racine de y qui suit (préceéde, si » < 0) a la
racine z, v = 0. 4-1, 42, ... Nous appelons la fonction ¢,(x) dispersion centrale
(c.) de la premiére espéce d’indice v, en particulier, la fonction ¢,(2) sera la disper-
sion c. fondamentale. Les valeurs ¢,(x), serout appelées nombres associés a x.

En vertu du théoréme 1.4, la fonction ¢,(x) ne dépend pas du choix de I'in-
tégrale y.

On définit les dispersions c. des espéces supérieures de fagon suivante:

Definition 3.1’. Soit x un nombre arbitraire, y e M, une intégrale, dont
la m-i¢tme dérivée s’annulle en x. Designons par ¢{™ la »-iéme racine de la
n-iéme dérivée de I'intégrale y qui suit (précede, si v<< 0) & la racine 2, m, n =
=0,1,2,3,» =0, -1, +2,.... Nous appelons la fonction (pf,""')(ar) dispersion
¢. de lespéce (m, n), d’indice v.

La dispersion ¢. de la premiére espece est alors la dispersion c. de I'espéce
(0,0). Dans ce qui suit nous nous occupperons exclusivement des dispersions
¢. de la premiére espéce, d’indice » 4 0. Si nous prenons dans la définition
3.1, au lieu de I'intégrale y ¢ M, Uintégrale z ¢ M, qui correspond & y sui-
vant la formule (8), nous avons la méme définition et la méme dispersion
c. ¢,(x). Quant aux propriétés de la dispersion c. ¢(2) il faut distinguer deux

cas, suivant que M, = m ouM;, = M.

I. M, = m Dans ce cas le théoréeme de la séparation des racines des
intégrales est valable dans tout lintervalle (— oo, oc). A cause de cela, on
voit immédiatement que les propriétés de la dispersion c. ¢(x) sont les mémes
que celles qu’introduit O. Boravka [2, 6, 7, 8]:

1. Les dispersions c. forment un groupe cyclique infini engendré par la disper-
sion c. fondamentale ¢,. L'unité est donnée par Uidentité @, = 2. Les dispersions
¢ . @, d’indices pairs forment un sous-groupe du groupe en question.

2. La dispersion c. est une fonction croissante dans tout Uintervalle (— oo, 20).
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L’ensemble de ses valeurs est Uintervalle (— co, o). Par suite, la dispersion c.
est continue en tout nombre x € (— o0, o0).

3. Pour les dérivées des dispersions c. nous démontrons quelques théo-
rémes analogues & ceux de O. Borivka.

Théoréme 3.1. Soit ¢ la dispersion c. e u,, uy un couple ordonné d’intégrales
linéairement indépendantes de M. La dispersion c. ¢ posséde une dérivée
continue en tout nombre x € (— oo, ), sauf aw nombre x ot p(x) = x,, si 1k =
= 12. Cette dérivée est donnée par la formule

(@) - uylg) — ujl@) . (@)

Uy (%) - Un(p) — un() . uy ()
pour tout x e (— oo, ), & exception de x, en cas de 7 = 0, et de tous les x
pour lesquels p(x) = z, en cas de 1 = 0,1.

Aik(x_) ui(e
Aulp) w(x)’
8t uy (%) + 0, powr tout x € (— 00, ), sauf x, au cas o i = 0 et sauf ces x pour
qui ¢(x) = x; au cas o v = 0,1.

¢'(x) =

¢'(®) = (a)

~

@' (%) = ()

Ailp) i)

Aul() ;112(‘77) ’
st wy(x) = 0, pour tout x e (— 00, ©), & Uexception de x, et des x pour lesquels
@(x) = x, en cas de t = 0,1.
Apley)  wile(xy) . /
i aé L\ , k= 03 et uy(x,) + 0,
iy — ¢ Ae@@)) 2a@) ” T ) )
1 - 117 " P
A" (@) @@ gir 01 et ul(x) + 0;
Ap(y)) - 6uy 3(z,)
A () 2“12(951)

s A@)  ul(@)

(®)

, siik = 03, p(x) = 2, + x et uy(x) * 0,

@' (x) = : (3)
AN lelll;;(x) . 6u;"%(x;) , stk = 01, p(x) = @, =+ @ et uy(x) + 0;
Ay (2y) uj(@)
Siik =12, 0n a '
lim ¢'(z) = oo . ()
e

Démonstration. De la définition de ¢(x) et du théoréme 2.1 il s’ensuit .
que F(z, p(x)) = u(x) . u(p()) — uy(p(x)) . uo(x) = 0. En appliquant & cette
fonction le théoréeme classique sur les fonctions implicites nous obtenons la
formule (a). Ailleurs, la démonstration est analogue & celle du théoréme 2.2.

Supposons que z vérifie les conditions citées sous («). Alors, la dérivée
¢'(x) est donné par (a). Multiplions le numérateur et le dénominateur du
second membre de la formule (a) par «,(x) en la modifiant ensuite & 1’aide de la

40



relation F(z, ¢) = 0. Procédons de nouveau de fagon analogue en multipliant
cette fois-ci par u,(p) et utilisons pour la modification de la formule de nouveau
la relation F(z, ¢) = 0 ainsi que le théoréme 1.1. Nous obtenons ainsi la for-
mule («). En prenant la fonction u, au lieu de la fonction u, nous pouvons
obtenir de la méme maniére la formule

A1) u%@

Aalp) " ui(@)

7'(a) = uy@) + 0. (o)
Soit maintenant u,(z) = 0, uj(z) + 0 et * + z, + ¢(x), si 1 = 0,1. De la

définition de ¢(z) il résulte aussi u,(p) = 0, mais & cause de I'indépendence

linéaire de u; et u, on a u,(x) + 0 et aussi uy(@) *+ 0. Alors, d’apres la formule

(a7) la dérivée ¢'(z) existe et est différente de zéro. L’aplication de la régle

de I’'Hospital & (o) nous donne

Ai(x)  u(@)

Aale) ugzm - 9%2)

P'(%) =
d’ot1 résulte la formule (B).

Soit ik = 03. Pour tout z + x; et tel que @(x) + z, la dérivée ¢'(x) est
donnée par la formule () ou («;). Supposons que uy(x;) + 0 et que @(x,) + x;,
c.-a-d. ¢ #+ @,. Sous les conditions citées, la fonction ¢’(z) a une limite finie
pour z — z;. En effet, en appliquant la régle de I'Hospital sur la formule (o)
nous avons

lim ¢'(; _ ui(p(,) i Ag(@) _ ui(g(,)) . Aé’a(xl) .
W@ = G ) R we@) T Alple)) 2wy

L’existence et la continuité de la dérivée ¢’(x) en z, résulte de la formule des
accroissements finis. Alors, ¢'(x;) = f,. De pareille fagon on démontre la for-
mule (y) et la continuité de ¢’(z) en x,, si ¢k = 01, ainsi que l’existence et la
continuité de ¢’(z) et les formules (§) pour les z ol p(x) = 2, .

Si ¢k = 12, la formule (&) résulte de (x).

Les formules pour ¢’(z) seront plus simples, si nous les exprimons & 1’aide
des intégrales z;, z, ¢ M}, qui correspondent & u,, u, par la relation (S). Si ik =+
+ 12, nous avons

0 =48 sinw +o, (o)
Ple) = 250 siz@) = 0. ®)

Ce sont les formules que donne aussi O. Bortvka [2]. Siik = 12, les formules

(') et (B') sont valables pour tout  + x; et pour ces & ol @(z) + ;. Soit

maintenant ¢(t) = ,, 2,(f) + 0. D’aprés le théoréme 1.7 on a |lim z(p(x))|=
-t

= o0, il en résulte en vertu de («’) que lim ¢’'(x) = co. Soit ¢(f) = x, et
Tt
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z,(t) = 0, par conséquent 2;(!) = 0. Mais en vertu du théoréme 1.7 nous
trouvons [lim z,(¢(x)] = [lim z;(¢(x))| = 0 et ainsi & I'aide de (8’) nous ob-
x>t x>t

tenons ie méme résultat qu’auparavant.
Soit maintenant ¥ = x,, lim z,(x) = 0. Il se trouve aussi que lim z;(z) = 0

(cf. théor. 1.7) et z,(p(x,)) = 0, mais z;(p(x,)) % 0. Il s’ensuit donc de la for-
mule (8’) que lim ¢’(x) = 0. Soit enfin |lim z,(x)| = co. En suite du théoréme
T, T2,

1.7 on a aussi |lim z;(x)] = o; or z;(p(x,)) * O, de la formule («’) il s’ensuit donc
a:—»ml

de nouveau que lim ¢’(x) = 0. Dans le cas envisagé, on démontre 1’existence
T,

et la continuité de la fonction @(x) au point x; en appliquant la formule
des accroissements finis.

Théoréme 3.2. La dispersion c. ¢(x) admet des dérivées continues jusqu’au
cinquiéme ordre en tout x € (— 00, 00) sauf aux x ol @(x) = x,, st tk = 12.

Démonstration. Si x + x, et aussi ¢(x) =+ 2,, Paffirmation résulte de la
formule («) et du fait que 4, et u, admettent des dérivées continues jusqu’au
quatriéme ordre. Pour x = z, et pour les x ou ¢(xr) = x; on démontre le
théoréme de fagon pareille comme pour la dérivée du premier ordre.

Théoréme 3.3. La dispersion c. @(x) verifie I’équation

L0 —30" 4+ 4Qu(0) . I —4Qu(r) . L2 =0 (©)
en tout x o ¢'(x) est continue.

Démonstration. On démontre ce théoréme en calculant les dérivées
de g¢(z) et en les posant dans I’équation (C). D’ailleurs, cette équation est
celle de O. Borauvka (2, 17, équation (b)) et la démonstration du théoréme
est la méme.

I M, — M,.

De la définition des dispersions c. et des propriétés des intégrales de M,
il résulte qu’aussi dans le cas ou M, = ]:ll: les dispersions c¢. forment un
groupe cyclique infini engendré par la dispersion c. fondamentale ¢,. L’unité
est @y = .

Parce que le théoréme de la séparation des racines des intégrales de TJ_WT
est valable dans les intervalles (— oo, ;) et (z;, ), est évident le

Théoréme 3.4. Les dispersions c. d’indices positifs (négatifs) jouissent dans
Uintervalle (z,, 00) ((— 00, 2,)) des mémes propriétés que les dispersions c. dans
le cas des M ,;,, & savoir elles sont croissantes et continues, admettant des dérivées
continues jusqu’au cinquiéme ordre et vérifient ’équation (C) dans tout Uinter-
valle en question.

Il nous reste alors d’examiner les propriétés des dispersions c. d’indices
positifs sur I'intervalle (— oo, 2,) et de celles d’indices négatifs sur 'intervalle
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(%, 00). A cet effet nous examinons la position des racines des intégrales de

M. Soit tout d’abord M, a= My, et y,,y, e My, deux intégrales linéairement
indépendantes, y, vérifiant les conditions y,(#;) = yi(z;) = ¥i(z,) = 0. D’apreés
la définition, les nombres g(2,), k= 0, +1, +2,... sont les racines de y,.
La fonction 4yy(x) a dans tout 'intervalle (gi(x;), @r.1(;)) le signe constant,
d’ol en utulisant le théoréme 1. 1a on démontre facilement le

Théoréme 3.5. Dans chaque intervalle (@p(%1), @req(21)), £ =0, +1, +2, ...
il se trouve justement une racine de Uintégrale y,(x).

Théoréme 3.6. Soit k > 0 un nombre entier fixe et soient & < n deux nombres
arbitrasres de Uintervalle (p_.(%,), @_r.1(x,)). On a

@i(&) < @5(n) pour j <k, ()
Pr—1(8) < @r_1(n) < 2 < @i(n) < @i(é) (8
Pi(&) > @i(n) pour j > k. (v)

Démonstration. Si j < k, il résulte du théoréme 3.5 que @;(§) < =y,
@;(n) < ;. Soient y,, y; ¢ My, deux intégrales qui vérifient les conditions:
y5(&) = 0, y5(n) = 0, elles sont alors linéairement indépendantes. () résulte
du théoréme de la séparation des racines et du théoréme 3.5. En vertu de
(@) on a @;—1(&) < @r—1(n) < %, c.-a-d. les deux premiéres inégalités de (B).
L’intégrale y,(x) est donc différente de zéro dans l'intervalle (¢,.—,(n), *;)
Ys(®)
Yol)

et alors la fonction est dans cet intervalle continue et posséde la dé-

rivée:

(yg(x) ’: ¢ . Ay(2)
Yo() yGz)

En intégrant cette équation dans les limites ¢,_,(n), x, et en utilisant les

. . Yy(w) ?/;(aﬁ)
relations —1(n)) = 0, lim = =21° nous obtenouns
YslPr=a( noz, Y () Yo (2y)

y&(‘xl) x:ﬂz(_xz 13
Ya(®y) c'f y3 () do (13)

Pk—1(n)

Il est Agy(@) > 0 pour & < x,. La limite hmA 2(2) existe et est finie. Alors,

Ty y‘..’ .%')

Pintégrale dans (13) existe aussi et sa valeur est positive. Il en résulte

sgn 21— con ¢ . (14)
g Yo (1) &

Supposons maintenant que la derniére inégalité dans (8) n’a pas lieu,
c.-a-d. que ¢, (&) < @u(n). Or, & cause de I'indépendance linéaire de y, et s,
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Yo(%)

il est certain que @i(&) # ¢i(1). Par suite la fonction est définie et

Ys(®
continue dans 'intervalle (x;, (Pp(f)) et admet la derivée M) = — CA—gz(—x)—.
#3(%) y3(x)

Intégrons cette équation dans les limites @, ¢,(&). Comme ¥,(,(&)) = 0,

lim Y2(2) = Ya(1) , ous avons

s, Y3() yi(21)

or(&)

g [, (15)

&y

Pour & > x;, — Ay,(@) est > 0. La limite lim Aos(@)

2( 2
z—z, Y3 a’)
Pintégrale (15) existe aussi et sa valeur est positive. Il en résulte que

existe et est finie. Done

Ya(@1)
sgn y—;(x—l) + sgnc,
or cela est en contradiction avec (14) ce qui prouve 'inégalité en question
(la derniére, inégalité dans (B)).
Soit j > k. 11 existe alors un nombre entier p > 0 et tel que j = k 4 p.
Vu la définition, il est @;(x) = @,(@i(x)). D’apres la théoréme 3.4 la fonction
@,(x) est croissante dans l'intervalle (z,, c0). Puisque d’apres (B) il est z, <

< gr(n) < @i(£), il en résulte
?i(m) = @o(@r(n)) < @o(@r(€)) = @u(&)
La relation () est ainsi démontrée.
De pareille fagon on démontre le

Théoréme 3.7. Soit k > 0 un nombre entier fixe et & < n deux nombres arbi-
traires de Uintervalle (gr_(21), pr(2,)). 11 est

Pi(n) < @i(§) pour j<—£Fk, (')
P <@l <2y < @4a(8) < @ria(n) (8"
®i(n) > @;(§) pour j>—k. ")

Les théoremes 3.5, 3.6, 3.7 sont vrais pour ’ensemble M,,. Mais ils sont
vrais aussi pour ’ensemble M,;. Leurs démonstrations seraient une répetition
mot & mot des démonstrations des théoréemes pour M, seulement pour y,
il faut prendre une intégrale de M, satisfaisant aux conditions y,(2,) = ¥1(;) =

1"

= 7 (z;) = 0 et pour y, et y, les intégrales de M,; pour lesquelles y,(£) = 0,
Ys(n) = 0.
Nous pouvons ensuite démontrer quelques autres théorémes.

Théoréme 3.8. Soit k > 0 un nombre entier et ¢i(x) la dispersion c. d’indice k.
La fonction ¢, (z) est
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1° croissante et continue dans Uintervalle (— oo, @ -1(21)),
2° décroissante et continue dans les intervalles (¢ —(1), P—via(@1)); ¥ = 1, 2, s k,
3° discontinue (en restant finie) aux nombres @_,(%,), v =0, 1,2, ..., k.

Démonstration. 1° Soient 2’ < 2” deux nombres arbitraires de I'intervalle
(— 0, ¢ _1(%;)). Du théoréme de la séparation des racines des intégrales et
du théoréme 3.5 il résulte que g, (') < gp(®”) < ;. pi(x) est alors croissante
dans lintervalle (— o0, ¢ _.(x,)). Ses valeurs forment Uintervalle (— co, z;).
En effet, si xe(— o0, ¢_4(x,)), on a @gx) e (— o0, x;). Soit 6 un nombre
arbitraire de (— o0, ;). Alors @_(d) € (— 0, ¢_x(x;)). Le nombre ¢ _.(5)
a la propriété que la dispersion c. d’indice k a en lui la valeur d: @ (p _4(8) = 9.
La continuité de ¢,(x) dans 'intervalle (— o0, ¢ _4(x;)) est la conséquence de
sa croissance dans l'intervalle en question et du fait que ses valeurs dans
cet intervalle forment un intervalle.

2° Soient & < # deux nombres arbitraires de 'intervalle (p_,(z), ¢ _,,(2})),
v=1,2,..., k. D’apres le théoréme 3.6 (B) on a z; < ¢,(n) < ¢,(£). k-v étant
positif, on a d’aprés le théoreme 3.4 ¢r_,(¢,(1) = @r(n) < @r_(@s(&)) = @u(£).
Alors, ¢,(x) est décroissante dans 'intervalle (p_,(z,), ¢, (@), v = 1,2, ..., k.
Ses valeurs forment intervalle (¢, _,(2,), @r-»41(%;)). En effet, si x e (¢_,(z;),
@ —y11(21)), de la définition de ¢,(x) et du théoréme 3.5 il résulte que ¢, (z) e
€ (@r—v(®1), Pr-via(%;)). Réciproquement, si 0 est un nombre arbitraire de
Tintervalle (@,_,(%;), ®r-pis(®1), le nombre @_;(0) est situé dans D'intervalle
(p-o(%1), ®-pia(2y)). La valeur de g,(x) en ce nombre est 6, car ¢(p_4(d)) =
La continuité de la fonction g, () dans Uintervalle (¢, (%), ¢ -p11(%1)), v=1, 2, ..
..., k, résulte manifestement de ce que nous avons dit sur elle.

30 SOit Te ((p-—v(xl)5 ¢—7+1(x1))> v = 1; 2: AR k. AlOTS (,Dk(.’l)) € ((pk—"(xl):
Pr—pr1(21)). Pr(x) étant décroissante dans (¢_,(;), P—y+1(21)) et bornée, nous

avons lim @u(x) = ¢r_pi1(zy), v=1,2,..,k lim @)= ¢,_,_(2,),
T—@ (%) + T _ (%) -

»=20,1,2,...,k — 1.
Soit @ e (z;, o). Par suite @,(2) e (pi(x,), ). Parce que @,(z) est dans

(%, o) croissante et bornée inférieurement, il est lim ¢,(x) = @u(x,).
T, +

Soit enfin e (— o0, p_(2;)). Il est @, (x) e (— oo, ;). La fonction @.(x)
est croissante et bornée supérieurement dans (— o0, ¢_x(%;)), par suite

lim  gu(2) = 2,
T _k(®)—

Ainsi le théoréme est démontré.

On démontre de la méme fagon le

Théoréme 3.9. Soit k > 0 un nombre entier et ¢ (x) la dispersion c. d’indice
—k. La fonction @ _x(x) est
1° croissante et continue dans Uintervalle (x(2,), ),
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2° décroissante et continue dans Uintervalle (¢,—(®,), 9,(2,)), v = 1,2, ..., k,
3° discontinue (en restant finie) dans les nombres @,(x,),v = 0,1,2, ..., k.

Pareillement comme les théorémes 3.2, 3.3, 3.4 on démontre le
Théoréme 3.10. Soit u(x) une intégrale arbitraire de M. La dispersion c.
@(x) posséde partout ow elle est continue 1° la premiére dérivée continue donnée

par la formule
, Aq(x)  ue)

‘P(x):;l.k(w -ﬁ(x—):b‘i uw@) 0, (o)
A, )
¥ie) = GEI S s () = 0 ®

2° les dérivées continues jusqu’au cinquiéme ordre;
3° verifie Uéquation (C).

4. La projectivité dans Pensemble 2, (M.

Définition 4.1 Soient U,, U, et u,, u, deux couples ordonnés d’intégrales
de M, linéairement indépendantes et V,, V, et v, v, deux couples ordonnés
d’intégrales de M, linéairement, indépendantes correspondantes a U,, U, resp.
uy, u, d’aprés la formule (S). Soient 4, u, A2 + u® + 0, deux nombres réels
arbitraires. ¥ = AU, + uU, et y = Au, + uu, sont deux intégrales de M, et
Z =2V, + uV, et z= Iv, + uv, deux intégrales de M, correspondantes & ¥
resp. y par larelation (S). Nous appellerons la correspondance Y —y proj ectivité p
dans lensemble d’intégrales M ; et nous écrirons y = pY, de méme la corre-
spondance Z — z sera appelée projectivité n dans Uensemble d’intégrales M,
et nous écrirons z = nZ. Nous appellerons les projectivités p et z correspondan-
tes (S). Nous appellerons le couple ordonné U,, U, (V,,V,) premiére base
et le couple ordonné wu,, u, (v;, v,) seconde base de la projectivité p (). La
fraction

T = W(Ula U2) o = W(Vla V2)
W (uy, uy) W(vy, v,)

ou W({, g) signifie le Wronskien des fonctions f, g, sera appelée la caractéristique
de la projectivité p (n).

La caractéristique 7 (o) est un nombre constant. En effet, en vertu le
théoréme 1.1 on a W(U,, U,) = ¢, 4, W(uy, u,) = ¢4, alors 7 =%. Pour

2

o, ¢’est évident. La projectivité p (w) est définie sans ambiguité par ses bases,
c’est pourquoi nous écrirons p = {U; — u,, U, — u,} (m = {V, — v, V,—
> U5}).

Théoréme 4.1. 11 est T = o.
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En effet, les élements U(u) et V(v) sont correspondants par la formule (8S).
Par suite, il n’est pas difficile de démontrer les relations W(U,, U,) =
= |du|. WV, Vy), W(uy, uy) = |A;| . W(vy, v,), d’ot résulte notre théoréme.

Théoréme 4.2. Soient y(x) e M, 2(x) e M, deux intégrales correspondantes
sutvant la formule (S), p et x les projectivités correspondantes (S). Alors les in-
tégrales py et nz elles-mémes correspondent suivant la formule (S).

Démonstration. Le théoréme résulte immédiatement de la définition 4.1.

Théoréme 4.3. La projectivité p () conserve lindépendance linéaire des in-
tégrales.

Démonstration. Soient Y, = 4,U;, + w,U, et Y, = AU, 4+ u,U, deux
intégrales de M, linéairement indépendantes. On a alors A;u, — A,uq =+ O,
et par suite, W(pYy, pYs) = (Aypra — ZAopty) Wy, wp) = (Aypty — Aopty). €. Ay ==
== 0, ce qui prouve le théoréme. La démonstration pour le cas de x est analogue
[2, 13].

Définition 4.2. a) Nous dirons que deux projectivités ont le méme caractére —
ou bien qu’elles sont de caractéres inverses suivant que leurs caractéristiques
sont de méme signe ou de signes opposés.

b) Soit ¢ + 0 un nombre arbitraire. Nous dirons la projectivité cp = {U; —
—cuy, Uy —cuy} (e = {V, —cvy, Vy — cv,}) linéairement dépendante de la
projectivité p = {U; — uy, Uy — uy} (w = {V; = vy, V, — 0,}).

c) La projectivité aux bases identiques sera dite projectivité identique e:
e ={U, - U, U, Uy} (e={V, >V, V,>V,)).

d) La projectivité aux bases changées sera appelée projectivité inverse
a la projectivité primitive: p-!'= {u, -~U,, u, ->U,} (z'={v; >V,
vy = V}). _

d) Soient p, = {U; —uy, Uy = uy} py = {0y — uy, g — up} (1 = {V; —
— vy, Vy = 05}, my = {v; — v, ¥, — 0,}) deux projectivités. Nous dirons de la
projectivité p = {U; —uy, Uy >y} (n = {V, >, V, —>10,}) quelle est
composée de la projectivité p,(7;) et de la projectivité py(ms) : p = pepi(n =
= qy7y)-

De la correspondance biunivoque (S) et de celle de p et de = il résulte le

Théoréme 4.4. Soient p et n deux projectivités correspondantes (S).

a) Les projectivités inverses p- et ;=1 sont correspondantes (S).

b) Soit ¢ + 0. Les projectivités cp et cx sont correspondantes (S).

c) Soient p, et 7t;, P; et 7w, les projectivités correspondantes (S). Alors les projecti-
vités composées P = p,p, et m = 7w, sont correspondantes (S).

Définition 4.3. Soit «, # un couple ordonné de nombres arbitraires et p ()
la projectivité dans I’ensemble d’intégrales M, (M,,). Nous appellerons
la projectivité p () réguliére de la premiére espéce (simplement réguliére) par
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rapport & x et B, si pour toute intégrale y e M. (2 € M) dont «x est une racine,
le nombre f est une racine de I'intégrale py (72). (Si « ou B est égal & z;, on
doit respecter la convention (D)).

Théoréme 4.5. Soient p et m deux projectivités correspondantes (S). La régula-
rité par rapport a «, B de Uune d’eux entraine la régularité par rapport & «, p
de Uautre.

Démonstration. Soient y e M, et z e M, les intégrales correspondantes
* par la formule (S), z la projectivité reguliére par rapport & «, f. Soit x une
racine de z. Par suite, « est une racine de y et § une racine de nz. Mais, d’apres
le théoréme 4.2 py et mz sont correspondantes (S), alors S est aussi une racine
de py, c.-a-d. p est reguliére par rapport & «, 8. De la méme fagon on démontre
la régularité de & en partant de la régularité de p.

Les définitions introduites dans ce numéro pour p et m sont analogues
a celles dues & O. Bortvka [2, 13, 14] qui les introduit en cas de I’équation
différentielle y” = @(z)y. On démontre facilement que la projectivité p(x)
a toutes les propriétés qu’a celle introduite par O. Boriivka. Nous nous dispen-
serons de ces ‘démonstrations. Nous citons deux propriétés qui nous seront
utiles pour la suite:

Théoréme 4.6. Soit p* la projectivité réguliére par rapport & «, f. Il existe
une seule projectivité p = {U; — uy, Uy — u,} linéairement dépendante de p*,
qut est réguliére par rapport & «, B, dont la caractéristique est +1 ou —1 et
dont les bases vérifient les relations:

1. Ug(x) > 0, Uyx) =0, uy(f) >0, wuy(f) =0, sauf le cas o i =0,
x=x,0uf = x,,
2. Ui(x) >0, Uyx)=0, u(f)>0, uy(f)=0, st1=0k=1,

o=z F f,

3. Uy(x) > 0, Up(x) =0, u(f)>0, uy(f)=0, sii=0,Fk=2,3,
x =z % f,

4. Uy(x) > 0, Uyx) =0, uj(f)>0, us(B)=0, s1i=0k=1,
o F 2, =f,

5. Uy) >0, Uyax) =0, u(f)>0, us(f)=0, st1=0,k=2,3,
x *+ 2, =,

6. Ul(x) >0, Ux) =0, «l(f)>0, usfp)=0, sii=0k=1,
& = xl = ﬂ’

7. Ug(x) > 0, Upx) =0, uj(f)>0, uy(f)=0, sii=0k=2,3,
o=z, = f.

Théoréme 4.7. Soit p une projectivité donnée et x un nombre arbitraire. Il y a un
ensemble dénombrable des nombres B, tels que la projectivité p est réguliére par
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rapport @ «, B,. Si B, est Uun d’eux, les autres nombres 8, sont associés & lui,
c-a-d. B, = @,(By), v =10, +1, +2, ...

Pour ce qui suit, il est important de se rendre compte de ce que les intégrales,
qui sont les images d’une intégrale dans les projectivités linéairement dépen-
dantes, sont linéairement dépendantes et alors elles ont toutes leurs racines
communes. C’est pourquoi dans le cas ou il s’agira seulement des racines des
intégrales, on pourra substituer a la projectivité p une projectivité linéairement
dépendante de p. Quant ¢ détermination de la projectivité p par ses bases, nous
pouvons choisir Uune arbitrairement (ses éléments dowwent étre linéairement
indépendants). Les images de la base choisie forment Uautre base.

5. La définition et les propriétés des dispersions dans Pensemble 3 ,.

Dans ce numéro nous envisageons seulement ’ensemble M ;..

Définition 5.1. Soit « € (— o0, ) un nombre arbitraire. Nous désignerons
para,, v =0, +1, 4 2, ..., les nombres associés a «, c.-a-d. a, = @,(x), » =0,
+1, +2,..., et nous les appellerons nombres fondamentaux par rapport
& « (x, sera le y-iétme nombre fondamental.) L’intervalle (x,, o, 1) ((x,-1. &,>)
sera le v-téme intervalle fondamental & droit (& gauche) par rapport @ x.

I1 est évident que chaque x € (— o0, c0) se trouve situé dans un et seulement
un intervalle fondamental a droit (3 gauche) par rapport & a. Du théoréme

de la séparation des racines des intégrales de M ;, résulte le

Théoréme 5.1. Soit y € M, une intégrale arbitraire et o un nombre arbitraire.
Chacune de ses racines se trouve située justement dans un intervalle fondamental
a droit (a gauche) par rapport a « et réciproquement chaque intervalle fondamen-
tal a droit (& gauche) par rapport @ « contient justement une racine de Uintégrale y.

Soient «, f# deux nombres arbitraires, «, et 8,, v = 0, 41, +2, ... les nom-
bres fondamentaux par rapport a «, resp. . Soit p une projectivité dans M,.
réguliere par rapport & «, . Soit  un nombre arbitraire du »r-iéme (u-ieme)

intervalle fondamentale & droit (4 gauche) par rapport & « et ye M, une
intégrale qui s’annule en z.

Définition 5.2. Nous définissons dans Uintervalle (— oo, c0) deux fonctions
@ et® comme il suit: La valeur de la fonction @ en 2 est la valeur de la racine
de l'intégrale py qui se trouve située dans le »-iéme (u-iéme) intervalle fonda-
mental & droit (& gauche) par rapport & . La valeur de la fonction @ en x est
la valeur de la racine de I'intégrale py qui se trouve située dans le (— »)-ieme
(— p-itme) intervalle fondamental & gauche (a4 droit) par rapport & . Nous
appelons la fonction @ (®) la dispersion directe (indirecte) de la premiére espéce
determinée par les nombres «, f et par la projectivité p.
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Remarque. Pour la méme raison que nous avons exposée a la fin du
numéro précédent, nous pouvons remplacer dans la définition 5.2 la projecti-
vité p par toute projectivité linéairement dépendante de p.

Nous définissons pareillement la dispersion directe (indirecte) dans I’ensam-
ble m par «, B et par la projectivité = correspondante (S) & p. Au lieu de l'in-
tégrale y, nous utilisons maintenant I'intégrale ze E,:, correspondante a ¥y
par la relation (S). Les racines de y et z, ainsi que celles de py et nz étant
identiques, il résulte de la définition que la dispersion @ (5)— determinée, dans
Pensemble M;,, par les nombres «, § et par la projectivité p, est identique avec
celle determinée par les mémes nombres «, f§ et par la projectivité = dans
I’ensemble TW—Z',C Faisons encore attention & ce que les intégrales de jl[—m resp.
m ont les mémes propriétés que celles de I'équation y = Q(z)y, Q(x) < 0,
examinée par O. Bortvka et que la projectivité p(z) a les mémes propriétés
que celle définie par O. Bortvka dans I’ensemble des intégrales de 1’équation
en question. C’est pourquoi nous pouvons affirmer que la théorie des disper-
sions, formulée, par O. Bortvka [2] dans le cas de I’équation y = @Q(z)y, peut
étre appliquée immédiatement au cas de I’ensemble M. On peut d’ailleurs
facilement vérifier notre affirmation, en démontrant les mémes théorémes que
O. Boriavka ou les théorémes un peu modifiés. Leur démonstration serait la
répetition mot & mot des démonstrations des théorémes en question. Nous
nous en dispenserons. Les résultats essentiels sont formulés dans les théorémes
5.2—5.5.

Théoréme 5.2. Soient x, fi deux nombres arbitraires, p une projectivité regu-
liere par rapport & «, B, v la caractéristique de la projectivité p, x, et §,, v=0,
+2, ..., les nombres fondamentaux par rapport & «, resp. p. La dispersion @
(directe) determinée par «, (8 et par la projectivité p dans Uensemble M y, est

a) en cas de T > 0, croissante et continue dans tout intervalle (— co, ©0),

b) en cas de v <2 0, décroissante et continue dans chaque intervalle (x,.a,4q),
v=10, +£1, £2,..., mais

discontinue (tout en restant finie) en chaque nombre «, verifiant les équations

lim &(x) = B,+1, lmP@)=4p,_,, »=0, +£1, £2, ...

Loty — T—ay +

La dispersion @ (indirecte) déterminée dans I'ensemble M, par «, B et par la pro-
jectivité p est

a’) en cas de T < 0, décroissante et continue dans tout lintervalle (— oo, o0),

b’) en cas de T > 0, croissante et continue dans chaque intervalle («,, x, 1),
y =20, +1, +2, ..., mais
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discontinue (m restant finie) dans chaque nombre «, vérifiant les équations
lim (D = f_y+1, lim O(x) = = fopey, v=0, +1, +2, ...

Ty — Loy +

Quant aux dérivées de la dispersion directe (indirecte) nous démontrons les
théorémes suivants:

Théoréme 5.3. Soit ((x) la dispersion directe ow indirecte (de la premiére
espeéce) determinée par les nombres «x, f et la projectivité p = {U; — uy, Uy —> uy}
réguliére par rapport & x, f. Soit v la caractéristique de p. La dispersion { (x)
posséde la derivée continue en chaque x oi elle est continue, excepté au nombre
x o {(x) = x,, st ik = 12. Ceite dérivée est donnée par la formule:

() — — Ui(@) . uy(£) — Ug(e) uy(8)

) Us(@) . uy(8) — Uy() . ug(Z)
pour tout x € (— o0, o) sauf pour x, en cas de 1 = 0 et sauf pour les x telsque
C(x) = ay em cas de © = 0,1, ou
A;(w) ﬁ%(:)
A:(8) " Uilx)’
pour tout x e (— o0, 00) sauf pour x, en cas de i = 0 et pour les x tels que
(x) = z, en cas de © = 0,1, ou

N A0 U’12(T) w77 o
5 ('L) * T*Zk‘.\w) . u;z(c) > SI Ll(x) =0 s (B)

(a)

a) =1 siUy(x) + 0, (o)

pour tout x e (— 00, 00) sauf pour x, et pour tous les x tels que {(x) = z, en cas
de i = 0,1;
ALlx) w3 (l(x .. ‘
(i) oi(*;z(@l)))’ siik =03, Uj(@) # 0, ((z1) * @,
{'(xy) = - (Y)
‘/12 x 2 c(x . . "
. Ai(x)  2u(xy)
Ag(@y) "~ Uilw)

si ik = 03, Uy(x) £ 0, z + x, = {(x),

&'(x) = ” (3)
i 6u? ..
A”ic’((@)l) . ZZ}Z((;C)I), si ik =01, Uyx) £ 0, @ + 2, = {();
1
2
T (1;}2((21))’ si ik = 03, Uy(z;) + 0, ® = x; = {(v),
1 1/
’ u1’2(x1) L) " Pa
(@)= 17 072 (z,) si ik = 01, Uj(xy) + 0, v = x;, = {(x), (&)
1 1

——
Vr (@) sith=12U,(2,) # 0, ¢ = 2, = {(x);



lim '(x) = oo, sl th = 12. ()
f(z)—a,

&,

Démonstration. La formule (a) est démontrée dans le théoréeme 2.2.
11 résulte de la définition de la fonction {(x) que la projectivité p est réguliére
par rapport & x, {(z), donc ses bases vérifient I’équation

Ui(@) , uy(8) — Usl() , uy(8) = 0. (16)

Pour obtenir la formule (o) multiplions tous les deux termes de la fraction
dans (a) par U,(z) et modifions-les, en nous servant de la relation (16). Multi-
plions de nouveau tous les deux termes de la fraction ainsi obtenue par u,({)
et modifions-les, en utilisant la relation (16) et le théoréme 1.1a.

Nous obtenons ainsi la formule («). Si nous procédons de maniére analo-
gue en multipliant d’abord par U,(x) et puis par u,(Z), nous obtenons la formule

. Ag(x) w30

Fla) = v Halo] - ;‘) > 0.
=) A () " Uy si Uy(@) + 0 ()

B) Soit U,(x) = 0 et & + z, + {(z), si 4 = 0,1. Par suite il résulte de la dé-
finition de {(x) qu’aussi u,({(z)) = 0. Mais a cause de la propriété (E), nous
avons Uy(x) + 0, u,({(x)) + 0 et & cause de 'indépendance linéaire, U,(z) == 0,
uy(L(x)) + 0. Alors en vertu de (o) il est évident que {'(x) # 0. L’aplication
de la régle de I’'Hospital sur (o) nous donne

Ailx)  u(8)
A1) ’ Uiz(x) ’

=1

5(.’(?) =T

d’ou résulte (B).

v), 8), ¢) La démonstration de la formule y), 3) et ) et de la continuité de
{’(z) ce fait comme dans le théoréme 3.2, c.-a~-d. en appliquant la régle de I’'Hos-
pitai et la formule des accroissements finis.

1) Si ik = 12, il s’ensuit de la formule (), que lim {'(z) = oo pour {(x) — x,
et v —|—> ;.

Théoréme 5.4. La fonction ((x) admet en chaque point x e (— oo, 0) on
sa premiére dérivée est continue, des dérivées continues jusqu’au cinquiéme
ordre.

Démonstration. Les fonctions 4, u,, U; ont les dérivées continues
jusqu’au quatriéme ordre. Alors, si # % 2; + {(z), notre affirmation résulte
immédiatement de la formule (). Dans les autres cas on démontre I’existence
et la continuité des dérivées en question de la méme fagon comme nous ’avons
fait pour &’(x).

Théoréme 5.5. La fonction ¢ (x) verifie Uéquation (C), en chaque x € (— 0, )
ou ({'(x) est continue. '
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Démonstration. Nous vérifions le théoréme en calculant les dérivées
', {" et " et en les posant dans I’équation (C). Si z = @, ou si  est tel que
{(x) = x,, il faut prendre pour @, lim @, sitk = 01, 03. Si ¢k = 12, on démontre
que la limite du membre gauche de (C) est zéro pour x —> z,. D’ailleurs, une
démonstration stricte de ce théoréme (utilisant les intégrales de I’ensemble
M) est donnée dans [2, 17]. L’équation (C') n’est quune modification de I’équa-
tion (b) dans [2, 17]. '

6. Les dispersions dans I'ensemble M.
ik

Désignons par z, ,, » = 0, + 1, -+ 2, ..., le y-iéme nombre fondamental par
rapport a ;. Alors (%, ,, ¥ ,+), ((Z1,,—1, %1, ») signifie le »-iéme intervalle
fondamental & droit (& gauche) par rapport a x, (déf. 5.1). Soit « un nombre
arbitraire. I1 se trouve situé dans un certain, mettons dans le v-iéme intervalle
fondamental & droit et dans le p-iéme intervalle fondamental & gauche par
rapport & x,. Designons par «;, £ = 0, +1, +2....,le nombre fondamental
par rapport & « qui se trouve situé dans le k-iéme intervalle fondamental &
droit par rapport & x,. D’aprés le théoréme 3.5, chaque intégrale y e M,
a justement une racine dans chaque intervalle fondamental & droit (& gauche)
par rapport & z,. Alors, dans chaque intervalle fondamental & droit (& gauche)
par rapport & , se trouve situé justement un nombre ;. On démontre facilement
qu’aussi dans chaque intervalle (x;, «;,;) se trouve situé justement un nombre
Xy, o

Du théoréme de la séparation des racines d’intégrales de M « et de ce que
nous avons dit plus haut, il résulte le

Théoréme 6.1. Soit x(* x,,) un nombre arbitraire, u,(x) une intégrale de
M, pour qui uy(x) = 0, et y(x) e M, une autre intégrale linéairement indé-
pendante de u,(x). Dans Uintervalle (x,, x,) ne se trouve située ou bien aucune,
ou bien il y a deux racines de Uintégrale y(x) swivant que sgn W(y, uy)|ose, =
= sgn lim y(@)

o, + Us(®)

Autrement dit: Soit &(= x,,) une racine de y(x) située dans le méme intervalle
fondamental & droit par rapport & x, que «; soit o; > x,. St x; < &; < &,
dans Uintervalle (x_y, o) ne se trouve située aucune racine de y(x); st ¥, < & <
< oy, tl y a deux rdacines de y(x) dont U'une & gouche et Uautre & droite de x,.
Soit oy < %y, 8 o; < & <y, il y a dans Vintervalle (x_,, x,) deux racines
de y, Pune a gauche, Uautre a droit de x,. St & < «; < xy, il n’y a aucune racine
de y dans Dintervalle (xq, &y). Dans les autres intervalles (xy, ,+1), k = 0,
1, +2,43,...,1l y a justement une racine de y(x).

ou non.

Nous pouvons alors dire que les racines de y(z) se trouvent situées ,,symétrique-
ment‘* par rapport a x;. Par le mot ,,symétriquement‘‘ nous entendons ce qui
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suit: Soit (%), Yo(2) € M, deux intégrales linéairement indépendantes, y, < y,
leurs racines situées dans l'intervalle (i, Z1x+1), £ =0, £1, £2,... Alors
entre leurs racines 7, y, situées dans U'intervalle (2, _;_;, ; ;) il existela rela-
tion y, > 7,. Ce que nous avons dit ici n’est qu’une conséquence et une expli-
cation du théoréme 3.6.

Soient maintenant «, f deux nombres arbitraires, situés: « dans le v-iéme
et f dans le y-iéme intervalle fondamental & droit par raport a z;. Soient
o B, k=0, +£1, +2, ..., les nombres fondamentaux par rapport a «, resp.
a B, qui se trouvent situés dans le k-iéme intervalle fondamental a droit par
rapport a x,. Soit p une projectivité dans I’ensemble d’intégrales M, réguliére
par rapport & «, f. Soit enfin x un nombre arbitraire de I'intervalle (— oo, o)
et y(t) e M, une intégrale adméttant x pour une racine, disons la n-iéme racine
derriére (devant) x, n = 0, 1, 2, ...

Définition 6.1. Nous définissons deux fonctions G(x) et G(z) comme il suit:
La valeur de la fonction G au nombre x est la valeur de la n-iéme racine de
P'intégrale py située derriére (devant) le nombre B. La valeur de la fonction G
au nombre x ést la valeur de la n-iéme racine de l'intégrale py située devant
(derriére) le nombre S. Nous appellerons la fonction G(G) la dispersion directe
(indirecte) de la premiére espéce dans Uensemble M ., determinée par les nombres
«, f et par la projectivité p.

Remarque. La définition 6.1 est identique avec la définition 5.2, si le théo-
réeme de la séparation des racines des intégrales est valable pour l'intervalle
(— o0, o0), alors §’il s’agit par exemple de I’ensemble M ;.. Maintenant, comme
il s’agit de ’ensemble M, la situation est plus compliquée qu’auparavant.
Pourtant, la théorie des dispersions due & O. Bortvka peut étre bien appliquée,
mais pas si immédiatement.

Quant aux propriétés de la dispersion G(G), nous pouvons tout de suite
constater de ’analogie de la définition 5.2 et celle 6.1 que, dans les cas suvivants,
la dispersion G(G) a les mémes propriétés quant & la continuité, Uexistence de la
derivée etc., que la dispersion O(D):

1° G~ @pourz> «,siax >z, =2,
2° @~ —® pour x > «, si o = xp, f < @y,
3G~ Dpourz <«,sia < a2,
4° G ~ —@pour x < «, 8i &« < 7y, f = 5.

11 faut alors examiner les propriétés de G(@) dans les autres cas. Mais nous
démontrons tout d’abord quelques théorémes qui sont vrais méme pour la
dispersion @(®) et que introduit aussi O. Bortvka [2, 16].

Théoréme 6.2. Les valeurs de G(G) forment Uintervalle (— oo, o).

Démonstration. Soit 7 e (— oo, 00) un nombre arbitraire, Y (z)e M
une intégrale ayant # pour une racine, par exemple pour la nm-iéme racine
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derriére (devant) . L’intégrale p-1 ¥ = y ait &, pour la n-iéme racine derriére
« et &_, pour n-iéme racine devant x. D’apreés la définition de G(G) on a n =
= G(&) (n = G(&,)) et n = G(E,) (n = G(E,)).

Théoréme 6.3. Soit ¢ la dispersion G ou G, déterminée par la projectivité
p={U, »>uy, Uy —u,}. Soit x un nombre arbitraire. La projectivité p est
réguliére par rapport & x, {(x).

Démonstration. En effet, soit y ¢ M, une intégrale telle que y(x) = 0.
Vu la définition de la fonction {(x) nous avons py({(z)) = 0.

Avant d’examiner les autres propriétés de G(@), faisons quelques conven-
tions. Il est évident de la définition des dispersions que nous pouvons, au lieu
de la projectivité p, envisager une projectivité arbitraire lineairement dépen-
dante de p. Nous choisissons donc (ce que I’on peut toujours faire) la projecti-
vité p* = {U; — u,, U, — u,} réguliére par rapport & «, § linéairement dépen-
dante de p, dont les bases vérifient les relations suivantes:

1. Soit o € (@1, @1041), Pr € (Tipipe1)s © = 0, k = 0. Nous choisissons la se-
conde base de telle sorte que

(1) = 0, wy(fr) > 0, uy(fi) = 0, us(Br) <0, (17)
d’ou il résulte que W(u,, u,) > 0 pour x > x;. La premiére base est formée
par deux intégrales U,, U, qui vérifient les relations

Uyx;) >0, Uyx;) =0. (18)

2. Si B, = 1, la condition u,(z, ) = 0 dans (17) soit remplacée par u,(z, ) > 0.

Outre les intégrales des bases de p nous envisageons encore, si o; + @,
Pintégrale y, € ]TI?;, telle que y,(x,,;) = 0.

Soit &;, «s, 2,,; les racines resp. de U,, U,, y, et x,,(n), fi, w; les racines
resp. de uy, Uy, Yy (i fr = 1%, s0it 7, la racine de u,) situées dans I'intervalle
{Zy,55 Xy 541) TOSP. {11k 41) i=0,k=>0.

Théoréme 6.4. Dans la projectivité p, réguliére par rapport & x, B, a Uintervalle
dont les extremités sont
a) @y, 65 OW Tyjiq, “‘;'

b) &y Ej?
c) &, Xy OU Ty &

correspond Uintervalle aux extremités:

St P+ Typ 8 B = L1,k
a’) wns Bus a’) 0, f, =@, OU Wy fu= Tiniy
b') 2y, B OW o Tinirs b’) B, = Zins N OU Ny Tygy1 = Ps
¢') Xy, 0y OU O, Tygyy, ) Ny g
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et inversement, c.-a-d., si Y e I3 > une mtegmle arbitraire, a une racine dans

Uintervalle a) par exemple, Uintégrale py € M, & @ une racine dans Uintervalle a')
et inversement. i

Démonstration. Soit 8 + 2,,, «; + = Ty, t = 0, k = 0. Du théoréme de la

séparation des racines des intégrales de J[lk résultent Ies relations:

. . .U .

Xy < X <& < @y ey, sisgn WUy Uy)lese, = sgn lim =, (i)
’ ’A z—)z‘-{— 1]2

. | . U1 ..

Xy, < & < x; < Xygeq, s1osgn WU, Uy)'ese, &+ sgnlim T (i1)
-z, + Ug

U
La position de «; et &; dépend donc des signes de W(Uy, U,)ls~s, et de lim —.

U
z—T, + 2
Il y a quatre cas possible pour les signes de ces deux quantités. Le théoréme
doit étre démontré dans tous les quatre cas séparément. Nous le ferons
dans le cas, ol
‘ WUy Ueon, = 0, Tim L= 0. (19)
T, + U
Dans les autres cas on le fait de fagon pareille.
De (19) il résulte
Xy <oy < & < Xy
et en y ajoutant (18), (19), on peut en déduire que
Uy(x:) > 0, Uy(x;) <0, Uy(é) <0 (20)
Soit maintenant y,(x) = 4,U; + u,U,, yi(x,,;) = 0, y;(x,,;) > 0. On a donc
yi(og) = LU (x;) > 0, y1(&;) = u,Uy(E;) > 0, d’out et de (20) il résulte que
>0, uy < 0. Par suite on a W(py,, u,)|ese, = 4 W(uy, y)|ess, > 0,
lim P

zoaz,+ Ug
j = 0, la racine de py, est située devant la raciné de u,, alors

= p, < 0. Mais, cela signifie que dans chaque intervalle (z; ;, 5 ;1)

Ty < 05 <P <@y, §20.

Nous allons maintenant démontrer a) a’). Soit y, = A,U; + p,U, une
intégrale de M, ayant une racine dans I'intervalle (%4,s, ;). Sur cet inter-
valle nous avons U(z) > 0, U,(x) > 0 et c’est pourquoi sgn 4, + sgn .
Soit par exemple A, > 0, u, << 0, c.-a-d. y,(z,;) < 0, y,(x;) > 0. Par suite

W(pys, Us'ase, = AW (uy, ) ens, > 0, lim Py _ Uy < 0, ce qui signifie
T2+ 2
que la racine de py, est située devant la racine de u, dans chaque intervalle

(@15, ®1,541), 7 = 0
Mais vu les suppositions faites, nous avons encore W(y,, ¥:)|e-z,,; =
= (Aat; — Aylty)- W(Ul’ Uz)lthx,,.- = — Yy(x,.) . y{(flh,i) >0, dol (Au; —
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— Ay) > 0. Par suite W(py,, py1)lesas, = (Aopty — Ayitz) W (g, Up) |z, > 0,

et lim P22 =2~ ¢ ce qui signifie que dans chaque intervalle (x, ;, @, ;. ),
a2+ PY1 M '

j =2 0, la racine de py, est située devant la racine de py- Alors en resumé,

dans chaque intervalle (,;, #;;.),j = 0, la racine de Py, est située entre

la racine de py; et celle de u,. Mais du théoréme 6.1 on voit immédiatement

que la derniére affirmation est vraie pour tout j entier.

Parce que la projectivité p, réguliére par rapport & «, 8, signifie la corres-

pondance biunivoque entre les intégrales de M, il est évident que l’affirma-
tion a) a’) est vraie aussi inversement.

On démontre 'affirmation b) b’) et ¢) ¢’) de pareille fagon.

2. Soit maintenant £y + ;5 «; = x,,;. Alors Uy(x) =c .y, uy(x) =1p.
Leyy(x), oy =y, w;=f;, ] =0, -1, +2,... Dans ce cas, les intervalles
sous a) et a’) se réduisent en un point z; resp. ;. La situation est maintenant
comme il suit: z;,;, <& <1, Ty < Pr = 0p < Zyp,,. Cependant il
suffit de distinguer deux cas, W(U,,U,)l,., = 0. La démonstration du
théoréme se fait comme ci-dessus.

3. Soit f; = xy;, «; + x,;. Maintenant les bases de la projectivité p véri-
fient les équations

Uy(x;) > 0, Uy(n,) =0, uy(x1) > 0, us(Br) = uy(y,1) =0,
us(Br) <0, 10, k=0,

. u . P .
alors W(u,, uy)|z>z, > 0, lim G 0. Pour démontrer le théoréme il
' vz, Uy ()

faut distinguer quatre cas quant aux signes de W(U,, U,)ls~s, 6t d:; liril gzg;

—)I‘ 1
La démonstration se fait de pareille facon comme sous 1. avec la différence
que u, et u, changent leurs roles.

4. Soit enfin B, = 11, Pr = 2. Cependant £, = w, = 2,;, et x;,; =
=o; <& < Xyigr Ty = P = 0p <M < e, ¢ = 0, k= 0. Lintervalle
sous a) a’) se réduit en un point. Il faut démontrer b) b’) et ¢) ¢’) ce qu’on
fait comme sous 3.

Théoréme 6.5. Soit {(x) la dispersion G ou G. La fonction {(x) est continue
en tout nombre x e (— 00, ) sauf aux nombres x,;, x;, &, 7 =0, +1, +2, ...
ot elle peut étre discontinue (en restant finie).

Démonstration. Vu le théoréme 6.4 et la définition de Ia fonction {(z),
les valeurs de {(x) sur I'intervalle, dont les extrémités sont
a) Ty o TESP. &y Ty
b) o &

) @y, & resp. &, 144
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forment un intervalle dont les extremités sont

a’) g, B>

b') @y x, B Tesp. B, Typirs

©’) Ty, M TESP- Nk, X1z, ¢ €6 k étant des indices convenables, dépendants de la
position « et f.

La croissance (décroissance) de la fonction {(x) sur les intervalles en ques-
Uya) , ICHIRIN
Uy(®)” uy()

intervalles en question et du théoréme 6.3 d’aprés le théoréme sur les
fonctions inverses. La croissance (décroissance) de ((x) et le fait que les
valeurs de {(z) sur les intervalles en question forment unintervalle, entraine

la continuité de {(z) sur les intervalles considérés.

tion résulte de la croissance (décroissance) des fonctions

Théoréme 6.6. La fonction ((x) posséde wune dérivée continue en chaque
2 € (— 00, 00) sauf aux nombres x, ;, x;, &,7 =0, +1, -2, ..., et elle est donnée
par la for mule
. ["(x) ) — Ug(@) u,(0)
{'(x) = (t) ;’ >
§) — Usyl) . uy(8)

Uy() . ug(

(2)
ou

, _ A(x) w30

SO TG T

Aiz-(C) U?«’il‘)

Cl(x) =T 27):(7) . W ’ sl l]l(.’lf) = 0. (B)

, 81 Upz) = 0, (o)

Les U et u sont les éléments des bases et T est la caractéristique de la projectivité p.

La démonstration est analogue & celle du théoréme 5.3.

La continuité de ((x) et I’existence et la continuité de (’(x) aux nombres
Zy;, &5, &, dépend de la position de « et § et de ce qu’il s’agit de G(x) ou de

G(x).
L’existence et la continuité des dérivées de ((x) jusqu’aw cinquiéme ordre
en tout z e (— o0, ), sauf aux x,;, «;, &, 7 =0, 41, 42, ..., est évidente

de la formule («) et du fait que les u, U, 4 possédent des dérivées continues
jusqu’au quatriéme ordre.

De pareille fagon, comme le théoréme 5.5, on démontre le
Théoréme 6.7. La fonction {(x) verifie en tout x e (— 00, c0) sauf peut-étre
Ty, 05 &5, 7 =0, +1, +2, ..., Uéquation. (C).

7. Remarques finales

On devrait examiner d’autres propriétés des dispersions de la premiere
espece, discuter I’équation (C) ete. Nous ne le faisons pas, parce que ce ne serait
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qu’une répetition (avec de petites modifications) de ce qu’on trouve déja
dans [2].

En ce qui concerne des dispersions des espéces supérieures, on peut les
examiner d’une maniere analogue a celle qui a été appliquée aux dispersions
de la premiére espéce.
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PeswomMme.

O NUCHEPCUAX WHTETPAJOB YPABHEHUS y® 4 Q(z)y = 0

MAPHKO HIBEII, (Marko Svee) Bparncaaea.

(IToctynuio B pegaknuio 25. V. 1954 r.)

Ipeamerom wcciepoBanmii caymur nufidepenimanbroe ypasuenne (A)
y® 4 Q(x)y = 0 u cBoiicrBa ero umrerpainos. Ilpeamosaraem, uto QyHKIHA
()(x) siBsIeTCA OIpeJiesIeHHOI, HellpePLIBHOI 1 I0JI0KNTETbHOIT Ha BceM HHTep-
Bajie (— o0, c0) M YTO pemieHusA (HeTpuBHadbHuBIe) mud. ypaBmenusa (A) Bce
roaebmorest. [lpu arux yeaoBusax ypasuenue (A) ob6ragaer cmoiicrBom (E):
KancOwii us e20 WHMe2PaLos MOMcem umeemdv Mmoabko 8 001Hom uucae X € (— oo, 00)
dee uz seaunun y, Yy, y", y" 00H08pEMEIHO DACHBLMU HYAIO.

B nasnpueiiimeM n3y4aiorcs CBOHCTBA HEKOTOPHIX ITOJIMHOMRECTB MHOMECTBA

ngTerpasoB and. ypaBHenus (A), oIpejeSeFHBIX CIIEAYIOMUM 00pasoM:
My, 1 <k,i, k=0,1,2 3 osnawaem MmHoMceCM8o mex urmezpaios Oudg.
ypasennua (A), i-mas u k-mas npousgodnas komopwuxr ¢ moure ¥, pPasHa
mwymo. O muomecrse M;, (ecim K HeMy IIpubaBUTH TPUBHAJILHOE pelieHue)
TOKa3aHo, YTO OHO 00pasyer JIMHEHHYIO MOACTPYKTYPY JMHEHHOl CUCTeMBl pe-
mrenuii aud. ypasHeHus (A) m mpejcrasiser Bce pelleHUs JIHHEHHOTr0 ypaBHe-
HIs BTOPOTO ITOPANKA

Auy" — A:’kyl + %[A:I’k —(— l)koik] y=20, (5)
IpuyeMm Ciy = W (ompepenuresas Bporckoro dyHmamentanbHuil  cHCTEMBL

ypasrenua (A) B Touxe @;), ecan i+ k = 3 1 paBHO HyJIo, ecan L + k # 3.
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A — 9T0 olIpeiesieHHasA ¢ TOYHOCTBIO JI0 MOCTOSHHOIO MHOMKUTEJIST O[{HO3HAYHO
jud. ypasnesueMm (A) ¢dynrumsA, BagaHHAg CIEAYIOUM 00PasOM:  ecau
Y1, Ys, Y3, Ya 00paByIOT QyHIAMEHTATBHYIO cHcreMy ypaBHenus (A), To

y ()
4 | ) |

y(@)

y'(@)
WK ecau %, ¥ -— [{BA JIHENHO He3aBUCHMEIX nuTerpasta us M, 1o w'v — uv’ =
= ¢ . A 972 (YHRIMA UMeeT JUILD OJUH KOpeHb 2, (Ipu ik = 23 ona He umeer
KOpHeIt) 1 uMeeT IMOCTOAHHBIN 3HAK a) HA BceM UHTepBaje (— 00, 0O), €Canl
ik = 01, 03, 12, 23, 6) Ha uurepsaie (— o0, x,) u (x;, ), ecau tk = 02, 13.
BeseierBue oTux 00CTOATENBCTB CIIpaBeIMBa TeopeMa 06 OTHeNeHNN KopHeil
nHTErpastoB u3 M, B ciaydae a) Ha BceM MHTepBaJje (— 00, c0), B cay4ae 6) Ha
uHTepBAIAX (— 00, ;) U (2, 00) (eM. 1.8), ecT yCIOBUMCSH CUNTATH Xy KOPHEM
HHTerpaJja TOJbKO B TOM cJjydae, KOIfia ero KpaTHOCTh KaK KOpHA paccMaTpu-
BaeMOro MHTErpaJia BHIIIE KPATHOCTH €r0 KaKk KOPHS OCTaJlbHBEIX, OT IIEDPBOYO
JIMHEIHO He3aBUCUIMBIX, MHTErPAJIOB TOTO #Ke MHOMkecTBa M ;.

IIpnnosumocTs TeopeMsl 00 OTHeNleHMN KOpHeii umHterpaios usz M, u To
obGcrositenberBo, uro M, mpepcraBiser co00il MHOYKECTBO BCEX UHTEIpaJioB
anHeiiHoro aupdepeHIMaIbHOr0 YPABHEHNA BTOPOro MopsAaKa (5), I03BOJAET
BBeCTH IOHATHe aucrepcmii (1—I16 poma) M MOHATHE IIPOEKTUBHOCTH B MHO-
srecTBe MHTErpanioB M, M HOKasaTh, 4TO TEOPMIO AMCIEPCUIl, IOCTPOECHHYIO
O. Bopyskoit [3], MOKHO HEIOCPEACTBEHHO IIeJMKOM IIEPEHECT! HA MHOMECTBA
M ;.. Jlorasansl cBolicTBa mucIepcuii IepBOro poja — MOHOTOHHOCTb, HeIpe-
PHIBHOCTB —-, BBIBeJieHB (JOpPMynEl AJIA mMepBoil HpOU3BOAHOM 1. LeHTPATbHOI
nucnepenu [reopema 3.1, a) «)—09), uam ke teopema 3.10 «), f)], 2. mpAmoit
aucnepcun (HempaMoit) [Teopema 5.3 a) o)—e), man ke Teopema 6.6 a) «), B)],
i1 Halifeno nuddepeHnuaTEHOE HeJMHelHOe ypaBHeHUe Tperbero mopsanxa (C),
KOTOPOMY YIOBJIETBOPHIOT JUCIIEPCUN TTEPBOTO pOjA.
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