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ЧехосдовацЕий математический журнал, т. 6 (81) ШШ^ Прага, 

P R O B L È M E S D'EXISTENCE DE LA DÉFORMATION 

âCES DE S, 

CONJUGUÉ 

P R O J E C T I V E DES SURl^ACES DE 8, POSSÉDANT UN RESEAU 

ALOIS 8YBG, Praha. 

(Reçu le 30 septembre 1955.) 

Dans mon travail antérieur Déformation projective des surfaces avec 
un réseau conjugué das S^ (ce Journal) j ' a i étudié les propriétés géo
métriques des surfaces qui admettent une déformation proj. du 3ème 
ordre. A la base de ces considérations je résous ici les questions d'exis
tence: les surfaces déformables avec deux transformatioîis de Laplace 
non dégénérées dépendent de dix fonctions d^une variable; les surfaces 
déformables à précisément une transformation de Laplace dégénérée dé
pendent de sept fonctions d^une variable. Les surfaces déformables 
à deux transformations de Laplace dégénérées sont étudiées dans 
mon travail récent Déformation projective de certaines surfaces avec un 
réseau conjugué. 

1. Dans ce Mémoire je trouverai le degree de généralité de certaines surfaces 

dans 8Q qui ont des propriétés intéressantes en elles-mêmes, mais en relation 

avec des résultats ultérieurs (voir mon travail Déformation projective des 

surfaces avec unréseau conjugué dans 8^, ce Journal) je résoudrai en premier 

lieu des questions importantes de la théorie de la déformation projective du 

3ème ordre des surfaces de 8^ possédant un réseau conjugué. 

Une surface (AQ) dans 8^ est donnée de manière bien connue par le système 

dÄQ = COQQAQ + WiJ-i + Ш2̂ 2 = 

dJ .1 = (OJ^QAQ + (Dj^A-^ + Ш12-42 + <^13-̂ 3 + Û>14^4 + tt>i5^5 ^ 

d ^ 2 = <^2oA + C^21-4i + 0^22^2 + Ö>23-̂ 3 + a>24^4 + OJ^bA^ , 

d ^ 3 = ^>30-4o + OJ^^A^ + а)з2^2 + ^33-^3 + С0з4^4 + COâS-̂ s , (1) 

d ^ ^ = ^40^0 -f ri>4i^i + <^̂ 42̂ 2 + C043^3 + ^44^4 + ^^45^ 5 ? 

, d ^ 5 ='C050^0 + ^bl^l + <^52^2 + ^53-^3 + <^54-̂ 4 + ^55^5 

qui satisfait les conditions d'integrabilité (les équations du structure) 

[dco ,̂-] = [m^wj^j] . (2) 

J ' a i posé 

COQI = COi , a)Q2 = ^ 2 • (3) 
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P o u r la sur face (^0) on a d o n c 

ft)03 = C0o4 == 0^ = 0 . ( 4 ) 

E n d i i f é r en t i an t e x t é r i e u r e m e n t on en déd t i i t d ' a p r è s (2) 

[Ш1Ш13] + [шзш 23] = 0 , 

e t d ' a p r è s le l e m m e d e C a r t a n 

a)i^ = (X'iù)i -\- (1ф^^ , û>23 = аф}^ -f- Q"fb^ j 

Ш14 = b^ü)i Ч- 62Ш2 , ^24 = ^2<^1 + h^^2 ^ (Ö) 

P a r d i f fe ren t ia t ion e x t é r i e u r e d e ces r e l a t i o n s on a 

[Abjojj] + [Ab^ù)^] = 0 , [Ab^coj} + [Ab^m^] = 0 , (7) 

[Ac^ij + [Ac^m^] = 0 , [Zlca^i] + [^Сзо>2] -= 0 

où a p p a r a i s s e n t les a u t r e s fo rmes p r i n c i p a l s 

Aa^ = d a i + «1(0)00 + 0)33 - - 2coii) — 2^2^12 + 61OJ43 f С1Ш52, 

/1^2 = dag + a^icûQQ + Ш33 — Шц — Ш22) — Ö^I<^2I — ^з^^12 + О2Ш43 + CgCOga , 
/ 1 % =- da3 + «3(^00 + CO33 — 2OJ22) — 2^26021 + Ö3CO43 + СзО>5з , 
zl6i = d&i + èi(cooo + 0̂ 44 — 2coii) " - 2è2ft>i2 + %соз4 + Cia>54 , 
ZI62 = dèg + &2(<̂ 00 + <̂ 44 — <̂ 11 — ^22) ~ ^1^21 — Оз<̂ 12 + Ö̂ 2̂ 3̂4 + <̂ 2<̂ 54 У 
Abs = àb^ + 5з(Шоо + C044 — 2Ш22) — 262^021 + %а»34 + С3СО54 . ( 8 ) 

ZlCi = dCi + Ci(6%o + Ш55 - - 20Ji i ) — 2С2Ш12 + Ö l̂ö>35 + ^lû>45 , 

ZlCg = dCg + 02(^00 + <^55 •— ^ n — ^22) — ^1<^21 — Сз<^12 + (^2^35 + Ь^иУ^ъ ^ 

AC^ = dCg + Сз(о.>оо + COSS — 2CO22) — 2С2Ш21 + аз<^з5 + ^3^^45 
ce q u i d o n n e 
â % =^ % ( 2 e i i — 600 - " 633) + 2^2612 — 61643 — 61653 , 

+ ^22 — ^00 - - 633) + %^12 + %б21 — 63643 — ^2653 , 

33/ I ^^2^21 63643 Озбдз , 

44/ ~Ь 262612 «1^34 ^1^54 f 

3 — 644) + ^3612 + 61621 — «2^34 — С2в54 , (Щ 

'и) + 262621 — «3^34 — ^3654 . 

<5ci = Ci(2eii — боо — 655) + 262012 —«1635 — 61645, 
ôc^ = 62(611 + 622 — ßoo — 655) + C3612 + 61621 — «2635 — 63645 > 

.(5бз = 6з(2б22 — Coo — ^55) + 2С2621 — «3635 — 63645 . 

D ' a p r è s le l e m m e d e C a r t a n , les r e l a t i o n s (5) c o n d u i s e n t à i n t r o d u i r e les 

fo rmes q u a d r a t i q u e s 

(fa = a^œl + 2a2COiC02 + «з<^2 , 
(рь = 6ift>ï + 262Ш1СО2 + 63C0I , (10) 
(p^ = 61CO1 + 262CO1CO2 + 63CÜ2 
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et on trou\^e facilement 

à(Pa = (^00 — ^Зз) 9a — ^^2.9b — 4z4^c » 

à(pb = — 4éPa + (воо — «44) 9Ь — ЧеРс У {Щ 

à(Pc = — ^bfa — е^в'Ръ + (ßoo — 5̂5) 9с • 
Les dernières équations montrent que le système linéaire des formes {(p^, (рь, (pc) 
est invariant et que sa dimension (le nombre maximum des formes quadratiques 
indépendantes diminué d'une unité) est un invariant proj. dif. 

2. J 'envisage les surfaces pour lesquelles dim{(pa, 9ъ^ 9c\ = 1 - Le système 
{c'a? 9̂05 Ç'с} se réduit à un faisceau et deux cas sont possibles. 

D'abord je \^ais examiner le cas où il est possible de donner aux q)^ la forme 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

9a =^ 0̂ 1« 

9b = 

(p, = 0 
De (9) Je déduis 

ôa^ = 

Й6з = 

de sorte que je peux choisir 

On a donc 
<^13 = <^l : 
CO23 = 0 , 

et de (8) et (7) il résulte 

'A. 
^éÂ y (^1^3 Ф 

: ai(2eii - eoo - 633) 
-- С>з(2е22 боО ^44/ 

«1 - : 6з -= 

» C0i4 == 0 , 

CO24 ~ ft>2 , 

Zlai = cooo + û>33 — 2coii = 
— Ла^ = 

Ла^ =-
ЛЬ^ = 

, - Z l & 2 -

^ 2 1 = 
CO43 :=:: 

CO34 - = 

OJ12 =• 

АЬ^ = COoo + Ö>44 — 20)22 = 
ZlCi = 

ZlCg = 0 , 

ZIC3 = : 

Dans le cas considéré on a 

d2^o = (dcooo + <̂ oo + <^i^io 

+ (dcoi + coift>oo + соц 

0)35 == 

a>45 - = 

1 + С02^2о) ^ 0 

+ ^2<^2l) ^ 1 

1 . 

< ^ 1 5 

^ 2 5 

« ^ l ^ l 

: Ш^Л^ 

<^зШ1 

Ä ^ l 
/ * 2 ^ 1 

/îgCOi 

yift>i 

УФ>% 

+ 
+ 

rrrz: 

= 

— 

+ 
— 
— 

0 ) , 

0 , 
: 0 

(X2Ö>2 ? 

• ^gOJa , 

^ 4 ^ 2 ? 

^2Ö>2 ? 

^ 3 ^ 2 ^ 

+ ße^i ? 
? 

(16) 

(17) 

+ (dcOg + ^1^12 + <^2^00 + «^22) -^2 + C0l^3 + ^2-^4 . 

L'espace osculateur de la surface {A^ est en chaque point de {A^ à quatre 
dimensions. Le réseau 

Ш1Ш2 = 0 ( 1 8 ) 
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forme le (seul) réseau conjugué de cette surface, puisque on a 

d [^o^ i ] == {Що + oJn)Ho^i] + ^012^0^2] - ci)iA^A^\ + o)lA^A^] ^ 
d[^0^2] = ^.2l[^0^l] + (ЩО + f^22)Wo^2] + ^О^А^А^] + ОУ^А^^] 

Au cas où il est possible de choisir 

(19) 

fa -= «l^r , 
(f'b = 262Ш1Ш2 {аф^ Ф 0) , (20) 
ç>c - 0 , 

la surface possède U7ie cotéche des lignes asymptotiques. 

3. Dorénavant je m'occuperai exclusivement des surfaces avec un réseau 
conjugué, pour lesquelles on a (4), (7) et (15) — (19). Par la differentiation ex
térieure de (16i,2 5,6) j 'obtiens 

— [(da'2 + îCOoo — Ш22 -- Oho) ^2] + ^Äoj^co^i =-- О , 
ÎQl^l] — [(d^3 + ^^ЗЩО + <̂ 11 — 2<̂ 22 - ^hl) CO2] + ^2[<^1^2] == 0 , (21) 
[ ( # 2 + /"̂ ŝ -̂̂ oojf ^22 — 2ft>ii + ft>32) a>i] + [^./^2] + h[o^i^2] =- ^ . 
[{aßs + ßзЩo — Щ1 + ^̂ 1̂0) coJ + 

4- [(d^4 + ß^OJoo — CO22 + ЗШ20 ~- ft>42 + 72^54) ^̂ 2] + '̂ 4̂[<̂ 1<̂ 2] = Ö 

OÙ les formes ^̂  resp. les fonctions r^ ne m'intéressent pas. Il est important 
qu'on a 

doi^ = ^i(eii — 600) -- угбьъ + 3(вз1 — бю) , 
^ « 2 ^ ^2(^22 — ßoo) + ^20 , 

сЗ^з = .(%з(2в22 — Чо — ^-п) + е^. , (22) 
5̂/̂ 2 == ß4:^4l — 0̂0 — 622) - - %2 . 

5̂/̂ 3 === ^3(^11 — О̂О) — ^10 . 

й/?4 = ^4(622 — О̂О) -- УФЬ^ + ^(^42 - Чо) • 

D'après l'indépendance linéaire des formes e^, ego, 6^1, e^^, e^^, e^^ on peut 
choisir 

,̂ 1 = (%2 = «'3 = /̂ 2 =- ß^ = ß^== 0 (23) 

et le système (16) donne 

Що -г ft>33 — 2шц = О , 
Ш21 =- О , 

OJ34 == ßm^ , 

Ш12 - О , (24) 
СОоо + С044 — 2o>22 = О , 

Шз5 = yiCOi , 

Ш45 == У2<^2 
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ou j ai pose 

Par la differentiation extérieure des équations (24) il résulte 

(26) 

[Ш20СО1] — [Ш41Ш2] = 0 

[o>4iO>i] - " [(doc + АШ33 — ^44 — CO22 + ö>oo + У2^5з) «^г! = ^ 

[(# + M 
[Ш32Ш1] — [СО10Ш2] = 0 

[(ЗШ4 со« 72Ö>54 "™ î̂ COi) CO2] = ^ 

[ (dyi + yiCWoO — СОц — Шзз + €0^5 + ^У2^2) ^ l ] = ^ 

«̂ 44 + »̂ 55 + ^УгЩ) Щ] = ^ 

^зз) 

(26) 

[ ( d y s + Г2СО00 — CO22 

De (263 4 7 g) on déduit 

OÖC = ^(622 + ^44 ~~" ^00 ~~ ^зз) 72^53 
aß = ß{4x + 633 — %o — 644) - - 71654 

ауг = yi(eii ~f взз ~~- e,^ - 655) , 

^У2 = У2{^22 + eu — %o — 655) • 
De (28) on déduit que yi et у2 sont les invariants relatifs, pour yi == 0'^(resp. 
У2 = 0) /S (resp. oc) est l ' invariant relatif. On doit distinguer plusieurs types 
des surfaces avec un réseau conjugué. 

Avant de commencer leur étude j'effectue quelques calculs. De (24) on trouve 
facilement 

(27) 

(28) 

аЫо = (d^oo + cogo + (OiCo^Q + Ш2Ш20) AQ + (dft)i + ш̂ Шоо + ^ n ) ^ i + 

+ (dû>2 + ОУ^Що + ft>22) ̂ 2 + ^1-^3 + ОУЫ^ , 

аЫ^ ^ (3cOi dcoi + ^1Щ1 + ^11 + ^33 + ^(^l) -4з + 
+ (3ft>2 dct>2 + ш|(Х>оо +^C022 + 0)м + ß^l) ^ 4 + (Ух^! + У2^|) ^ 5 

(mod л , J i j , ^2) • 

En outre on a 

dlA^A^A^A^A^] = ( . . . ) [ Л 4 3.^2^3-44] + Г1^1[Л^1^2-45-44] + 
+ y^co^lAoA^A^A^A^] . 

(29) 

(30) 

(31) 

J e désigne par d^ (resp. dg) la differentiation le long la ligne ш^ == 0 (resp. 
CO2 = 0). Alors on a 

df^o ^ occolA^ + (Зсоз dift)i + Û)|O>OO + ^32 + <̂ 44) A^ + y^colAs,, 

d |^o s== (3coi dgcoi + ш̂ сооо + Щх + OJ^B) ^ З + ß^fA^ + ytCofA^ 
2 2 2 
(mod Л , ^ 1 , ^ i ) 

(32) 
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où pour fc = 0, 1 

щМк) = щз • (33) 
к 

4. J e considère les surfaces pour lesquelles on a У1У2 Ф 0. Ensuite je peux 
choisir, ayant égard à (27) 

(% = /3 = 0 (34) 
et d'après (28) je peux poser 

y^ = y^==l, (35) 

Pour les surfaces de ce type il résulte de (24) 

ft>12 = 0 , CO21 = 0 , 

Ш34 = 0 , Ш35 = coi, Ш43 = 0 , CO46 = cog, (36) 

^00 + ^33 — 2cOix = 0 , cooo + CO44 - - 2co22 = 0 . 

Par differentiation extérieure j 'obtiens (26) dans la forme 

[(ЗШ31 — Ш10 — Ш53) m^] — [cogô âl = Ö , 
[Ct>20û>i] — [(У41Ш2] = 0 , 

[a>64CoJ - [соза^г] = 0 , (37) 

[coiocoi] — [(ЗШ42 - - 0)20 — ^54) ^ 2 ] = 0 , 

[(Ш55 — Ш33 — Шц + Шоо) ^ i l = 0 , 

[(Ш55 — Ш44 — a>22 + o>oo) ̂ 2] = 0 

et d'après le lemme de Cartan 

3(сОз1 --

3(C042 -

CO55 — CO33 • 

^ 5 5 — <^44 

- Ш10) •— Ш53 = Ж 1 Ш 1 — ^ 2 ^ 0 2 , 

Ш20 = Ж 2 Ш 1 — -Af 3Ö>2 , 

CO41 = Ж 3 Ш 1 — ^ ^ 4 ^ 0 2 , 

Ш53 = Ж4СО1 - I ^ 5 0 > 2 , 
Ш54 = iV^COi - - - - ^ 2 < ^ 2 Э 

Ö>32 = - ^ 2 < ^ 1 " ^ ^ З С « 2 , 

Що == ^z^i ^ ^^^г , 
«>2o) — «>54 = ^ 4 * ^ 1 -^ ^ 5 ^ 0 2 , 

~ ^ 1 1 + ^00 = P^l ? 
— Ш22 + CÛQQ = Q(Û2 . 

(38) 

La signification géométrique de la condition УгУг Ф 0 est évidente. D'après 
(34), (35) on conclut de (32) 

| Л = с о Х (mod 4 . , A , Л , ^ , Л ) . (39) 
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Si je me rends compte du fait que l'espace osculateur de la surface (A^) au 
point AQ est précisément [AQAIA2A^A^], on déduit que les troisièmes espaces 
osculateur s des lignes du réseau conjugué ne sont pas contenus dans V espace 
osculateur de la surface. L'équation des lignes principales est évidemment 

(^0.41^42^.3^4 i¥Aç^) =^ 0 ,, 

où 
col + (4 === 0 . (40) 

5. Soit maintenant y^ Ф 0, yg = 0, (X Ф 0. D'après (27), (28) on peut 
choisir 

y^:== l , a=:= l , ß = 0 (41) 

et le système (24) devient 

2ft)jLi 

m 21 

Ш43 

^^34 

<^12 

2C022 

<^>35 

Ш45 

== 0 , 
= 0 , 
==-- со 2 

= 0 , 
= 0 , 
- 0 , 
= ft>l 

= 0 . 

(42) 

Ù)QQ + Ш4 

Par differentiation de la dernière équation j'obtiens 

ce qui n'est pas possible. Donc les surfaces de ce tj^e n'existent pas et de 
ŷ  Ф 0, У2 = 0 on déduit oc = 0. Quand même je trouverai la signification 
géométrique formelle de ces surfaces. On a 

d | ^ o =. (Зша d^(02 + COIOJQQ + Ш22 + 0J44) A^ + 0}2A^ , (43) 
1 1 1 

d^^ =E (...) ^3 + (olA^, (mod ^0. ^ ь ^2) • 

Le troisième espace osculateur de la courbe м^ = 0 est contenu dans l'espace 
osculateur de la surface, mais le troisième espace osculateur de la courbe 
€02= 0 n'y est pas contenu. Le plan osculateur de la courbe cô  = 0 est évidem
ment [-^o^g^é] ^^ le troisième l'espace osculateur de la courbe coj = 0 n'est 
pas contenu dans l'espace qui joint le plan osculateur de la courbe coi = 0 
avec le plan tangent de la surface. 

Je considère donc le cas y^^ Ф 0, у2 = 0, a = 0, où je peux choisir 

y,= l, ß=^0 (44) 
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et (24) devient 

ft>oo + <̂ 3 

<̂ 00 + <̂ 4 

avec les conséquences difFérentieUes 

2 ш 1 1 

(On 

Ö>43 

Û>34 

<^12 

2Ш22 

<^35 

Ш45 

= 
=; 
— 
= 
=:: 
= 
=̂  
— 

0 . 
0 , 
0 , 
0 , 
0 , 
0 , 
COi , 

0 

(45) 

[(Зш; 31 COi, 

de sorte que 
[(Ш55 -™ û>3 

<^5з) ^ l ] — [CO20OO2] = 0 ̂  

[cogoft̂ i] — [ш^^соа] = ^ 

[СО41Ш1] r= 0 

[ft>54ft>i] - - [cOggCOg] = 0 : 

[Ш32СО1] — [cOjoCOg] = 0 ; 
- 3[(ß>42 — CO20) COg] = 0 : 

.3 — Шц 4- Шоо) €0i] •= 0 

(46) 

a> 53 = M^coi — M2(02, 

2Ш1 ^ 2 

Ш32 = iVgCOj 

ЖоШо 

NACO^ 

(47) 

C03 

3(a>42 — 0)20) = Ш^щ — iVgCOa , 

Le système fermé (4) + (15) + (45) + (46) est en involution et les surfaces con 
sidérées dépendent d'une fonction de deux variables. 

Après cela J'ai 

Q-IAQ ^ ( . . . ) A^ 5 

dlA,^(..,)A^ + €olA, 
(mod Д , J-i,-^2) (48) 

Le troisième espace osculateur de la courbe со^ = 0 est contenu dans l'espace 
qui joint le plan osculateur de la courbe cô  = 0 avec le plan tangent de la sur
face. Le troisième espace osculateur de la courbe co^ = 0 n'est pas contenu 
dans riijrperplan osculateur de la surface. 

Des considérations précédents on déduit que si le troisième espace osculateur 
de la courbe ш̂  = 0 (resp, m^ = 0) est contenu {resp, n'est pas contenu) dans 
rhyperplan tangent de la surface, le troisième espace osculateur de la courbe 
(0-̂  = 0 est contenu dans Vespace qui joint le plan osculateur de la courbe coj = 0 
avec le plan tangent de la surface. 
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Dans le cas yi = y^ == о il résulte de (31) 

et la surface {AQ) est plongée dans un 8^. J e ne m'occuperai pas de ce cas. 

6. Dans ce qui suit je me limiterai aux surfaces qui possèdent une ^-couche 
des courbes principales et qui ont été examiné dans n. 4. Pour ces surfaces les 
troisièmes espaces osculateurs des courbes du réseau conjugué passant par le 
point AQ ont une droite d'intersection qui n'est pas contenue dans l 'hyperplan 
osculateur de la surface (AQ) au point AQ. 

Pour ces surfaces on a (4), (15), (36) et (38). En différentiant extérieurement 
(З83 e) j 'obtiens 

[(dЖз - щМ^ ~" CO40) (^h\ - [{àM, ~~ 7]^M, - ши) Ш J = 0 , 
[(dN^ - f]^N^, + 0J52) coi] - [ ( d ^ 3 -~ 7]^N^ + 0)30) Ш3] = 0 

où les formes rji ne m'intéressent pas. Si je pose f]^{ô) = /,, j ' a i 

ÔM, - /1Ж3 + e,Q , 
Ô3Î, = UM, + e î , 
ôN, - /3Ж2 -^ e,,, (50) 
ÔN^ = /4Ж3 - 630. 

D'après l'indépendance linéaire des formes 630, e^, 65 ,̂ e^^ ̂ n peut poser 

M, = M,^-N, = N,=--0, (51) 

ce qui simplifie considérablement (38). Après cela on a 

d ^ i == — N^CJO^AQ + ojiiA^ + oj^A^ , (52) 

dJ .2 = M^CDIAQ + 6022-^2 + ^2-^4 

ce qui met en évidence que (Ai) et (A2) sont les transformations de Laplace de 
la surface (AQ), On a Ж4 = 0 si et seulement si (A^) est une courbe^ et pareille
ment pour J f 2 = 0 et (J.2). 

J e suppose que (Aj) est une surface, alors [J^o^i^a] ^s^ son plan tangent. 
E n outre nous avons 

аЫ^ =•- — N^mlA^ + mlA^ (mod ̂ o . ^i> -^з) . (53) 

et l'espace osculateur de la surface (A^) est [AQAIA^A^A^]. On a ensuite 

d^^i = ( - iV̂ ĉol + iViCOi) A, (mod Л , Jli, ^[3. A. ^5) • (^4) 

L'équation des courbes principales de la surface (A^) est alors 

Nicof - N^)l = 0 . (55) 

Pareillement on déduit que (si (A2) est une surface) l 'équation des courbes 
principales en est 

M^col - M^col = Û . (56) 
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J e cherche le degré de généralité des surfaces {AQ) pour lesquelles toutes les 
deux premières transformations de Laplace sont des surfaces et les congruences 
qui sont engendrées par les droites [^o^i] ^̂  [-^0^2] ^^^^l des congruences W, 
c'est-à-dire que les courbes principales des surfaces (AQ), (A-^) et (^2) ^^ ĉ r™ 
respondent mutuellement (voir A. T e r r a e in i , Sulla teoria délie congruenze W, 
Rendiconti 1st. Lombardo, 60, 1927 et Nuove ricerche sulle congruenze W, 
Att i 1st. Veneto, 87, 1927). Les courbes principales de {AQ) é tant (40), on a 

- 0 (57) 

pour les 

D'après 

N^ + iV, =. 0 , 

surfaces considérées. 

(38) 
M 

on a 
= Ж, 

ЗШ31 

ЗШ42 

Je pose 

= . ™- Ж 5 , 

= Ж1СО1 + 

-= ЗЖсо1 -

M^-{-. 

N = I 

3iVa)2 , 
- N^0)2 . 

N,= -~N,. (58) 

(59) 
ЗШ42 = ЗЖСО! — -Ä̂ 5ft)2 • 

Si je pose 
Ж1 = Зое , ~~ N^,=^ 3ß , (60) 

j 'obtiens le système (38) dans la forme 

COgi = OCOOi + N'(JÜ2 , 

Ш41 = 0 , 

Ш53 = Жша , (61) 
Ш54 = NùJi , 

Ш32 == 0 , 

(OiQ = iVa>2 , 

Ш42 = ^0)l + ß(^>2 . 

(O55 ~ Ш44 —- CO22 + COQQ = Q0J2 • 

Par differentiation extérieure on déduit 

[(da + . . .) ft)i] + [{dN + NOJQQ + (Оц — ft>22 — Ш33) m^] =- 0 , 

[(dЖ + Ж2шоо — fOii — CO22) coj + |>4oft>2] == 0 , 
[СО40Ш1] — [cogicog] =- 0 , 

~- [(o^^ù)^] + [(dЖ + J^COQO + CO33 — CO22 — cogs) C02] = 0 , 
l(dN + х¥Шоо + Mu -- ^̂ U — ^55) ^^ll — [̂ 52^^21 "= Ö , (62) 

[̂ 30̂ ->i] + [ ( d ^ + ^2шоо — û>ii — Ш22) Ш2] -= 0 , 
[ ( d ^ + ЖШоо + C(>22 — Û>ii — ft)44) Ш1] + [(d^ + . . .) CO2] = 0 , 

[ ( d P + . . . ) c o , ] = 0 , 
[ ( d e + . . . ) a > 2 ] = 0 . 
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Pour abréger je pose 

(p = dJ f + Ж(2шоо — шц — Ш22) , 
9?! = dM + Ж(Шоо + OJgg — Ш22 — Ш55) , (63) 
(P2 = dM + M{mQQ + 0)22 — ^hi — c^44) î 

Ц) =^ dN + N{2O)QQ — fOii — Ш22) , 

Щ = dN + N{(Doo + ÛJ44 - - шц - - Ш55) , (64) 

f 2 =^ diV + N(ù)oQ + СОц — ft>22 — CO33) 

e n s u i t e on a d e (61^), (363), ( б ! ^ ) e t (З67) 

(p — (p^ = i f (Шоо — (On — CO33 + Ш55) = МРщ , 
(p -^ (p^ = i f (шоо + f̂ 4̂4 — 2^22) = 0 ; (65) 
W — Wi =" ̂ (Ща — ('Нг — ^̂ '̂ 44 + ^^5б) = NQo.}^ , (66) 
y) — y)2 = ^^(шоо + oj^^ — 2a)^j) -=- 0 . 

En posant enfin 
e^^da + ... , e^ = dß^+ .., , (67) 

03 = d P + . . . , e, = dQ+ . . . , 

le système (62) devient 
[<9iCoJ + [ym^j = 0 , 
[990)1] + [0)40(̂ 2] = 0 , 

О40Ш1] -™ [cogiCOg] = 0 , 
— [co^jCûi] + [9?0J2] — ifP[a>ia)2] ••= 0 , . 

Ifcoß — [f̂ 52<^2] + NQ[(^h(^2] = 0 , (68) 

[Ш30Ш1] + [^Шз] === 0 , 
|>Wi] + [e^oj^l ^ 0 , 

[03^^i] --- 0 , 
[04^2] = 0 

et on s'assure facilement que d'après le lemme de Cartan on a 

01 -= ö̂ icoi + g^oj^, 

©2 = ЯзЩ + ^4^2 y 

©4 = Я^^'НУ 

о)щ =- .̂ зШ! — д^о)2, (69) 
^51 = 97Щ + 98(^2 > 
^ 5 2 = ^9<^1 — 9w<^>2 у 

Ö>30 = Ö^IO^I + 92(^2 ? 

(p = (MP — Çs) COi + 9z(^2 . 
w = 92Щ + i^Q — 0̂ 9) ^2 • 

Les surfaces considérées sont donc données par le système fermé (4) + (15) + 
+ (36) + (61) + (68); ce système étant en involution on a: 
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Les surfaces (AQ) avec deux premières transformations de Laplace non dégé
nérées (Al), (A2), les congruences [AQA^], [^0^2] étant W, existent et dépendent de 
dix fonctions d^une variable, 

7. Enfin je vais trouver le degré de généralité des surfaces avec les propriétés 
suivantes: 

1. la transformation de Laplace (A 2) de la surface (AQ) est de 'noveau une 
surface et la congruence engendrée par les droites [^0^2] ^^^ '^^^ congruence W; 

2. la transformation de Laplace (A^) de la surface (AQ) est une courbe, le troi
sième espace osculateur de laquelle au point A^ étant contenu dans l'espace qui 
joint le plan tangerd de la surface (AQ) au point AQ et le plan osculateur de la 
courbe (Al) au point A^, 

Du fait que la congruence [^0^2] ^^^ ^ on déduit comme i)récédemment 

Ж3 + Ж , - 0 . (70) 
et Je peux encore poser 

M =^ M^^^ - M^, (71) 

(Al) é tant une courbe, on doit avoir d'après (52) 

Ж4 = 0 . (72) 

Le plan tangent de la surface (AQ) est [^^Л^^^а]? le plan osculateur de la courbe 
(Al) est d'après (52^) et (53) {Ai, A^, (...) AQ + A^, par conséquent le troi
sième espace osculateur de la courbe (^1) doit être contenu dans Fhyperplan 
[AQAIA^A^A^. D'après (54) on doit donc avoir 

Ж1 = 0 . (73) 

E n procédant tout-à-fait comme précédemment on peut met t re le système 
(38) sous la forme 

= Mù).i , (0 20 
(W4I = 0 , 

ЖШо 

^54 
СОз2 = О , 
OJiQ •= О , 

ft>42 = 3fcJÛi + ßo) 

0>53 = 

«54 - 0 , " (74) 

^55 ^^44 ^"22 i" *^00 

avec les conditions d'integrabilité 

0). 

[(d^ + .. .) ^1] = 0 , 

[(dJf + if2cooo - ^ n - ^22) ^̂ 1] + [̂ 040̂ 2̂] = 0 , (75) 

— [^5i<^i] + [(àM + MCOQQ + 0)33 — Ш22 — CO55) «̂ 2̂] == 0 ; 
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[Ш520>2] = О , 

[ûigaO^iJ — [ft>30<^2] = о , ( 7 6 ) 
[a>3oO>i] = О ; 

[ ( d Ж + -МШоо + ^ 2 2 — ^ П - ^44) Û>i] + [ ( d ^ + . . . ) Ö>2] == о , 
[ ( d P + . . . ) c o J = 0 , (77) 
[(de + ...)a>,] = 0 . 

De (76) on déduit 

Par differentiation extérieure d'une de ces équations on trouve facilement 
qu'on peut choisir 

f = 0 . (79) 

On obtient donc 

ö>3o = Ш52 = 0 ( 8 0 ) 

et par differentiation extérieure 

[Ш50СО1] == [Ш50СО2] == 0 . ( 8 1 ) 

Ceci nous donne 
û>5o = 0 , (S2) 

la dernière équation étant complètement integrable. Je signale le fait que 
Ж Ф 0 puisque (A^^) est une surface — voir (523). En rappelant les équations 
(63), (67) et ces conséquences (65), je transcris les équations (7ö) + (77) + (81) 
dans la forme 

[©icoj = 0 , 
l<pcox] + [a>4oft>2] = 0 , 

[C(^40COi] — [CÜ51CO2] = 0 , 

- [o>5iO>i] + [9^2] - MPlm^o),] = 0 , (83) 

[03a>J = 0 , 
[04^2] -= 0 

d'où après le lemme de Cartan 

01 = hiWi, 

©3 = А4Ш1 , 

©4 = hc02 , ( ^ 4 ) 

Ç? = Agft>i + ^2*^2 > 

CO40 = ÄgCf^i — А7Ш2 , 

CO51 = A7CO1 — (Äß — Ж Р ) Û>2 . 

Les surfaces considérées sont donc données par le système fermé (4) + (15) + 
+ (36) + (74) + (80) + {Щ qui est en involution. Les surfaces examinées 
dépendent donc de sept fonctions d'une variable, 
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Резюме 

ВОПРОСЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПРОЕКТИВНОГО 
ИЗГИБАНИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ С СОПРЯЖЕННОЙ 

СЕТЬЮ В 8, 

АЛОИС ШВЕЦ (ALOIS SVEC), Прага. 
(Поступило в редакцию 30/1X 1955 г.) 

В своей работе Проективное изгибание поверхностей с сопря^кенной 
сетью в 8^ (настоящий журнал) я охарактеризовал с геометрической точки 
зрения все поверхности с одной сопряженной сетью и тройным слоем 
асимптотических у2з ^ ^Б? которые допускают проективное изгибание (3-го 
порядка). В настоящей статье на основании указанных геометрических 
свойств исследз^^ется общий случай рассматриваемых поверхностей со 
следующими результатами: 

I. Оба первых преобразований Лапласа рассматриваемой поверхности 
является поверхностями. Проективно изгибаемые поверхности этого типа 
зависят от десяти функций одного переменного. 

II. Одно преобразование Лапласа рассматриваемой поверхности является 
поверхностью^ другое же вырождается в кривую. Проективно изгибаемые 
поверхности этого типа зависят от семи функций одного переменного. 

III. Случай, когда оба первых преобразований Лапласа данной поверх-^ 
ности вырождаются в кривые^ был подробно исследован в моей работе 
Проективное изгибание некоторых поверхностей с сопряженной сетью 
(Чехословацкий мат. журнал, т. 5(80) 1955), где были в явном виде най
дена дифференциальные уравнения этих поверхностей и другие их геомет
рические свойства. 
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