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Yexociaopanknii MaTemaTHYecknmii wkypHai, T. 7 (82) 1957, IIpara

CERTAINES ENVELOPPES DES FAMILLES o«? D’HOMO-
GRAPHIES DANS S,

ALOIS SVEC, Liberec

(Regu le 26 novembre 1955.)

Dans ce travail, j’étudié les enveloppes des familles «o? d’homogra-
phies dans S;, ¢’est-a-dire les déformations ponctuelles d’un complexe
de plans dans S;, en me bornant & de tels complexes pour lesquels les
foyers dans chaque plan forment trois droites linéairement indépen-
dantes. Comme on verra dans la suite, ces complexes spéciaux de
plans sont une analogue directe des congruences de droites dans S}, il
n’est donc pas sans raison de nous étre bornés a eux. Il ne serait pas
difficile de généraliser le probléme résolu a I’étude d’une déformation
ponctuelle d’un systeme S,_, = S, (%, ..., u,) de sous-espaces a
n — 1 dimensions de I'espace S,, _;, en supposant que la variété des
foyers V_, C S,_; se décompose en n S, _, indépendants.

Le but poursuivi dans ce travail est de montrer sur un exemple
spécial au moins, en détail la situation décrite par I.. MURACCHINT dans
son travail ,,Sulle transformazioni puntuali che sono inviluppi di
omografie** dans le cas d’une déformation ponctuelle d’un systéme gé-
néral de sous-espaces. Le fait que le travail cité de M. Muracchini est
trop général et — qu’il me soit permis de I’écrire — n’en dit pas be-
aucoup dans un cas spécial, a constitué une autre raison qui m’a
poussé & écrire ce Mémoire.

1. Soit donné dans l'espace projectif a cinq dimensions S; un complexe K
(c’est-a-dire une famille oo?) de plans

= (U, Uy, Ug) - (1)

Si je choisis les fonctions «; d’une fagon bien déterminée u; = wu,(t), les plans =

forment une variété V, dont l'espace tangent suivant le plan générateur =
sera

=14,4,4, 2 —
! [ Wets Ty Tar dt

J’appelle la variété V; développable, si ses espaces tangents T ont une dimension
plus petite que 5. Dans ce cas chaque son plan coupe chaque plan infiniment
voisin dans un point (au moins) appelé foyer. Dans un complexe K les variétés de

d4, d4, dA3]



plans développables sont déterminées par I’équation differentielle de premier
ordre

[4,4,4,dA4, dd, dd,] = 0. (2)

Le premier membre de I’équation (2) est une forme de troisiéme degré en du,;
je vais me borner aux complexes K pour lesquels la forme en question est le
produit de trois formes linéaires indépendantes en du; je les désigne par
wy, Wy, wg. L’équation (2) devient alors
W,wywg = 0 (3)
et 'on a
[wywams] + 0. (4)
Je vais étudier des complexes K tels que pours =1, 2, 3 il y a pour w; = 0
(et w;, w;, quelconques) un foyer et un seul et que les trois foyers en question ne
se trouvent pas situés sur une méme droite; je prends ces trois foyers pour
points A;. Maintenant il est clair que 1’on peut pour chaque triple (u,, u,, u;)
choisir un repére dans S; de telle fagon que

d4;, = w4, + 045 + 04, + 0,4,

d4, = w4, + wyd, + 05,4, + w45,
dd; = wg 4, + wg3d, + w534, + w4
d4, = wgd; + 0pd; + 0d; + 04, + wyds + wyds (5)

d4; = w51A1 + w5, + w53A3 + w5y + w5545 + wSGAG >
ddg = wad; + 0ed, + weds + wedy + wesdys + weeds
On pose

W4 = W1, W35 = Wy, W3z = W3 (6)
et 'on obtient pour le complexe K les équations .
W15 = W1g = Wgq = Wgg = W3g = W35 = 0 (7)

qui, aprés une différentiation extérieure, donnent

[01002] + [01045] = [0130;] + [01046] = [wg0,] + [Wow5] =

(8)
= [Wy303] + [@3056] = [05,0,] + [03064] = [W3205] + [@W3045] = 0
et suivant le lemme de Cartan
Wyp = A1y — Gy , Wy5 = AyWy + AWy ,
W3 = by — bow, , w4 = bowy + by, ,
Wy = €101 — Cyy , W54 = CoWy + Cow, , (9)
Wyz == €03 — €43 , W5 = W3 + €W, ,
wgy = f10; — fowy, wey = fo; + fo0,,
W3 = 10y — GoW3 , We5 = JoWz + Jas -

Du systéme fermé (7) + (8) il s’ensuit que les complexes de plans considérés
dépendent de six fonctions de deux variables.
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La différentiation extérieure de la premiére colonne de (9) donne

[01045] = — [dag ;] + ..., [wy055] = — [deg wy] + ...,
Lw1w43] = — [db, o] + ...y [ozwe] = — [dfo 3] 4 ..., (10)
[wy05] = — [dey wa] + ..., [wawe] = — [dgy ws] + ...
de sorte que I'on peut faire
@ =by=cy=¢ey=fy=go=0 (11)
et alors les équations (9) deviennent
W1y = G0y, 053 = by,
Wyy = C1 0y Wa3 = €03,
g = [0y, w3 = G105, (12)

Wy5 = A1, Wag = bywy ,
W54 = CaWs W5 = €30y ,
Wey = faws, we5 = gaws .
On voit facilement que dans 'espace S;, duel & 'espace S;, les plans [E,E ]
olt
B, = [A2A3A4A5As] > Ez = — [4,4;4,4;4,] ...,
Ey = — [A1A2A3A4A5]
sont définis de fagon bien connue, forment un complexe K* du méme type. Les
foyers A, ou E; engendrent respectivement les variétés (4;) ou (E;); ¢ = 1, 2, 3,
j =4, 5, 6. Je ne m’intéresserai qu’au cas général ol les variétés focales des
complexes K et K* sont a trois dimensions. On voit des équations (5) et (12)
qu’on a alors

2
[ ladicieifig: + 0. (13)
11

De (5) découle

A = (0130, + 0450,) A5 + (01505 + 04e0,) 44
(mod 4,, 4,, 4, 4,) .
Les asymptotiques de la variété (4,) sont ainsi données par un systéme d’équa-
tions
01303 + Wg50; = 01305 + W40y = 0 (14)

qui devient en raison de (12)
2,05 + ;07 = bw; + byl = 0. (15)

Les courbes w;, = w, = 0, 0; = w3 = 0, wy, = w; = 0 engendrent sur la
variété (4,) une 3-congruence de courbes K;. Il est clair que dans I'espace S,
tangent & la variété focale (4,) au point A4, les trois tangentes du systéme K,
forment le triédre polaire du quadrilatérale complet engendré par les tangentes
asymplotiques.
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De [dw,] = [w,(w4 — 4,)] s’ensuit que 1’'équation
Wy = 0 (16)

est completement intégrable de sorte que l'on peut décomposer la variété en une
couche de surfaces dont chacune a pour plan tangent aw point A, justement le plan
correspondant du complexe K. Avec (16) on a

d24, = a,w34 5 + bywid, (mod A4,, 4,, 4,) (17)

de sorte que chaque surface de la couche considérée a un réseau conjugué et ses
tangentes aux courbes de ce résean sont [A,4,], [4,4,].

2. Soit donné, dans l'espace S5, un autre complexe K’ de type considéré,
je désigne par A les points du repére lui correspondant. J’ai ensuite les équa-
tions (1')—(17’) analogues aux équations (1)—(17) ou j’écris w;; au lieu de w,; et
@), ... au lieu de a,, .... Dans toute la suite j’écris

0y = Wy + Ty (18)

Supposons que le complexe K’ soit en correspondance C' (plan — plan) avec le

complexe K de telle sorte que les variétés développable V, se correspondent respec-

tivement. Une telle correspondance peut étre determinée dans le cas le plus
général par les équations

Tiy = Ty = Tzg = 0 (19)

qui donnent par une différentiation extérieure
[01(Taa — T11)] = [@5(T55 — Tao)] = [w4(Tes — Ta3)] = 0. (20)

La correspondance considerée entre deux complexes donnés dépend de trois
fonctions d’une variable.

Je dis que deux complexes K et K’ qui sont en correspondance (quelconque)
C sont en déformation ponctuelle si I'on peut étendreila correspondance C en
une correspondance ponctuelle C* entre S; et S; telle que pour chaque couple de
plans 7w et 7' = Cn il y ait une homographie H = H(u,, u,, u;) telle que I’énoncé
suivant soit valable: Soit v une courbe arbitraire dans S; passant par un point
arbitraire 4 dans =, alors les courbes C*y et Hy ont au point C*4 = HA un
contact analytique de premier ordre. Il est clair qu'une déformation ponctuelle
d’un complexe de plans K est une enveloppe d’ c0® d’homographies.

Soit ' une déformation ponctuelle, alors les variétés développables V, se
correspondent respectivement de facon qu’elle est de type (19). I’extension C*
constitue entre deux plans correspondants I'un & I’autre une homographie qui
fait correspondre respetivement les foyers; supposons avoir choisi la notation
d’une telle maniére que les points (géométriques) A et C*4,; coincident.

Je vais résoudre la question d’existence d’une déformation ponctuelle d’'un
complexe de plans du type en question. Je considére alors un complexe K pour
lequel (5) et (7) valent, un complexe K’ avec les équations (5') et (7') et la cor-
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respondance (19) entre eux. Les reperes des complexes K et K’ soient choisis de
telle sorte que I’homographie HA; = A; (i = 1, ..., 6) posséde la propriété
citée ci-dessus, c’est-a-dire
HA =4", HdA = dA4A" + (Lo, + Ao, + dw,) A’ o (22)
ol
A =14, + 1,4, + 4, (23)
pour tout ¢; et w;; 4,7 = 1,2,3. On a
A = O%A = t, Ay + t,A; + t, 45 . (24)
En partant de
dd = (df) + toyy + boy + tog) A; + (dly + oy + toyy + twg,) Ay +
+(dly + gy + bogy A+ tywgy) A + Lo Ay + oAy 4 twadg
et d’une équation analogue pour dA4’ on obtient de (22,) en comparant les
coefficients de A
Ty = Ty = Tyg == Tgp = Tyg = Tyg = 0 (26)
et
Ty + Loy + Awy + Aoy =0 (2= 1,2,3). (27)
De (27) s’ensuivent les équations linéairement indépendantes
Tin— Tgs =0, Ty — Tg3=0. (28)
Supposons que nous ayons un complexe K, c’est-a-dire que les équations
(7), (8), (9) vaillent. Les complexes K’ qui sont en déformation ponctuelle avec
K sont donnés par le systéme (19), (26), (28) et
Tys = Typ = Tag = Ty = Tgg = T35 = 0. (29)

Une différentiation extérieure de (29) donne

[01745] = [01T46] = [@3754] = [0,T56] = [03T6a] = [W3T6a] = 0. (30)
Les conséquences différentielles des équations (19) sont (20), de (26) on obtient
[0178] = [01T43] = [0:75] = [03Tss] = [03T61] = [0376] = 0, (31)
de (28) on a
[0,751] — [037g5] = [w,Ts2] — [37g5] = 0. (32)
Je multiplie extérieurement 1’équation (32,) par la forme w, et I'équation (32,)
par la forme w, en obtenant ainsi [w,w;Tes] = [Wyw3Tgs] = 0. En vertu de (4)
jai [wyTg3] = O et alors en somme

[01T4] = [03T50] = [03Tg5] = 0. (33)

Les complexes K’ qui sont en déformation ponctuelle avec K sont donnés par
le systéme fermé (29) + (19) + (26) + (28) + (30) + (20) + (31) + (33). Ce
systéme est en involution et sa solution générale dépend de 18 fonctions d’une
variable.
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3. Dans la suite je vais étudier quelques propriétés géométriques de défor-
mation ponctuelle d’'un complexe de plans. Dans ce but j’écris les conditions
pour une déformation ponctuelle de complexes K et K’ sous une forme un peu
changée en spécifiant d’avantage les repéres des deux complexes.

Supposons que les équations (5), (7), (9) et (11) soient satisfaites pour le
complexe K et que les équations analogues correspondantes vaillent pour K'; la
correspondance entre K et K’ soit de nouveau donnée par (19). Supposons en-
suite que les complexes K et K’ soient en déformation ponctuelle avec la corres-
pondance C'* donnée par

A" = C*t, 4, + t, 4, + t34;) = t191A1 + t292A; + t3g3A; > (34)
(010205 * 0),

et ’homographie H engendrant la déformation ponctuelle donnée par

HA, = QIA; s

HAZ = 92A‘.I>. ’
HA; = QaA:lz s (35)
HA, = “41441 + o dy + xgady + xgdy + “45A; + 0‘46A(Is >

HAy = a4y + “52‘4; + agsdy + 0‘54A; + agdy + ageds

HAq = 0 Ay + agpd; + xgdy + 0‘64‘4; + “GﬁA; + “esA:; .

d4" = (dt, o, + ¢, do; + o101 + t292w;1 + ty03005;) A3 +
+ (dty o3 + 2y doy + t01015 + tz@zwéz + ta@awéz) A; +
+ (dt;5 g5 + t; dos + tl@lwis + tz@zwé:s + ta@sa);s) Ay +
+ t]@lwlA; + tz@zsz; + t393w3Az,; .

En substituant dans (22,) et en comparant les coefficients de 4 j obtiens

tydoy + oty + tz(Qz‘”;l — 01@21) + ta(0s05 — 910)31) -
— Oyl 0y — Ogila0y — agilsws + (A0 + Aawy + Aws) =0,

ty doy + £1(01010 — 0a012) + £302Tae + ts(@a‘*’éz — 0:035) —
— Ogaby 0y — dusalay — Kgolywy + (4,01 + Aawy + Ayws) By =0,

i3 dos + t1(91w;3 — 03053) + ta(@zwés — Q30s3) + £305Ts3 —
— Ogghy @) — Ogabay — dgalsws + (A0 + Ay + A3ws) by = 0,

810101 — Kygb10; — Kgefay — Kgglswz = 0,
o039 — y5l100;) — Kgglay — Kgsfawg = 0,
303003 — 00ggh10; — Ksglay — Kgghyy = 0.

En comparant ensuite les coefficients de ¢; j’ai

do; + 01711 — xuwy + Loy + A, + Aw; =0,
dog + 05722 — &5y + Ay + Ayw, + Ay =0, (37)
dos + 03Tss — ez + Aoy + Aywy + Aywy = 0,



(031 — 0,61) @, — K505 = 0,
(93f; — oify) o — agwy =0,
(010, — 0s11) Wy — xgpey = 0, (38)
(0391 — 0391) @3 — Xggwy = 0,
(0107 — 03b1) w3 — g, = 0,

! 0
(0261 — 0361) W3 — X5y = 0,

Xgg = 01, Oy = Xgqg =10,
K55 == 05, O45= g5 =0, (39)

Kge = 03, g5 = 556 = 0.

La condition nécessaire et suffisante pour la déformation ponctuelle des
complexes K et K’ est donc 'existence de fonctions 01, 02, 03, &, f, ¥ et d’une
forme w telles que

do;, + 0171y = cw, + o,

doy + 0273 = P, + o, (40)
dos + 0373 = Yo, + @,
0141 = 020, , : (41)
lei = 03b; , (42)
0561 = 0101 » (43)
0261 = 0361 (44)
osfy = ey s (45)
0391 = 0201 - (46)
Il résulte de (41)—(46) que
e, = age; (47)
bifi = bify (48)
€19, = ey - (49)

Je vais étudier maintenant les conditions (47)—(49). Je choisis sur la variété
(A4,) une surface ¢ de la couche de surfaces considérée ci-dessus. Soit alors
®; = 0. On a done

dA4, = wy A, + e,wydy + 0,45, dd; = gi0,45 + wzads + wzdg . (50)

Il s’ensuit de 134 que les droites [4,4,] situées dans les plans tangents & la
surface { forment une congruence aux surfaces focales (4,), (4;); sa forme
ponctuelle de Laplace-Darboux étant e,9,w,w;. On a done ’énoncé suivant:

Soient donnés deux complexes K et K' en correspondance (19) qui induit une
autre correspondance entre les variétés focales (A,), (Ay). Soit ¢ une surface de la
variété (A,) telle que ses plans tangents appartiennent au complexe K- soit ' la
surface lui correspondante. Soient enswite £, et £, les congruences de droites
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[4,4,] ou [A,A}] situées dans les plants tangents aux surfaces C et {' respective-
ment. La condition nécessaire et suffisante pour que les congruences £, et &, soient,
pour chaque surface { & la propriété citée, en déformation ponctuelle est que (49)
soit satisfait. On se rendra compte de la signification géométrique des conditions
(47), (48) en interchangeant les variétés focales.

Il nous reste a étudier les conditions (40). Je dénote par d,; la différentiation
pour laquelle w; = w; = 0. On a alors

dysd, = ¢y, 4, + wye(dyy) Ay,
d23A3 = fim, 4, + wg5(dys) Ay -

Je vais considérer une courbe y w, = w; = 0 de la variété (4,); les droites
[A,A;] des plans du complexe K dont les points 4, se trouvent sur y forment
alors une surface reglée &£, & laquelle correspond (droite —- droite) une autre
surface reglée f.. dans 'espace S;. J'impose maintenant la condition que I'on
puisse étendre ponctuellement la correspondance qui existe entre &, et &, d’une
telle maniére que A, — A;, A, - A, et que 'extension jouisse de deux pro-
priétés suivantes:

1. Pour chaque couple de droites p € &,, p’ € &, se correspondantes respecti-
vement il existe une homographie H entre S; et S; faisant correspondre mutuelle-
ment les foyers des plans appartenant aux complexes respetifs et passant par
les droites p ou p'.

2. Supposons qu’une courbe ¢ située sur &, passe par le point 4 situé sur
[4,4,], soit ¢’ la courbe correspondant & ¢. Je demande que les projections des
courbes ¢’ et Hyp du point de vue A4; aient au point A’ un contact analytique de
premier ordre.

Soit

(51)

C*(t, 45 + t34,) = tz@zAé + ts@aA; (52)

Iextension ponctuelle en question. Soit (35) ’homographie H. Alors on a néces-
sairement

H dyy(t, 4, + 34,) = dzs(tzezA; =+ ts@sA;) + }’wl(tZQZA; + ta@aA;) +

+ () 4 (53)
pour tout &, t,. En substituant et en comparant les coefficients de 4,, A; on a
dy30s + 03Tas + 4w, = 0, da303 + 03753 + Ay = 0. (54)
On a donc
dy30s — das03 + 09735(das) — 03735(dss) = 0. (55)
Or 'équation
[(doy — dos + @3Ts — 03T33) W3] = 0 (56)

est tout a fait équivalente & 1’équation (55); je viens donc de trouver sa signi-
fication géométrique. Or I’équation (56) s’obtient en soustrayant les équations
(40, 5) et en multipliant extérieurement par la forme [wyw,].
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La déformation ponctuelle des complexes K et K’ donne six conditions simples en
accord avec le théoréeme d’existence trouvé. Soient K et K’ deux complexes en
déformation ponctuelle, j’ai alors trois conditions (47)—(49). En partant de
(41)—(46) je détermine les p,, ou plitot leurs rapports, et puis je calcule les
expressions @,; = dp, — do; + 0,7,; — 0,7;;- Les autres trois conditions sont
ensuite données par [O,0,0;] = 0; 7,7 = 1, 2, 3.

Peswome

HEHOTOPHE OTUBAIOIMUE co®* KOJIJIMHEALIUN B 8,

AJIOUC MIBEIL (Alois Svec), JIu6eperr.
(ITocrymumo B pepaxiuio 26/X1 1955 r.)

B paGore umsywaiorcs ormbaronime 03 KosuimHeaumii B Sy, T. e. TOYeYHEHIe
narubanus (B cmbicae axaf. 9. Yexa) xommiekca Wiockocreir B Sy, mpuuem
s OrPaHWYMBAIOCH TAKUMHU KOMIUIEKCAMH, JUI KOTOPBIX (DOKYCHl B KayKIOH
nIocKocTH 00pas3yioT TP JIMHENHO He3aBucHMbIe psaMble. PaccmarpmBaemsbie
KOMIIJIEKCBI IIJIOCKOCTEH 3aBHCAT OT mecTH QyHKIWM ABYX nepemenHbix. Howm-
IJIEKCHI, COCTOAMME ¢ JAHHBIM KOMIJIEKCOM B TOYEYHOM W3rMOAHUW, 3aBUCHT
or 18 ¢yHKUmil ogHOrOo mepeMeHHoro. Mtak, TOuyeuHOe M3rmOaHuUe laeTr IecThb
IIPOCTHIX YCJIOBHH, TreOMETPIYECKNIl CMBICT KOTOPHIX BEISCHEH.
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