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Yexocaopankmii MaTeMaTHYCCKHI EypHaX, T. 7 (82) 1957, IIpara

THEOREME FONDAMENTAL DE LA THEORIE DU CONTACT
DES COURBES

ALOIS URBAN, Praha.
(Regu le 23 mai 1956.)

En employant la notion du contact analytique des courbes au sens
de M. FuBiNI, Dauteur traite une extension d’un théoréme dit & M.
CecH, qui exprime des conditions nécessaires et suffisantes pour que
deux courbes, ayant au point commun, qui est un point simple de
chacune d’eux, un contact d’ordre s — 1 (s = 1), aient en réalité
au point donné un contact d’ordre s + 0 — 1 (0 = 1). La condition
restrictive ¢ < s, posée par M. Cech, n’est pas supposée.

1. Introduetion. En cherchant la solution générale de deux problémes fon-
damentaux de la théorie du contact des courbes, ¢’est-a-dire I’étude du contact
des projections de deux courbes d’un centre de projection?) et I’étude du con-
tact des projections d’une courbe de deux centres différents,2) M. E. CkcH a
utilisé avec avantage un théoréme sur le contact des courbes, qu’il avait
formulé et démontré.?) Cet énoncé donne des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que les courbes supposées d’avoir au point commun, qui est un
point simple de I'une et de 1'autre courbe, un contact d’ordre s — 1 (s > 1),
aient en réalité au point donné un contact d’ordre s + ¢ — 1 (¢ = 1).

Le théoréme fondamental ayant été énoncé pour le cas 1 < ¢ < s seulement,
on devait donc poser de méme cette condition restrictive en chercheant la
solution générale de deux problémes fondamentaux mentionnés plus haut.

En généralisant le théoréme dit & M. E. Cech, nous énoncgons dans ce Mé-
moire un théoréme général ot n’intervient pas la supposition restrictive o < s.
En considérant I'importance de cet énoncé dans la solution de divers problémes
concernants le contact des courbes,’ on peut le regarder comme théoréme
fondamental de la théorie du contact des courbes.

1) [3]..
%) [1]; [2], p. 153—161; [4].
3) [2]; p. 116—-117; [3], p. 6—10.
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2. Théoréme fondamental de la théorie du contact des courbes dans I’espace
euclidien. Soient données, dans un espace linéaire , & n dimensions (n > 2)
rapporté a un systéme de coordonnées curvilignes u; (¢ = 1, ..., n), deux
courbes C, C, definies respectivement par des équations paramétriques

Ci=u;=gqw), Ci=u,=ylv), G=1...,mn),
ou gy(w) (p:(v)) (¢ = 1, ..., n) sont des fonctions univoques et analytiques d’une
variable indépendante w(v), définies dans un intervalle ouvert W (V).
Considérons sur la courbe C; (C;) un point simple arbitraire A (B) corre-
spondant & la valeur w = we W (v = 0 ¢ V) du paramétre w (v) et désignons

d”%(w)] [d"wz(v) ] .
Qv = |~ y Wi = " N (’l/: 1,..., n, v = O, 1, 2,...) s
[ dw o dv o=

oll, comme d’ordinaire, pour » = 0 on pose @, = @W), Y, = p,(0); 4 (B)
étant un point simple de la courbe C; (C,), tous les nombres ¢, (y;;) ne peuvent
pas s’annuler simultanément.

Supposons maintenant que les points 4, B soient confondus, c’est-a-dire
801t @z = i (2 =1, ..., m).

Cela étant, nous déduissons le théoréme fondamental suivant:

Théoréme 1. Sotent s > 1, o > 1 des nombres entiers. Supposons que les
courbes C, Cy atent au point A un contact analytique d’ordre s — 1.4)

Les courbes Cy, C, ont au point A un contact d’ordre s + o — 15) si et seule-

ment si U'on peut trouver des nombres a, (v = 0,1,...,0 — 15 ay + — 1 dans le
cas s = 1) tels que
k' te-1
Vis+t — Qis+t — z z Z (Pl;clrk Ayt Bty =ty v+ Qg —gz «
E=11t=0t,=0 tx=0
( ks 4 t, ) ((k — s + tl) (23 + tk-—2) (3 + tk—l) (2.1)
E—1Ds+t)\(k—2)s +t,) " \8 -+t b ’ ’

t=1..,m¢t=0,...,0—1),

ot t, est donné par la relation ty =t — (k — 1) s et ow ko, k' sont des nombres
entiers déterminés de manitre que (kg — 1)s+1< a0 ks, 1B <k,
K —1s<t< ks
Démonstration. Selon la supposition, les deux courbes C; et C, ont au
“ point commun 4 un contact analytique d’ordre s — 1 (s = 1). Il s’ensuit de
la définition du contact analytique que par rapport & la correspondance donnée
par la relation w = » on a pour le parametre % = % du point 4

P=%s (=1...mr=0.,s—1). (2.2)

4) La définition du contact analytique d’ordre s — 1 est donné p. ex. dans [4], p. 3—4.
5) On entend par l& un contact géométrique.
%) [4], p. 6—8 (pour le cas k; = 1).
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On voit sans difficulté que toutes les correspondances analytiques qui
réalisent un contact d’ordre s — 1, peuvent étre mises sous la forme suivante

s} ('U _ 1‘;)s+a
w=7v + 7 % 2.3
leo (8 =+ (X)' ( )
3 , (dw
étant donné Wl #* 0, dans le cas s = 1 nous supposons a, = — 1.
V=0

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes C, et C, aient un
contact d’ordre s + o0 — 1 (¢ = 1) au point 4 est qu’il existe une correspon-
dance analytique

w = F(v) (2.4)

. . [dF
telle que F(v) = v, (%) . #+ 0 et telle que le contact analytique des cour-

bes C; et O, au point 4 par rapport & cette correspondance soit d’ordre s +
+ o — 1, c’est-a-dire que

d'g(F(v)) dryi(v) . ,

[*u—fv--] = [—av” ] o t=1..,mv=0,..,8 +0—1). (2.5)

doy -
V=0

Pour la correspondance (2.4) on en déduit, ayant égard aux équations
(2.2) la relation

dr
—— = 2.
(dv )v:; ! ( 6)
en supposant s 2> 2, et les relations ultérieures
dvF
(E’U—;)vj;:o (1’: ,...,8—1) (2.7)

en supposant s > 3.

I1 est évident, d’aprés les conditions (2.6) et (2.7) justement trouvées que
chacune de ces correspondances appartient aux correspondances (2.3); elle
a donc la forme

w=F@v)=v + “il =2 %)“ﬂ_
- - = (s +pB)!

ot (m) désigne ’ensemble des membres qui ont (v — ®)™ comme facteur.

ag + (s + o), (2.8)

Afin de pouvoir trouver les conditions nécessaires et suffisantes démandées
telles que le contact des courbes C, et C, soit d’ordre s + ¢ — 1 au point 4,
il faut substituer (2.8) & (2.5).

Avant tout, nous allons trouver ¢,(F(v)). On a

BE@) =g+ 3 L F) =+ (5 +0), (29)
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ou il faut encore substituer pour (F(v) — )%, « =1,..., s + 0 — 1; pour
(F(v) — v)* on trouve

c—1 o\s+f8 a
I O

o (5 + B
_ i (0‘)(” _ gy k=D (‘El (v — v)? a )k + (s +0)=
2 \k o (s L B! 8 (2.10)
B o > ol & apQp, ... Ap
==+ kzl ﬂl,..zﬁk:o(k) (s + B (s + B -n (s + B!

o

. (1) . v)a+k(s—1)+ﬂl +Bs+ ... +Br + (S + 0_) ,

(x=1,..,84+0—1).

On peut mettre le résultat obtenu sous une forme ou (s + o) désignerait
tous les membres de la fonction (F(v) — )%, qui possédent au moins (v — v)s+
comme facteur.

Introduisons, pour abréger, une nouvelle notation

c—1
Aplp, --- Q oy +E(s—1) +By +Bs+... +B
M,, — (0‘) £:%p Ar (v — %) + %
B s a0 \E/ (s B (s + B! - (s B!
(x=1,..,8s +c—L k=1,..,x).
Les nombres entiers s = 1, ¢ 2> 1 étant donnés, nous pouvons trouver
sans ambiguité un nombre entier positif de telle maniére que les inégalités
(kg — s+ 1< 0 ks (2.11)
soient satisfaites.
Enfin, désignons par o, les nombres entiers définis par la relation
oy=0—A—1)(s—1), (2.12)
ou A est un nombre entier (particulierement ¢y = s + ¢ — 1, o; = o). On voit
immédiatement que les nombres o, possédent les propriétés suivantes
a) s = 1 <=> g, = ¢ pour chaque 4,
b) s>1, A< pu<=0,>0,, (2.13)
C) Op, i1 Sh= O,
k
En vertu de (2.11) la condition o + k(s — 1) + > f; > s + ¢ — 1 équivaut
i1
" 4 1’'inégalité

k
B> o — s (2.14)
i=1

or, il est évident, que (s + o) contient précisément tous les membres de
Myp (x=1,...,s+0—1; k=1,..., «) pour lesquels les conditions (2.14)
E

sont; vérifiées. La condition > f; = 0 étant toujours satisfaite, il en résulte que
i=1

276



pour chaque nombre entier positif £ et pour chaque x > o; tous les membres
de M,; appartiennent & (s + ¢); or particuliérement tous les membres de
M, ; pour k > k, appartiennent de méme a (s + o), parce que, d’apres (2.12),
dans ce cas on a toujours & > 0.

Maintenant, nous pouvons trouver aisément ’expression pour ¢,(F(v)); il
suffit de substituer (2.10) dans P’équation (2.9) et d’employer les résultats
justement trouvés.

On déduit
s+a—1¢ c—1 @e
(F(v) = (v — ) i
pFE) = 3 S +k21 “Zk D~
Br4Bo+ oo +Br Sop—0a)
o Ay - Cpy ONer +E(s—1) +By 4. B
— 0 . (2.15
()(s+/31 e Y et 1)

Quant au résultat trouvé, on peut le remplacer par une autre équation plus
convenable. A cet effet, nous ferons usage de I'identité
1 [« 1 1 1
ol (k) (5+B) s+ BN K (> +Es—1) +p8 +... +p)°
(6 — B) + (s 4 Bo) + oo (s + B! _
' (x = E) (s + B! --. (s + B!
1 1 x—k+s+p
THG =1 + B - +ﬁf)!( s+ B )
.(("—'k + 25 + By ‘%‘ﬁz) (OC +h(s—1) + fy + ... + ﬁlc). (2.16)

s + e s + B
En outre on peut encore remplacer les paramétres «, 8; (i = 1, ..., k) par
les nouveaux parameétres £, (A = 0, ..., k) introduits moyennant les équations
k—i
h=oa—Fk, tizzx—~k+2ﬂA (t=0,....,k—1) (2.17)
A=1

et par le parameétre auxiliaire ¢ introduit moyennant 1’équation
t=t,+ (k—1)s. (2.18)

13
, Des conditions 4k < x <03, 0SB, <o—1 (=1,..,k), D<o —n
o =1
et de (2.13a,b) il résulte que

0<>hSa—a (= 1,..., k).
=1 :

Or, pour les paramétres 7, (A = 0, 1, ..., k) et £, on obtient

0<tyu<or—k, 08,5t (1=0,...k—1), (k—l)s<t<g_1

i+l —
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En substituant (2.16), (2.17) et (2.18) dans (2.15) on obtient en définitive
‘o—1 o—1 ta ty

s—1
¢1(F(v)) — Z (po:; (?] . 5)« +t» Pis+t ( _ v)s t + z

o (s +t)! = s o0

" Qi (v — o) ( (k—7)s+t; )
’ t o kl (8 + t) jI:'[Oatk jo1-tk—j (k‘ _ 7 . l) s 4+ tj+1) + (8 + 0')- (2.19)

S+t
D) oo <i 2o,

Si nous choisissons un nombre entier positif &' tel que 1 < k' < k,, alors
nous trouvons

De (2.19) il est facile de déterminer (

ds g (F(v)) C Pk
( d?;-“rTrw . Piee ZuZOz;o 4o I;,',J Bttty oo oyt
' ks + t, E—1)s + 1 $ + thq (2.20)
(k—1)s +t)\(k—2)s + ¢, iy

pour ¢ qui satisfait aux inégalités (&' — 1)s < ¢ < k's.

En substituant (2.20) dans (2.5) on obtient (2.1),¢.q.f.d.

Remarque. D’aprés (2.13a), dans le cas ou s = 1, nous avons k, = o, &’ =
=t-+1,t,=¢+ 1 — k et par suite nous pouvons mettre (2.1) sous la forme:
(@ = — 1)

t+1t+1—k o, .

. (pi,.*k+lc
Viret = Qiret = z Z Z Zo TR At p1—k— 1,01ty + o iy _y—ty -
th= :

E=1 ;=0 t;=0
t+1 F—1+¢ 2 b p) (1 + by
Ne—1 +¢)J\k—2+¢t,) "\ -ty i ’

3. Théoréme fondamental de la théorie du contact des courbes dans un
espace projectif. Soit donné un espace projectif S, & n dimensions (n > 2)
rapporté a un systéme de coordonnées homogénes ordinaires (linéaires) x(»
(z=0,1,...,n).

Dans I’espace S, soient données deux courbes?) C; et C, définies respective-
ment par les équations paramétriques

Cy =20 =a®(w), Cy=yd=ydFk), (=01,..,n),
que nous allons écrire, comme d’habitude, en forme vectorielle
a) Oy =z =aw), b) C;=y=y(). 3.1y

7) Les équations z() = 2()(), (4 = 0, 1, ..., n), expriment les équations d’une courbe

a) si les fonctions 2(9)(¢), ¢ = 0, 1,..., n, sont des fonctions d’une variable indépendante
t définies dans un intervalle ouvert 7,

b) siun au moins des nombres z(9), 2(1), .. 2(") est différent de zéro pour chaque valeur
du paramétre ¢ de l'intervalle 7',

c) si, a(®) étant des constantes arbitraires, o(f) &= 0 étant une fonction univoque
analythue du paramétre ¢, les équations z() = p(¢) a(? (s = 0,1, ...,n) ne sont pas.
vérifides.
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Soit 4 un point simple de la courbe C; (C,) correspondant au paramétre
w=w (@ ="0).
Pour les fonctions x(w) et y(v) posons

_ | dz(w) d”y(v)] B
T, = [ dw” ]w=u°)’ Y, = [———dvv s’ »=0,1,..),

N o o
ouz, = x(w), Yo = Y(v).
Nous allons énoncer le théoréme suivant:

Théorédme 2. Soient s > 1, 0 > 1 des mombres entiers. Soit k, un nombre
entier positif donné par les inégalités (ky — 1) s + 1 < 0 < ks.

Supposons que les courbes C, et C, aient auw point A un contact analytique
d’ordre s — 1;8) soit y, =2, (» =0,1,...,8s — 1).

Les courbes C, et Cy ont au point A un contact d’ordre s + o — 1°) st et seule-

ment si Uon peut trouver des mombres a,b, v=0,1,...,06 —1; ay +# — 1
pour s = 1) tels que
1. ky = 1:
& 8+
Ysva — Lspa = Z ( )(a’x v v+1+ba v v)’ (0‘:01 17---;0_ 1)7 (3'2)
r=0
2. ky > 1:
<o [§+ « .
a’) ys»i»a - xs+zz = z ( » ) (atz-—vxv+1 + ba—vxv) 2 (OC = 07 1, e § — 1) H
v=0
s+a % o k' to t
b) Yosta — Xos0 = ZO( )(ae+a Wyi1 T bs+1 ,,x,,) + zz ZO ZO
V= =28 =0 t, =
S ks + t, (G—1)s +t,;
—j—1
.tkzo((k_1)3+t)natk7l_t’”( 78 + by )
Tk L+ k-1 _
.(atn,,,l ir Tbto*i;(kk__ 1)‘), ([X ——O, 1,...,0'—8—* 1), (33)

ot ty est donné par Véquation ty = o — (k — 2) s et ou k' est un mombre entier
positif déterminé de maniére que
2 Zky, K —2)sZa< (B —1)s.19
Démonstration. Les courbes C; et C, ayant au point 4 un contact ana-
lytique d’ordre s — 1, il existe un polynome

s—1

Av) = Zc‘(v—v) 0+ 0,

tel que par rapport & la correspondance w = v on a au point 4, qui correspond
au paramétre w = v,
= (Av)x),, »=0,1,...,8 — 1. (3.4)

8) La définition ducontact analytique d’ordre s — 1 dans un espace projectif est donné
p. ex. dans [4], p. 4—5.

9) On entend par 14 un contact géométrique.

10) [2], p. 116 (kg = 1); [3], p. 9 (kg = 1); [5]; [6].
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En vertu de

CECES IS (“) e 2 g,

on obtient d’apres (3.4)

oy
= 5
Y, “2:0 (“) Colyys € %+ 0, (3.5)
d’ou on peut calculer ¢, (x = 0,1, ..., s — 1).

Dans ce qui suit nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que
¢, = 1 ainsi que (pour le cas s >1) ¢, =0 (x =1,...,8 — 1), c’est-a-dire
nous pouvons supposer que les équations (3.1) des courbes O, C, soient dé-
terminées d’une telle maniére que

y=a, (r=20,...,8 —1) (3.6)
au point 4 mentionné plus haut.

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes C,, C, aient un
contact géométrique d’ordre s - ¢ — 1 au point 4 est qu’il existe une corres-
pondance analytique w = F(v) telle que

et qu’il existe une fonction analytique o(v) telle que o(¥) + 0 et telle que
w
[@ o(v) x(F(v))J = Yy, »=0,1,...,8 +0—1). (3.7)
On voit tout de suite qu’on a toujours
o) =1. (3.8)

Le point 4 étant un point simple de la courbe C;, on a (%, z;) + 0.11)
De cette condition et de (3.6), il résulte immédiatement qu’on obtient (3.8) et

dF(v) do .
( dv )u=;: e (%)Mz—o (3.9)

pour s > 2; pareillement on obtient (3.8), (3.9) et

d’Fv)) dro(v)) _
( dor )v:i;— 0, (—H;V— = 0, »=2,3,...,s — 1) pour s _23

Or nous pouvons poser

¢ o—1

Ay

2o G o) 0—20)"" + (s +0)

F)=v +
1) Le symbole (29 1) = O signifie que les points z,, ; sont distincts.
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(o @y + — 1 dansle cas de s = 1) et
o—1

ow) =1+ 3 (SJW), (v—v)*“ (s +0).

Ayant égard a I’équation [v. (2.19)]

S+0—1 o—1 to t
x(F(U)) z ('U - U) + zl t=(k—1)st, =01 —0 v

tr-1

xtk_t;g (v — ’U) (%)
S | EOA’ o),

ou
® k—gs+t; g
Af N ((k—j—— 1) s + ti+1)’ th=t—(k—1)s
et utilisant
$+0—1 o—1 o—1 « S+
Ly bﬂ __oysHBt s + Q
t; goﬁ(s +W(v v) azog Zybg—y ( ) )(8+“), + (s + o)

on calcule aisément que
s+o—1 c—1 t, ty

o(v) 2(F(v)) = Zox—";(v——v +z SOSS L zxtk+k(v~v

=020 50 K (s + o)
YTIAaMrUZ1 ixba_ (8+"‘)( VLSS S S S
4 (s + x)! E=1t=(h—1)s 6=0t,=0;=0
23+a+thk—1

)s+t

tk—-|
Ziprr bac i (’I) - ?J) A(k)
2 TH Gl e AT Tera. (3.10)

Evidemment, deux cas sont a distinguer a) k, = 1, b) k, > 1.

Dans le cas ou k, = 1, on peut mettre ’équation (3.10) sous la forme
s—1
xa o
o) aF0) = 3 %% (0 — i) +

o—1

# 5 e+ 30T e+ e C T 40 @1

. o N 1 o\yp
Le coefficient aupres de — (v — v),»=20,1,...,8 + o — 1, dans la fone-
(2

tion (3.11) étant [%% o(v) x(F(ﬂ))] ., on en déduit
V=0

ds+zx 3
[(lz)s_+“ o(v) x(F(v))] =T+ Z (8 T [X)(aa i1 + Dassy) s
(6 =0,1,...,0 —1).

En substituant les expressions trouvées dans les équations (3.7) on obtient
les conditions (3.2).
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Si ky > 1, nous pouvons introduire un nouveau parameétre » par la relation
v =t + 8 + «; on déduit sans peine que
ko o—1 o—1 t, ty (’U _ {;)2s+a4l k—1

tg—y etk ba ™
2, 2 22 22 xk‘k(s—l—a)! (s + ) [] 4y =

k=1 t=(k—1)s «a=0¢t,=01¢t=0 tr =0 j=0

ko—1 o6—1 o—ks—1 t, t, (

S5 S TSI S LS e ””)"”—’”“k

AP + (s +0) =
F=1v=a+ks a=0 ,=0t;=0  tr- s+ af (s+ ) go !

ko—1 o-1 v—ks t, ty tr— ,xt " s+ (‘I)—’[))s vk
=2 2 2 2 2.2 b( ) ~——71_[A‘k>+((s+a) (3.12)

E=1vsks am0t=0t:=0 s+af (s +)! ;<o

outy=v — ks — «.

Faisant usage de (3.12), 'équation (3.10) prend la forme suivante

s+o—1

e) 2(F(v)) = ;0 %(U—%)“ 2 Z (8 +(X) (@a—syy +baity) %i_:’)m)! T

o—1 ty ty tr— s+t k—

Tysr (0 — 0,
+kz2t (Lzl)stzotgz—O “tkE:O k(s +t)' n Hoamoatacs -
(k _ 7) s + t,v ko—1 6—1 t—»s u, Uy o u/+/

‘((k—j—l)s‘!‘tnl)_l_z Zz z Z b

r=1t=xs v= 011,~0u,
° —1
8+t (’l)~—’l))s+tx
s+

N

ou

- (x—19)s +
G+l )% ““”~1“~—’(<n— f—1)s 4w,

)J—(s—.La), (3.13)
a)to=t—(k—1)s, b) yg=1=¢—2s —v. (3.14)

Introduisons maintenant dans (3.13) au lieu du paramétre » un nouveau
parameétre u, moyennant I’équation (3.14b), au lieu du parametre ¢ un nouveau
parametre « tel que o« = ¢ — s et posons enfin

=k — 1w =t (i =0,...k—1).

Ceci étant, I’équation (3.13) devient

@)= 3 % w— f 3 ( + "‘) @ b )=
. ¢ o «=0 ! a—Tyi1 + o~y '(8 i 06)!7 f
ke o—1—s &, t, [T
Zuvk ks + &,
- kz" aﬁ(kz 2)8t,20 tZo “tkz=0 k! %t ((k 1)s +1t) ) H Bty sty -
(7 -+ 1) § + tk —j— l) ('U )‘S * ko o—1—s 4 t th—y Lipt -1
’ ) i St ) NN
( 78 + ty—j (2s 4+ oc)l + LZ“ (k—‘))stlz-:()tgo tkz— k — 1) to- 1,

ks + t, (G + 18+t (0 — 9"
((k—l)s“!‘tl)l—[a“]‘t’”( 78 + tej ) (25 + o) +(8+6)’

282



ou fy=o — (k— 2)s, ce qu’on peut mettre, en définitive, sous la forme

s~1

o) x(F(v)) = Z (v— )" + Z {xm + Z ( )(aavvxm + ba_,x,)}.

(’U . v)s+a —s—l s+<x (28 + 0‘) (v - 5)2S+zx
- (8+oc)‘ + Z Los+a T VZO v (@54 ams®y iy + by gsy) (2s + o) +

o—s—1 fo t;-,,( ks + f, 1_[

- kZsz (kz——")stIE—:Ot,ZO ' t;::o (k—1)s -l-tl) o

G+ 1)s 4 tij—r a't;_ka Xyrk-1 ) (v _v)zsw

( is + tees Aty 3 + bt t, 7 k—1)) (@5 + )
Il en résulte

[d“‘*"‘@(v) x(F(v))] _

dvs+a

+ (s + o).

Zsia + ZO (8 —: 0‘) (aa—vxv 1+ ba—ﬂ?y) s
(x=0,1,....8 —1);

S+ o s+o
& O(v) x( (U))] = ZLas+a + z (28 l (X) (a’s+a—vwv+1 + bs+a—vzv) +

dy2ste

k' ty, 4 £ o1 . .
LSS Z( ks 4 t, )natk“tu((7+_1)s+tk_,_1)‘

F=26=06,=0 oo \(k— 1)s + &/ j—0 98 + be_j
Zis s i
. (atrt‘ t;;' k + by, ¢, (—Ic_tlci-lill)f), (x=0,1,....,060 — 8 — .1) R

ou %' est un nombre entier positif tel que 2 K Zky (K —2)sZ 0 <
< (' — 1)s.
On en déduit sans difficulté (3.3).

4. Simplification des econditions fondamentales du contaet des courbes
dans ’espace projectif. Les conditions trouvées (3.2) et (3.3) du contact des
courbes dans 'espace projectif sont linéaires en b,. Quant aux coefficients
a,, les conditions trouvées sont linéaires seulement dans le cas ou k, = 1;
en supposant k, > 1, on voit sans peine que parmi les ¢ conditions (3.2) et
(3.3) exactement s sont linéaires, s quadratiques, ..., s de degré k, — 1 et
o — (kg — 1) s de degré k, en a,. C’est pourquoi I’application du Théoréme
2 aux problémes généraux d’augmentation du contact de deux courbes données
par projection et d’étude du contact des projections d’une courbe de deux
centres différents est tres difficile.

Pour résoudre quelques problémes particuliers relatifs au contact des cour-
bes, il n’est pas nécessaire de faire usage des conditions (3.2) et (3.3) en forme
explicite; il suffit de connaitre la distribution des nombres «,, b, (v =0, ...,

..,0 — 1) dans les coefficients de @, (41 =0,...,s +a+1; «=0,1,..,,
.., 0 — s — 1) dans les conditions (3.2) et (3.3). ‘

De ce point de vue, nous allons simplifier les conditions (3.2) et (3.3); nous

distinguerons deux cas: a) s = 1, b) s > 1.
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I. Soit s = 1. En transformant les conditions (3.2) et (3.3), on voit sans
peine que dans ce cas nous pouvons énoncer le Théoréme 2 sous la forme
suivante:

Théoréme 3. Soit 0 = 1 un nombre entier. Supposons que les courbes C, et U
asent au point A un contact analytique d’ordre 0. Soit y, = x,.

Les courbes C,, Cy, ont au point A un contact d’ordre o justement lorsqu’on
peut trouver des nombres a,, b, (v =0, ...,06 — 1; ayg + — 1) tels que

Y1 — Ty = Ay + bey (4.1)

ainst que (en supposant ¢ > 1)

o 1 4+«
Y1i+a — X140 = ZO ( » )(a’a—vxwrl + ba~;’xv) +

. 1Z+:a1+za:+k§ t"i‘( 1+« )(k—1+t1) (2+tk—2)(1 +t7c—1)
e 150 T T So\k—1+8)\k—2 486 T\ +4, 78 ’

1 1
O -t Uty e Dyt (7;, A1+ ami-t,Ttx s T %=1 bl+a—k—t1xt7¢+k—1) )
x=1,...,0—1). (4.2)

En étudiant les questions concernant le contact des projections des courbes,
supposé que les courbes C,, €, données aient un point commun (s = 1), on ne
peut pas appliquer du tout les résultats trouvés. Dans le Théoréeme 2 (et par
conséquence de méme dans 1’énoncé précédent) nous avons supposé que y, =
= . En continuant & supposer que les courbes C;, C, aient un contact ana-
lytique d’ordre 0 au point commun 4, il faut encore prendre en considération
le cas ou x,, ¥, satisfont seulement une équation de la forme [v. (3.5)]

by =19y, b+0. (4.3)

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 4. Soit ¢ > 1 un nombre entier. Supposons que les courbes Cy, C,
aient au point commun A un contact analytique d’ordre 0. Soit bxy = y, (b + 0).

Les courbes C,, C, ont auw point A un contact d’ordre o justement lorsqu’on
peut trouver des nombres a,, b, (v =0, ..., 0 — 1; ¢y £ — 1) tels que

Y1 — bxy = agbx; + by, (4.4)

ainsi que (en supposant ¢ > 1)
1+al+a—k t,

Yira — 0Ty = 20( ':0‘) (bao_z, 1 + bym,) + Z Z z

k=2 t,=0 {,=0

t"z" 14« (Ic — 1+ t1) (2 + tk—2)(1 + tk—l)a a
R R A VY T b

1

1
cer Qo ('ic" ba14-a—k—tlxtk+k + mbl +a—k—t1xt;¢+k——1) H ((X = 15 2, ceey 00— 1) .
(4.5)
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Démonstration. En remplacant les équations paramétriques (3.1a) de la

courbe C, c’est-a-dire les équations ', = x = x(w), par les équations
C,=&=bx(w), b+0, (4.6)
on obtient, d’aprés (4.5), T, = v,-

Pour les courbes C,, C, données respectivement par les équations (4.6) et
(3.1b), on peut donec faire usage du Théoréme 3 ou I'on pose b=, au lieu de
b, (v =0, ...,6 — 1); on en déduit sans difficulté (4.4) et (4.5).

Les équations (4.1) et (4.2) n’étant qu’un cas particulier des équations (4.4)
et (4.5) respectivement pour b = 1, il suffit de traiter les coefficients de x,
(u=20,....1+a;x=1,...,0 — 1) en (4.5) seulement.

Lemme 1. Supposons que Uéquation

1+e
Y1+a — bxl«\-a z Ll :x # (47)
équivaille & Uéquation (4.4) pour o« = 0 et a Uéquation (4.5) pour &« > 0.
Alorson a
a) Ly, =b,,
/1
b) Li = (1 + 06) bay gy (14 ag)#™t -+ ( —/}; 0() by (1 + ag)r 4 *M,a >
\

<oy p=1,...,x), (4.8)
) Lyt = b(1 + ap)*** — 1],
on *LY, (u < &) est un polyndéme en a, v =0,..,a0 —p), by A=0,...,
.,Cv—l—;t),b;*Lia_ .
Démonstration. En supposant « = 1, on trouve de (4.5)
Yo — by = by, + [bay + 2by(1 + ag)] &1 + B[(1 + ap)* — 1] @5 (4.9)
en supposant « > 1: '

o1 =
?/1+a“bx1+:x:b 0( +0‘) Aoy Ty 11 z )ba_,,x,,—}-

= v=0

a—1 o—
b L1 4« 1+t1) a 1+(x)l—l—tl
i uzo tZO (1 ‘H&) ( 28 Fo—tiBa1-tFeie +t,§~;0 o\l + % ty |-

14+al4a—k1+a—k 1+cx—k1 ¢ 9
PR A AL (A IR

¥ 420 ol 03, 1+t

E—1-+1¢ 1 4+ o
E—24+t)\k—1+1¢ R R e
1+al4+o—kl+a—k 1+a—k
1 1 + ¢ 2 +t,_
T TR R e | I
FT3 th=0 tpietx 4=t (k— 1) te 1+t
E—1-t 1+«
o P I B B L
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En introduisant un nouveau paramétre auxiliaire x, on en déduit sans peine

1+« «
1 1
y1+a bxl—{—a - b Z +ZX) a1+a—/4x z +‘x ba — /t +
p—1 #10 “

b e ot 14w 1+ LA 1 4+a) (1 4w
TR T L | s PRSPRNPES i S (o [ P B

p=2r=p—2 p=lvr=p—1

l1+al+a lra—k 1+a—k 1+rx——k1 1 £ 2 £
Oy ybay Ty .bz E 2 Z Z H( +kl)( +k2)...

=3 pmhtp —pu—Fktp_amtp_, t =t n—k 1 4+,
k—14+1¢ 1 4+«
kE— 2 + tz k— 1 \ atk*l*’k—/tatk«z—fk—l at;—txa/1+a—k—t‘x,u +

1+a « 1+a—k 1+ o—i 14a—k 1 ( 1 +tk._1 )(2 +tk—2)
t2 2 2 Zk, SRR A PR

E=3pu Vg 1 =p—k+1 b 144

E—14+t 1+«
.- (k —24 t:) (k — 14+ tl) Qg g to—1—pQtg gty oy =+ a/tx—tgbl+a~k—t1x;t . (4.10)

En comparant respectivement (4.4), (4.9) et (4.10) avec (4.7), on obtient
successivement pour L{, (u =0, ...,1 4 &; o 2> 0) les conditions cherchées.

a) Avant tout on voit sans peine de (4.4), (4.9) et (4.10) que L;’,(, = by,
L{,=b, L}, = (1 —({)_ (x) b, (x > 1), alors ’équation (4.8a) est valable.
b) Pour Lf, (0 < &; =1, ..., &) nous trouvons de (4.9)
Ly, = ba, + 2by(1 + a,) . (4.11)
En supposant « > 1 ,on obtient de (4.10) d’une part

Li,=ba, + (1 + &) b,_5(1 + ap) + Z (‘ + “) by 1y,  (412)
d’autre part
L7 5 = 3bay(1 + ag) + 3bo(1 + ap)*; (4.13)
en supposant « > 2, on obtient de (4.10) de méme

) 1
L= (1+ o) bagy(1 + ap) + ( *2““) buoll + @ + *Li,, (4.14)

‘olt *Lia est un polynéme du 3e degré en b, ay, @,, ..., Gy_y, by, .., by_s.
Enfin, en supposant &« > 2 et p > 2, il résulte de (4.10)

. 1+« 14+« . 1+oc(1+v)
L"“—b(/t~1)a”“‘”+( p )b"‘"‘+§y=;—z(l +V)u—2 '

a—1 © 14+a—k 14+a—k
1 1
a2+v—;4 a—1—v + *z 1( —:i") (H + ’;) a’1+v—‘u a—1—v + b Z z LR

E=3tg-1=p—ktg_oa=t; ,
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“f‘ 14t z+tk_2)n_(k—1+tl)( 1+« )
IR T e B § R o /Y k—2+6)/\k—1+1¢,
p+1 1+4+oa—k 1+a—k

troncna + 3
Byttt e BpotiPr ety F KT8t =a—k+1t o—tp s

1re—k 14t , )(2 1 tk_z) (k -1+ tl)( 1+« )
tthzm,u*k-i-l 14+6 ) k=248 \b—141¢]"
R = WpmtD1caterr, - (4.15)

On voit immédiatement, que, pour les nombres a,, by dans L{, (u > 2
& > 2 étant fixes), on a vy, = 1 + & — 5 dpaxy = & — .
Le produit

atk ,l+k—yatk—»z_tk41 M atx_tza1+a_k‘t1

(k:3,...,[1,;tk_1=lu-—-k‘,...,1+0‘“—k;ti:ti+1""7]‘+0"—k;i: 1,

., k — 2) contient le facteur @;.,-, alors et alors seulement sil'on est dans
un des cas suivants

&) by =ty =...=t =1+ a—Fk

[3) tk—].:---:tk-i:,u""k; tk_i_lz...=t1:1+oc—k(i:l,._,
Wk —2),

‘y) tk—_l:tk—zz"':;tlzlu—k'

En outre, on voit sans peine que le facteur a,.,_, ne se trouve pas dans les

membres de I'expression L{, (x > 2, u > 2) qui contiennent b, (v =0, ...

., & — u) comme un facteur.

Cela étant, pour la somme de tous les membres de I'expression L, (x > 2
# > 2) contenants le facteur a;,,_,, nous trouvons

. 1 12—k +a)(3—k+a
balm_ﬂ{(ﬂiolc) —!—(Iuio{)(u—— 1) ay + Z k'[( 0‘)( +0‘)

n—k 2 — k4o

R T o R TS

) uw—k 14+u—EFk i —1+u—Fk
(z—}—2——k+zx (i+3—k-—f—zx a)l+oc)+
T+ u—k e +2—k4a T\x—1 o

l4+u—k\(2+pu—Fk p—1 1+« el
+( uw—k )(1+u—l») "(w—i’)(ﬂ-—l)]a" 1}_
. 1 1 1 —1
=bay,0y {(luj_-ol‘) + (Miolc)( ) & +kz ( +“) (Z )a§~1},

uw—1 1
c’est ce qu’on peut mettre sous la forme définitive

bagsa, (;+“)( Toagt (4.16)
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Pareillement, pour la somme de tous les membres de Lf, (x > 2, u > 2)
contenant le facteur b on obtient

boep (1 ;: "‘)(1 o+ oag)h. (4.17)

a—p

De (4.15)—(4.17) il résulte qu’on peut écrire L{ , (x > 2, u > 2) comme suit

14 1 .
L‘f’“ = ba1+a—-,u (Iu t 0;) (1 4 ag)r~t 4 b“*ﬂ( _; (X) 14+ ao)"‘ + *L,il,a s (4.18)
ou *L{ , est un polynémeen b, a, (» =0, ..., x — u), b, (A =0, ...,0 — 1 — p).

De (4.15) on voit sans difficulté que dans le cas ou u = « et dans ce cas
seulement ’ensemble de tous les membres de (4.15) est donné par la somme des
membres (4.16) et (4.17). Des relations (4.11)— (4.14) et (4.18) il résulte ensuite
(4.8b).

c¢) Enfin, de (4.9) et (4.10) (en supposant x > 1) on déduit respectivement
Liy = B[(1 + a,)* — 1] (4.19)

14+« b 1+« « R | 2 4+o0—Fk
lva _ 2 —
L _b( « )a"+ 2( & )(a—l)“°+bkzsk! 14o—k"

T e B L I

Les équations (4.19) et (4.20) avec la relation Li,o = ba,, qui est une consé-
quence de (4.4), démontrent les équations (4.8c).

et

IT. Soit s > 1. En supposant respectivement k, = 1, k, > 1, il faut, dans ce
cas, simplifier les équations (3.2) ainsi que les équations (3.3a,b).
Lemme 2. Soit s > 1. Supposons que les équations

1+o

Ysva — Lsya = Z L‘/st,ax/t (4.21)
u=0

équivaillent, pour 0 < « < s, respectivement aux équations (3.2) et (3.3a), ef
qu’elles équivaillent, pour s < «, aux équations (3.3b).12)

Ensuite on a
a) L, =b,,
b) L. = (;J: (;) R (8 —; “) bomy + *LE (4.22)
O<o; p=1,...,x),
o st =077,

12) Plus précisément: que I’équation (4.21) équivaille, pour & = s + «’, & I’équation
(3.3b) pour «’.
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ot *Lt , (s < &, p < «) est un polyndéme en a, (v =0, ..., x — u), by (A =0, ...,
e — 1 — u) et on
a) *L{ , =0, (o =1,..,8 — Liu=1,.., ),

b) *Lg, =3 (2 ir "‘) @, (x> 2), (4.23)

c) *L;, =0, (s > 2;x = s). N
Démonstration. On voit tout de suite qu’on peut prendre respectivement
les équations (3.2) et (3.3a) sous la forme suivante (0 < « < s)

a) Y; — T, = by%p + gy,

b) Yora — Tsra = baTy + Z {(3 -1;016) Ogiy—p+ (8 * “) b:x—/t} x, +
pn=1 lu w

+ (8 * “) - (4.24
En comparant (4.24) avec (4.21) on trouve sans peine (4.22) avec la con-
dition (4.23a); la démonstration du lemme pour 0 < «x < s est donc achevée.
Dans ce qui suit, nous allons done supposer s < «.
Faisant usage de I’équivalance des inégalités
0<t,<ty, 0<t,<t,..,0<6,<t,,

(k = 2; ¢, ty, ..., t, sont des nombres entiers positifs) aux inégalités 0 < ¢, < ¢,
LSt 1 S by, e, by < 8 < By, on peut remplacer (3.3b) par

a+1 «
s+« s+«
Yssa — Xsya = ”Zl (,u _ 1) Aoy +1—p %y + y§=:0 ( u ) bd—ﬂx/l, +

oL e 1(s+tk_1)(2s+t,,_2 (k—1)s + ¢,
+Z Z Z tzﬁ b 8§ + by .'.((k_2)3+tz).

kE=2tx=01;_,=t; 1=tk L

(ks+t° )a Wttt +kZ§§ tznﬁ—“lv
Nk — 1) s gy ot e o 0 S (f— 1)

(3 + t,,_l) (2s + tk_g) ((k —1)s + tl) ( ks + ¢, )
) t S+tby) Nk —2)s +&) \(k—1)s +¢,]°
Oty e Oty tDte 0 i1t (4.25)
th=a—(k—1)s),
ol k' = 2 est déterminé sans ambiguité (pour « > s fixe) par les inégalités
 —1)s g_}x <k's. (4.26)
a) Commencons par le cas y = 0; de (4.25) on obtient immédiatement
Ll = (8 + “f) be; (4.27)
B 0 )
or c’est ’équation (4.22a).
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En déduisant (4.27) de (4.25) nous n’avons pas fait usage de la supposition
8 > 1, or la relation (4.22a) reste également vraie pour s = 1 [v. (4.8a)].

b) Passons au cas u = 1, ..., . En supposant s < « < 2s, c’est-a-dire en
supposant k' = 2, on trouve de (4.25) pour les cas

x)s=2,0=2,0)s=2,6=3,y)8>2,06=28,0)8> 2,8 <<« <2ssuc-
cessivement

&) Yy — Xy = byxy + (ay 4 4b; + 6aoby) %, + (4a, + 6b, 3“(2)) Zy + 6ayzs,

B) ¥s — x5 = bs¥o + (a5 + 5by + 10aeb; + 10a,b,) + (5a, + 10b, +
4 10aya, + 30ab,) 2, + (10a, + 100, + 15a3) x5 + 10a., ,

2 2
Y) Yas — Tas = by + {as + 2sb,_; + (;) "'obo} Zy + {23%—1 + (;)bs-—z +

1 [2s il 2s 2s 2s
T3 (s ) a?’} a2, {(M - 1) TeraonF (u) bs"‘} i (é‘ ) e

0) Ysra — Tsiq = bay + { @y + (8 + )by g + Z (s_{.[x)aba s—}xl +

Tha—s (s 4 o s+« s+v\[s+ «

T2, {(u—l)a“+1_"+( Iz ) " ’”L (ﬂ—z)(erV)'
S [(stHr (st

PR e e rwa o

1
+ {(;i_"‘l) ot (S i 0‘2) buoa + 5 (:) (8 T “)aﬁ}xz—m +

ST R MY P 2

p=3—s+a L\¥ — 1

De (4.28) il s’ensuit, qu’on a pour u = 1, ..., & (en supposant s < « < 2s)
« |8t $ 4 « T n
Ls,a - (/1, - 1) a’a+1—,u + ( u ) ba—,u + Ls N2 (429)

ou *Lf, est un polynéme en ay, ay, ..., @y, by, by, ..., b,y satisfaisant aux
conditions

a) *L}.*° = %(:) (S t “) a;, b) *Lt, =0, (s=3;3< u=<u«). (430)

Supposons maintenant que dans (4.26) on ait k' > 2. De I’équation (4.25)
qu’on peut mettre sous la forme

a+1 &
Ys+a — Xsya = Z (8 + 06) Qg i1y + 20 (8 —/};0‘) ba—,ux,u +
P

1 a+2—s oa—s a+1—s oa—s
+§ Z 2 (8+;)(8+0¢)av+2 ‘uaa—s—ﬂ’p‘f‘ 2 Z (8—!—1}).

=2 a2 \U — s + AT v\ —2
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to
1
SV ERSROEIED s D D R - 3

:yktklﬂktkzth ty

(s +t,c_1)(23 + ity ((k — 1)s + tl)( s+« )a “
N =k s 4t 7\ = 2)s + 6] (b — 1)s 4 gy [ rmmrr e

(S-{—cx) k' E+t, to to

Eok-1+t, to to to 1
B e 23#% 14 ,;L 1 gzu - 'rlztzﬁc‘jl—)!-
( 8+ t_y )(23 +tk_2) ((k—— 1)s +t1)( s+« )
=k +1\s+t ) Nk —2)s +t,)]\(k—1)s + ¢,/
Qe pr k1Ot + e Wyt (em1)s— 1% (to = — (k—1)s) (4.31)
on déduit:
«) Dans les produits @,ie-,0y—s—, v =p — 2,..., &6 — 8) pour u = 2,...,

., & + 2 — s, il n’existe aucun facteur a,, ,_ . S’il en existait, on devrait done
avoir ou bien «x +1 —u=7v+4 2 — pu, c'est-a-dire v =« — 1, ou bien
o+ 1—pu=a—s—uv cesta-direv = p — (s + 1). Suivant la supposition,
on a s > 1; or le premier (deuxieme) cas ne peut pas avoir lieu, parce que

)
vmax*‘o‘_s(mm_lu_“)

g) Dans les produits a@,.q_,bs—s—y W =p —1,.., 0 —8)pour p=1,..,
. & + 1 —s, il n'existe aucun facteur a, ,_,. S’il en existait, on devrait
donc avoir » = x. Prenant égard aux conditions », =« —s, s> 1, on

. , . .
voit que » = « n’a pas lieu. Comme »,);, = u — 1, s > 1, les produits a,,,_, .
. by_,_, ne contiennent méme pas le facteur b,_,.

v) En supposant u =k, ...,k + « — (k — 1) s, les produits

Qp —p41Qty_y—ty_y oo Vit O~ (B~ Ds—1, » (4.32)
ol
=<t Sao—(k—1)s, p—k=th ; St Sa—(k—1)s,
t=1..,k—2), (4.33)

ne contiennent pas le facteur a,.,;_,. S’il existait dans un des produits (4.32)
précisément un des cas suivants devrait avoir lieu:

), =ac+1—k, D)ty —ti=ac+1—k, 1=1,..,k — 2,

e)t,=pn—s(k—1)— 1.

Or, d’aprés (4.33), on devrait alors avoir (1 — s)(k — 1) = 0. Mais, selon la
supposition s > 1, k > 3, la derniére inégalité ne peut pas avoir lieu.

3) En supposant y =k —1,...,k — 1 + « — (k — 1) s les produits
iy o mpak—1Bty_—ty o DDy (- D)s—1,5 ou ty, ..., t;_, satisfont aux inégalités

p—k+1<t,<ax—(k—1)s,
u—k+154 <t la—(k—1)s, G=1,..,k—2),
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ne contiennent ni le facteur @,.1—, i le facteur b,_,; la démonstration peut
&tre donnée comme ci-dessus dans le cas y).

De «)—3) il résulte que I’équation (4.29) est vraie aussi pour p =1, ..., «
ou « satisfait aux conditions (4.26) avec ¥’ > 2. On a donc démontré (4.22b)
pour chaque x >0, u =1, ..., «.

Il ne nous reste qu’a vérifier les conditions (4.23a,b) pour *Lg, (x = s).

En supposant s = 2, nous trouvons la relation (4.23b) par un calcul direct
de (4.30a) pour x = 3,4 et de (4.31) pour « > 4. En supposant s > 2, nous
obtenons *Lf, = 0 (x = s).

Pour s < o < 2s 'assertion donnée plus haut est une conséquence de (4.30b).
De (4.31) on voit immédiatement que pour « > 2s dans *Lg, il n’existe aucun
membre quadratique en a,, b,. On peut montrer sans difficulté que, dans
*Lg , il n’existe méme pas de membres de degré plus haut que le deuxiéme.
Si, au contraire, un des produits (4.32) était contenu dans *L{ , on devrait avoir
des inégalités k < x <k +a —s — (k— 2)s, d’ott on déduirait &k < 1 +

1 .
+ 1 cela ne peut pas avoir lieu pour aucun k, parce que, selon la sup-
position, k 23 Pareillement, on peut démontrer que *LZ, ne contient aucun
produit de la forme (4.34).

c¢) Enfin, il faut calculer L7, pour « > s. Avant tout on voit immédiate-
ment de (4.28) que pour s < « << 2s la relation (4.22¢) est vérifiée. Les équa-
tions (4.31) montrent que pour & > 2s dans L7 " il n’existe de produits ni de
la forme a,a, ni de la forme a,b,. En outre, dans Lg;l les produits de la forme
(4.32) ou (4.34) n’existent pas non plus. il existait, dans le coefficient L7 ",
quelque produit de la forme (4.32), il faudrait alors que les inégalités & < « +
+ 1< k+ o —s— (k— 2)s fussent satisfaites. Or, d’aprés la supposition
s > 1, on devrait avoir I'inégalité & < 1, ce qui ne peut pas avoir lieu, parce
que, selon la supposition, on a k > 3. Pareillement, on peut démontrer que
dans L7 " il n’existe aucun produit de la forme (4.34).

Ensuite, on déduit de (4.31) que pour &« > 2s (4.23c) est vérifié également.

La démonstration du lemme est done compléte.

LITTERATURE

{11 B. Cech: K diferencidlni geometrii prostorovych ktivek, Rozpravy Ceské akademie,
t. 30, 1921, No 15. :

[2] E. Cech: Projektivni diferenciadlni geometrie, Praha, Shornik Jednoty &sl. mat. a
fysika, t. 18, 1926.

{8] E. Cech: Propriétés projectives du contact I, Spisy vyd. ptirodov. fak. Mas. univer-
sity, Brno, 1928, No 91.

292



{4] E. Cech: Propriétés projectives du contact II, Spisy vyd. ptirodov. fak. Mas. univer-
sity, Brno, 1930, No 121.

[5] A. Urban: O styku kiivek v projektivnim prostoru, Casopis pro pdst. matematiky, 81,
1956, 121 —122.

[6] 4. Urban: Styk ktivek v projektivnim prostoru, Sbornik Prvni védecké konference
GVUT, fak. strojni, 1956.

‘Pesfome
OCHOBHASI TEOPEMA TEOPUUN KACAHUST KPUBLIX

AJIONIC YPBAH (Alois Urban), Ilpara.
" (Hocrynuiio B pepaknumo 23/V 1956 r.)

ITpu obmem pemeHuz ABYX OCHOBHBIX IIPOGJIEM TEOPHM KacaHWA KPHUBHIX,
T. €., BO-IIEPBHIX, Npo6JIeMbl KaCAHUA NMPOERIUI JBYX KPUBBHIX IIPU IPOCKTHPO-
BaHUH m3 ofHOTO IeHTpa ([3]) m, BO-BTOPHIX, MpOOJIEeMBl KacaHWSA LPOEKROUIT
OJIHOM ¥ TOH jKe KPHBOH LPY IPOEKTHPOBAHUMU M3 IBYX IIEHTPOB, aKaJAeMHK J.
Yex BOCHIOIB30BAJICA € BHIIONOH TeopeMoil, BHICKAa3bIBaomeldl HeobXoXmMbIe
¥ JOCTATOYHBIC YCJIOBHSA [JIsi TOTO, YTOOHI JIBe KPHUBHIE, 0 KOTOPHIX IPEIIOJIa-
raercs, 4To OHHM MMEIOT B MX OOINeH TOYKe, He ABIAKNIEHCT 0COO0U TOYKOM
HII OJIHON M3 9THX KPHUBHIX, KacaHme mopsagxa s — 1 (s > 1), mmenn B 3TOM
TOUKe B HelicTBUTEIBHOCTH KacaHue mopsaaxa s + o — 1 (o > 1); nputom oH
IIOCTaBUJI ellle orpaHmYmBapinee yciaosue o < s ([3]).

B pa6ore morasana Gosee ofmas Teopema 6e3 yKa3aHHOIO YCIOBHA.

Orxen 2 mOCBANLIEH TOKA3aTEIILCTBY ITOH TeOPEMbI Il eBKJIMAOBA IIPOCTPAH-
crBa (Théoréme 1); HafiteHHHI pe3yabTaT HCIOIB3yeTCHA B OTAelle 3 IPH JO-
KasaTesibeTBe 0cHOBHOM Teopemsl (Théoréme 2) mias mpoextuBHOTO IpocTpaH-
crBa S, (n = 2). Ecam C,, Oy — naHHBle KpuBble mpocrpaHctBa S, ¢ mapa-
MerprdecKnMH ypaBHeHusaMu (3.1), A — nx ofmasd ToYKa, ABIAOIASACH
NPOCTON Ha KajKIol U3 3THX KPUBHIX ¥ coorBercTByomasn Ha C, (C,) mapamerpy
w = w (v = 7), TO OCHOBHASA TEOpeMa TEOPUH KACAHWMA KPHUBBIX MOKET GBITH
copmyimpoBaHa caexyomum obpasom (Théoréme 2):

IIyemv s 2> 1, 6 > 1 — yeavie wucaa. ITycmy ky — yeaoe wucao, nodobpartoe
max, 4mobul 6LINOAHALOCH

(kg —1)s +1 < 0 < ks .
ITycmv Cy u C, umerom ¢ moure A anasumuyeckoe kacanue nopsaora s — 1;
nyemv y, =22, (v =0, ..., s — 1).
Kpusvie C; u C, umerom ¢ moure A racamue nopsadra s + o — 1 mozda
u moavko mozda, ecau 603MoxcHO hodobpamv makue wucaa a,, b, (v =0, ...,
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Lo0—1; a0 # — 1 npu s = 1), wmo npu k, = 1 cnpasedaugo ypasuenue
(3.2), npu ky > 1 — ypasuenue (3.3a, 0), npuvem ty = x — (kf—~ 2) s u k' onpe-
deaeno mak, wmo 2 < k' < ko, (' —2)s <o < (k' — 1) s.

B ormeme 4 BbicKasbiBaeTcs TpeyKIe BCEro TeopeMa Ijisg cjaydas § =
(Théoréme 3), xoropasg B OCHOBHOM SIBJISIeTCA JIMIIb YaCTHBIM CJydaeM OCHOB-
noit teopems (Théoréme 2). Iipm ee momoum fokaseiBaeTcA fajbHeHmas
teopema (Théoréme 4), oramyaomasica or TPeIBIYIIEH TOIBKO TeM, 9TO BMECTO
VCIIOBUS Yo = &, Hpefinosaraercs y, = bxy (b & 0), uro wacto Berpedaercs npu
HcCIIeIOBAaHNY KaCaHUsA NPOCKINWI KPUBLIX, He HMEOMMX o0mell TOUKH.

HemnocpencrserHOe NpuMeHeHWE MOKAa3aHHEIX TeOpeM K pemeHHio o0IuX
npo6iieM TeOpUM KACAHWA KPUBHX SIBJIAETCH, BBULY 3HAUMTEIILHON CJIOMKHOCTH
HalileHHBIX HeOOXO[UMBIX M JOCTATOYHBIX yCJIOBUH, BechMa 3aTPYAHUTEIHLHBIM.
Ho k pemenuio HeKOTOPHX YacTHHX IPO0GIeM [OCTATOYHO 3HATH TOJIBKO pac-
noJIokeHue 9ncell a,, b, (v = 0, ..., 0 — 1) B Koapuuuenrax npu Z, (u=0,...,
8 +o 41 x=01,...,0—s—1) B (3,2) u (3,3) unu B (4.4) u (4.5).
OxasslBaeTcss BEITOJHBIM PaccMaTpUBaTh cIydanm § = 1 u s > 1 B OT/EIBHOCTH.

Haa s = 1 cupasegnuba:

Jlemma 1. ITycmv ypasuenue (4.7) npu « = 0 pasnocuavro ypasrenuio (4.4)

u npu o > 0 — ypasuenuio (4.5); mozda umeem mecmo (4.8), ede * L , (u < «) —
MHO20UAEH 6 a,, b, b; *LT, = 0.

AmanornuHo A § > 1 cnpaseniumsa:
Jlemma 2. ITycmo (4.21) npu 0 < & < 8 paswocuavro (3.2) uau (3.3a), a npu

8 < o« — (3.36); moeda umeem mecmo (4.22), ede *L¥, (s < «, p < &) — MHO20-
wieH 6 a,, b,, 0as Komopoeo ewnoansemca ycaosue (4.23).

Hajinennnie pesynpraTsl 6yAyT HCHOAB30BAaHHE B AallbHeHMuX paborax mpm
pemeHuu o6ewX OCHOBHHIX Hp06JeM TeopHHM KacaHWA KPUBHIX.
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