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Чехословацкий математический журнал, т. 8 (83) 1958, Прага 

Ü B E R SUMMEN EINFACH GEORDNETER G R U P P E N 

F R A N T T S E K SIK, Brno 

(Eingelangt am 9. Jun i 1956) 

Die vorliegende Arbeit behandelt l-Gruppen, die eine Summe irgend 
eines Systems einfach geordneter Gruppen sind. Für ihr Studium wer­
den die Eigenschaften der Polarität, besonders der mit der Polarität 
verknüpfte Begriff der Komponente, benützt. 

1 

Dieser Absatz enthält eine Aufzählung der benützten Begriffe und eine Zu­
sammenfassung der Sätze, die in Bezug auf das Thema der Abhandlung einen 
Hilfscharakter haben. Bei den geläufigeren Begriffen sind keine Hinweise auf 
die Literatur gegeben. Sie können alle z. B. in der Monographie von G. B I R K -
HOFF [2] gefunden werden. Die in dieser Arbeit neu gebildeten Begriffe sind 
durch die Bezeichnung „Definition" eingeführt. 

Eine Verbandsgruppe nennen wir kurz eine l-Gruppe. Der Buchstabe G wird 
in der ganzen Arbeit — wenn nichts anderes ausdrücklich vermerkt wird — für 
die Bezeichnung einer Z-Gruppe vorbehalten. 

Wie bekannt, sind die Verbandsoperationen V? Л a u ^ einer /-Gruppe unter­
einander und mit der Gruppenoperation — die additiv geschrieben wird — 
durch die unendlichen Distributivgesetze verbunden; es gilt 

Hilfssatz 1. xe seien Elemente der'l-Gruppe @. Wenn \(xQ existiert, dann gilt 
x + \/xQ = V(^ + X

Q), (VXQ) + x — V(xn + x)) x Л VXQ = V(x Л XQ)< Unter 
der Voraussetzung, dass f\xQ existiert, gelten die Dualrelationen ([2] XIV § 10). 

S sei eine Untermenge des Verbandes @; wenn für eine beliebige Untermenge 
X с 8, für die V x> Л x m ® existiert, die Elemente y x, f\xm S liegen, so nennt 

XeX XeX XeX X€X 

man S einen in @ abgeschlossenen Unterverband (siehe auch [2] IV § 1). 
Wie üblich, versteht man unter dem absoluten Betrag \x\ des Elementes 

x € G den Ausdruck \x\ = x v — x, die Elemente x+ = x+ = x v 0 resp. x~ = 
= x_ = x л 0 nennt man den positiven resp. negativen Teil des Elementes x1) 

x) U n t e r dem negativen Teil des Elementes x versteht man in der Li tera tur machmal 
das Element — (#_). 
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^das Symbol 0 bezeichnet die Null der ^-Gruppe G). Ist M eine Untermenge in G, 
so bedeutet M+ (oder M+) die Menge der positiven Teile aller Elemente aus M. 

Eine Untermenge der Z-Gruppe G nennen wir eine l-Untergruppe in G, wenn 
sie gleichzeitig ein Unterverband in G ist. Eine ^-Untergruppe H der ^-Gruppe G 
heisst regelmässig in G, wenn für eine beliebige in G von oben beschränkte 
Untermenge {x^} с H das Element \/хх in G existiert und V^a € H gilt (siehe 
mich [6] I I 1,21; [7] Seite 42; [9] § 4). 

Eine Untermenge M des Verbandes-<G heisst konvex (in G), wenn für 'a, b e M, 
x € G, aus der Relation avb^x^iaAb folgt, dass x e M ist. Die Konvexität 
einer Untergruppe kann man folgendermassen ausdrücken. Eine Untergruppe H 
•der l-Gruppe G ist dann und nur dann konvex (in G), wenn at H, x € G, \a\ ^ 
^> \x\ => xe H gilt. G. Birkhoff hat bewiesen, dass die Bedingung hinreichend 
ist ([2] XIV § 5). Die Notwendigkeit ist leicht zu beweisen. 

Ein konvexer Normalteiler J der i-Gruppe G heisst ein l-Ideal (in G). Das 
Hestklassensystem in G modulo J, G/J, ist selbst eine Z-Gruppe, welche wir die 
l-Faktorgruppe nennen wollen ([2] XIV § 5). Die teilweise Anordnung in G/J ist 
durch die Vorschrift gegeben: für ein A e GjJ gilt A ^ J dann und nur dann, 
wenn für ein a e A, a ^ 0 gilt. 

Die Behauptung, dass das System aller l-Ideale auf einer l-Gruppe einen voll­
ständigen distributiven Verband bildet, in welchem die Verbandsoperationen durch 
den Durchschnitt und durch die Summe2) realisiert sind, s tammt von G. Birkhoff 
<[1] Th. 21; [2] XIV Th. 10). 

Zwei Z-Ideale J, К in G nennen wir komplementäre direkte Faktoren (in G), 
wenn J n К = (0), J + К = G gilt ([9] § 1). Jedes Mdeal, das einer von einem 
Paare der komplementären direkten Faktoren in G ist, nennen wir einen direk­
ten Faktor in G. 

Zwei Elemente x, y e G nennt man disjunktiv und bezeichnet x ö y, wenn 
\x\ л \y\ = 0 gilt.3) 

Es gelten folgende Hilfssätze. 

Hilfssatz 2. x ô a, x ô b => x ô (a ± 6), x ô (a v 6), x ô (a л b) ([2] XIV § 11). 

Hilfssatz 3. a ô b=> \a + b\ = \a\ + \b\ = \b\ + \a\ = \a\ v \b\, a + b =--
= b + a ([9] die Behauptung (7)). 

Hilfssatz 4. a+ ô a_, \a\ — a+ v — (a_) = a+ — a_ ([2] XIV § 4 Cor. 2 und 
Lemma 4). 

Ist X, Y с б?, so bedeutet das Symbol X ô Y, dass für ein beliebiges xe X 
und ein beliebiges y eY x à y gilt. Eine Menge X' с G heisst eine Komponente 

2) Unter einer Summe verstehen wir die Summe von Komplexen in der Gruppe. 
3) Auf diese Weise wird die Disjunktivität z. B . in [6] (I 1,6) oder in [2] (XIV § 6) 

eingeführt; sie muss von dem durch Birkhoff in [2] XIV § 4 eingeführten Begriff der 
Disjunktivität unterschieden werden: die Elemente x, y sind disjunktiv, wenn x A y =z 0 
ist. * 
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in Cr ([6] I I § 1), wenn in G eine solche Untermenge X existiert, dass X' die Men­
ge aller Elemente x' e G mit der Eigenschaft x' à X ist. Die Menge X' nennt 
man auch das disjunktive Komplement (in G) der Menge X. Unter einem komple­
mentären Paar von Komponenten vesteht man ein Paar von Komponenten, von 
denen jede das disjunktive Komplement der anderen ist. Man zeigt leicht, dass 
die Komponente und ihr disjunktives Komplement ein komplementäres Paar von 
Komponenten bilden. 

In der Arbeit [9] habe ich bewiesen, dass das System aller Komponenten in G 
eine vollständige Boolesche Algebra bildet, in der das Infimum \~\KV des Kompo­
nentensystems {Kv} sein Durchschnitt und das Komplement (im Sinne der Boole­
schen Algebra) sein disjunktives Komplement ist. Die Null der l-Gruppe und G 
selbst sind das kleinste und das grösste Element dieser Algebra. (Die Verbands­
operationen in dieser Booleschen Algebra sollen — zum Unterschied von den 
Verbandsoperationen in der /-Gruppe G — durch die Symbole и, П, \J, f\ be­
zeichnet werden.) 

Die Menge aller direkten Faktoren in G bildet eine Boolesche Algebra, die ein 
(nicht notwendig abgeschlossener) Unterverband in der Booleschen Algebra aller 
Komponenten in G ist. Das Supremum zweier direkten Faktoren in dieser Boole­
schen Algebra ist ihre Summe ([9] Satz 1). Also ist jeder direkte Faktor in G eine 
Komponente in G und sein disjunktives Komplement ist sein (einziger) komple­
mentärer direkter Faktor. 

Unter einer minimalen (maximalen) Komponente versteht man überein­
stimmend mit der geläufigen Terminologie ein Atom (ein Dualatom) der Algebra 
von Komponenten. Analog gilt dies für die direkten Faktoren. 

Ein System von Komponenten nennt man vollständig in G ([6] I I 2,21), wenn 
UKv = Ggi\t. 

Man beweist leicht, dass ein System von Komponenten {Kv} dann und nur dann 
vollständig in G ist, wenn (ÖKV)' = (0) gilt. 

B e w e i s . Ein Komponenten system {Kv} sei vollständig in G. (UKvy ist eine 
Komponente, die ÖKV umfasst; G ist die kleinste von ihnen. Also ist G = 
= (UKV)\ Daher folgt (0) = G' = (UKv)

m э (UKV)', also gilt (UKV)' = (0). 
Umgekehrt sei (UKV)' = (0). Da (UKV) с \JKV ist, gilt (0) = (UKV)' э 

э ( U ^ ) ' - Also gilt (UKv)' = (ö). Da Y]KV, (U^vY ein komplementäres Kompo­
nentenpaar bildet, ist \JKV = G. 

Jede Komponente in G ist eine konvexe Untergruppe in G (siehe z. B. [9] Lemma 
3). Sie muss jedoch kein /-Ideal sein (siehe Beispiel VI, Absatz 4 dieser Arbeit: 
das disjunktive Komplement des Elementes a ist kein /-Ideal); ist sie ein 
/-Ideal, so muss sie wiederum, kein direkter Faktor sein (siehe Beispiel V, Ab­
satz 4: die Komponenten G2, Gz haben die verlangten Eigenschaften). Aus 
Hilfssatz 3 folgt aber, dass eine Komponente К ein direkter Faktor ist, wenn 
für ihr disjunktives Komplement К' К + К' = G gilt. 
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Hilfssatz 5. Auf einer vollständigen l-Gruppe ist jede Komponente ein direkter 
Faktor ([2] XIV § 11, 12). 

Hilfssatz 6. Auf einer vollständigen l-Gruppe G ist jede Komponente eine in G 
regelmässige l-Untergruppe ([2] XIV § 11, 12). 

Für zwei konvexe Untergruppen J, K gilt J ô К dann und nur dann, wenn 
J n К = (0) ist. Daraus folgt leicht die Behauptung: 

Wenn {Kv} ein Komponentensystem und J eine Komponente ist und J ö Kp 

für alle v gilt, so gilt J ô \JKV. 

Hilfssatz 7. G sei eine l-Untergruppe der l-Gruppe ®, К, К' ein komplementä­
res Komponentenpaar in G\ dann existiert ein komplementäres Komponentenpaar 
Ж, Ж' in ® für das Ж n G = К, Ж' n G = К' gilt. 

B e w e i s . Bezeichnen wir Ж die Menge aller zu K' disjunktiven Elemente aus 
© und Ж' das disjunktive Komplement in ® zu Ж, dann gilt offenbar Ж n 
n G = К" = К, Ж' n G = К'. 

Den Hilfssatz 7 kann man nicht umkehren: ist Ж*Ж' ein komplementäres 
Komponentenpaar in ®, dann muss Ж n G, Ж' n G kein komplementäres 
Komponentenpaar in G bilden. 

B e i s p i e l . Ist ® die direkte Summe zweier einfach geordneter additiver 
Gruppen der reellen Zahlen, dann ist die Gruppe G- der Paare (x, x), wo x eine 
beliebige reelle Zahl bedeutet, eine ^-Untergruppe in ®. Die Mengen Ж und Ж' 
der Zahlenpaare (x, 0) und (0, x), wo x eine beliebige reelle Zahl bedeutet, bilden 
ein komplementäres Komponentepaar in ®, aber es gilt Ж n G = Ж' n G = 
= (0, 0). 

Hilfssatz 8. К sei eine Komponente in G, L eine Komponente in K. Dann ist 
L eine Komponente in G. 

B e w e i s . Nach Hilfssatz 7 existiert in G eine Komponente J, so dass L = 
= К n J ist. Nun ist L als Durchschnitt zweier Komponenten in G eine Kom­
ponente in G. 

Hilfssatz 9. J sei ein direkter Faktor der l-Gruppe G, К ein direkter Faktor in J. 
Dann ist К ein direktor Faktor in G. 

B e w e i s . Die Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung des Hilfssatzes 8 
und der Tatsache, dass die direkten Faktoren einen distributiven Verband bil­
den, in dem die Verbandsoperationen durch den Durchschnitt und durch die 
»Summe realisiert werden. 

Hilfssatz 10. К sei eine Komponente in der l-Gruppe G. K ist dann und nur 
dann einfach geordnet, wenn sie keine Komponente L in G enthält, für die (0) =j= 
+ L^K gilt. 

B e w e i s . L sei eine Komponente in G, für die (0) #= L J K gilt. Dann gilt für 
das disjunktive Komplement L' in G der Komponente L L' n К Ф (0). (Im 
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umgekehrten Fall wäre К = G n К = (L u L') n К = ( i n X) u (I/' n Z ) = 
= £ u (#) = £ , was in Widerspruch ist.) Ist 0 < xe L, 0 < у € L' n Z , dann 
gilt ж (5 2/, also ist x л i/ = 0. Daher gilt ж || ?/.4) Also ist Z nicht einfach geordnet. 

Z sei nicht einfach geordnet. Dann existiert ein Element x e К so, dass x \\ 0 
gilt. Also ist x+ > 0, x_ < #, (Hilfssatz 4). Daher existiert ein komple­
mentäres Komponentenpaar J?*, JâP' in ö, für das x+ e J?, x_ e <£' gilt. Dann 
gilt 0=\=x+eJ?nK = L^K (L Ф Z , da x_ i Д х_е К ist). Also existiert 
eine Komponente Lin G mit den verlangten Eigenschaften. 

Setzen wir Z = Cr, so bekommen wir das folgende Kriterium für die ein­
fache Anordnung der Z-Gruppe G. 

Hilfssatz 11. Eine l-Gruppe ist dann und nur dann einfach geordnet, wenn sie 
keine echte Komponente enthält. 

Wir definieren folgende Begriffe für ein System {Gv}, v e A, von Z-Gruppen. 
(WTir setzen immer voraus, dass der triviale Fall, nämlich Gv = (0) für ein v, 
ausgeschlossen ist.) 

Die vollständige direkte Summe eines Systems {Gv}, v e Л, ist eine Z-Gruppe, die 
auf dem kartesischen Produkte des Mengensystems {Gv} definiert ist und in der 
die algebraischen Operationen komponentenweise definiert sind. Dass dadurch 
wirklich eine Z-Gruppe definiert ist, lässt sich leicht erkennen. Diese Z-Gruppe 

bezeichnet man mit ^Gv und ihre Elemente mit {. .xv..} (dabei ist xv e Gv). Das 

Element xveGv nennt man die v-te Komponente des Elementes {..xv..}. Die 

Untermenge aller Elemente aus Z,Gy, die nur eine endliche Zahl der von Null 

verschiedenen Komponenten haben, ist offenbar eine Z-Untergruppe in zflv\ 

wir nennen sie die direkte Summe des Systems {Gv} und bezeichnen sie mit 26?,,. 
Im Falle eines endlichen Systems {Gk}^1 von Z-Gruppen fallen die Begriffe der 

vollständigen direkten Summe und der direkten Summe zusammen. Anstat t 

2ßk oder £Gk benutzt man manchmal die Bezeichnung Gx 4- G2 -j- . . . _j_ Gn. 

Es sei bemerkt, dass in ^Gv für jedes v eine Z-Untergruppe Gv existiert, die 
mit G isomorph ist. Das ist die Menge aller Elemente von der Form {.. 0, xv, 0..}, 
deren v-te Komponente gleich xv e Gv, alle arideren gleich Null sind. Im weiteren 
werden wir unter Gv die gerade definierte Z-Untergruppe verstehen. 

Analog versteht man unter 2^> (wo M с A ist) die Z-Untergruppe der Ele-
v eM 

mente aus ^Gv, deren v-te Komponente lürveM resp. ve M ein beliebiges 
Element aus Gv resp. die Null (aus Gv) ist. Ist M = 0, dann versteht man unter 

2 6> nur die Null (der Z-Gruppe G). 
v eM 

4) Das Symbol x\\y bedeutet, dass die Elemente x, y unvergleichbar sind. 
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Unter der Projektion der Untermenge А с Vö v in Gv versteht man die Menge 
der Elemente aus Gv, die die v-te Komponente eines Elementes aus A sind 
([9] § 1). Die Projektion der Untermenge А с G in den direkten Faktor J der 
Z-Gruppe G ist auf diese Weise auch definiert. Es genügt zu erwähnen, dass G 
isomorph mit der direkten Summe J _j_ J' der Z-Gruppe J und ihren eindeutig 
bestimmten komplementären direkten Faktor J' in G ist. 

Hilfssatz 12. Wenn man jedem Elemente aus G seine Projektion in einen direk­
ten Faktor J von G zuordnet, bekommt man eine homomorphe Abbildung (der 
Gruppe und des Verbandes) G auf J. Für die Projektion x des Elementes ae G, 
a^O, gilt a^x^O ([9] Lemma 10). 

Eine ^-Untergruppe G von ]?G> nennt man eine subdirekte Summe des Systems 
von l-Gruppen {Gv}, wenn die Projektion von G in Gv gleich Gv für alle v ist. 

Hilfssatz 13. Die l-Gruppe G ist dann und nur dann eine subdirekte Summe 
eines Systems einfach geordneter Gruppen, wenn auf G ein solches System von 
l-Idealen {Gv} existiert, für das CiGv = (0) und G\GV für jedes v eine einfach ge­
ordnete Gruppe ist. 

Das ist ein Spezialfall des Satzes 9 aus [2] VI § 6. 

Hilfssatz 14. Eine l-Gruppe G sei die vollständige direkte Summe eines Systems 

einfach geordneter Gruppen {Gv}, v e A, G = Vffv. Jede Komponente in G ist ein 

direkter Faktor in G und ist von der Form, 2 öv , M с A. Das disjunktive Komple-

ment der Komponente 2 G> ist 2 &•»• Ist M eine beliebige Menge von Indizen, dann 
__ V€M vë M 

ist 2 Or eine Komponente in G. 
veM 

B e w e i s . K, Kf sei ein komplementäres Komponentenpaar in G = 2 Gv. Wir 
bezeichnen mit M die Menge aller Indizes v, zu welchen ein Element in К 
existiert, dessen v-te Komponente =f= 0 ist. Aus der Relation К ô К' folgt, da3s 
die v-te Komponente (für veM) eines beliebigen Elementes aus K' gleich der 

Null ist. Daraus folgt, dass ( ^Gv)ôK' gilt, und daher ist^Gvc K. Da К eine 
v e M v e M 

Menge der Elemente aus G ist, deren v-te Komponente für veM gleich der Null 

und 2 ®v die grösste Menge in G mit dieser Eigenschaft ist, so gilt auch die 

umgekehrte Inklusion. Also ist ^Gv = K. Die Komponente К ist also ein di-
VeM — 

rekter Faktor in G. Man erkennt leicht, dass jede Menge von der Form 2 &v eine 
— veM 

Komponente in G ist und dass ihr disjunktives Komplement 2 @v ist. 
vi M 

Definition. Eine l-Untergruppe G in 2^> ist eine vollständig subdirekte Summe 
eines Systems von l-Gruppen {Gv}, wenn sie eine subdirekte Summe dieses Systems 
ist und wenn G э Gv für alle v gilt. 
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Offenbar gilt 2^> э G P 2 ^ " Beispiele Ш u n d V, Absatz 4 zeigen, dass die 
eingeführten Typen von Summen insgesamt verschieden sind. 

Hilfssatz 15. Die l-Gruppe G sei eine vollständig subdirekte Summe eines 
Systems einfach geordneter Gruppen {Gv}, v e A. J,J' ist ein komplementäres 
Komponentenpaar in G dann und nur dann, wenn eine Menge M с А so existiert, 

dass J = G n 2 G* J = G n £ Gv gilt. 
V € M V t M 

B e w e i s . J' sei das disjunktive Komplement in G der Menge J = Cr n 2 ^>-

Nach Hilfssatz 7 existiert eine Komponente JT in @ = 2^>> s o dass j f n ff = 

= J' gilt. Also ist nach Hilfssatz 14 J' = G n%Gv, N с Л. Wir wollen be-
r e V 

weisen, dass ilf n iV = 0. Wenn umgekehrt ein /LI e M n N existiert, dann 

liegt in 2 @~v und in 2 Gv jedes Element x = {. .0, xM, 0..}, wo xjL 4= #, also gilt 

О Ф ж е (ß п 2 Ö?) п ( o n 2 ^ ) = J Р J' > das ist aber unmöglich, da die 
V € M veN — 

Mengen J , J ' disjunktiv sind. Also gilt M n N = 0. Da, weiter / ô (G n 2 G*)> 

2 ^> э 2 ^> ^ > s o folgt daraus Cr n 2 G> = J'. 
vi M veN ve M 

Analog beweisen wir, dass das disjunktive Komplement in G der Komponente 

J' gleich G n Z,GV9 also gleich J ist. 
v eM 

Die Notwendigkeit der Bedingung. Sind J, J' zwei komplementäre Kompo­
nenten in Cr, dann existiert in @ nach Hilfssatz 7 ein komplementäres Kompo­
nentenpaar JT, Jf', so dass J = Ж n ö, J ' = J f ' n G gilt. Nach Hilf ssatz 14 
sind die Komponenten JT, J f ' von der Form 2 @*» 2 ^>- Also gilt J = G n 

In dem letzten Abschnitte des vorigen Beweises haben wir gleichzeitig den 
folgenden Hilfssatz bewiesen: 

Hilfssatz 16. G sei eine l-Untergruppe der vollständigen direkten Summe eines 
Systems einfach geordneter Gruppen {Gv}, v e A. Sind J, J' zwei komplementäre 

Komponenten in Cr, dann existiert eine solche Menge M с A, dass J = G n 2 @v> 
~ V e M 

J' = G n%G gilt. 
vè M 

2 

In § 2 werden vollständig subdirekte Summen von Systemen einfach geord­
neter Gruppen studiert. 
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Definition. Ein Element x der l-Gruppe G nennt man eine Spitze des Elementes 
a, 0 < а € G, wenn x ein minimales Element in G mit den Eigenschaften a >̂ x > 
> 0, {a — x) ô x, ist, 

(Einen Zusammenhang mit diesem Begriffe findet man in [2] XIV § 12 Ex. 
2a, b und [5].) 

Das Element x > 0, x e G, heisst eine Spitze, wenn es eine Spitze eines Ele­
mentes a > 0, a € G, ist. 

Hilîssatz 17. Je zwei verschiedene Spitzen eines Elementes aeG, a > 0, sind 
disjunktiv. 

B e w e i s . Für die Spitze x eines Elementes a gilt {a — x) л x = 0; daher ist 
{a — x) v x = а — x -f- x = a (siehe Hilfssatz 3). Es seien x, y, x #= y, zwei 
Spitzen des Elementes a. Bezeichnen wir а — x = xr, а — у = y'\ dann gilt 
x A x' = 0, x v x' = a, y A y' = 0, y v y' = a und weiter {x A y) A {xr y y') — 
= (x A y A xf) y {x A y A y') = 0, x' y yr = {a ~- x) y {a — y) = a -\- [(—- x) v 
v ( — 2/)] = a — (# л 2/)- Daher ist [а — {x л ?/)] л (я л у) = Ö, а ^ х А у ^ 0. 
1st жл1/ > ,ö, dann führen die Relationen x ^ x Ay, y ^ x A y und die Mini­
malität der Spitzen x, y auf die Gleichungen x = x A y = y, was in Widerspruch 
mit der Voraussetzung x #= y ist. Also ist x л у = #. Dadurch ist die Behaup­
tung bewiesen. 

Hilfssatz 18. Jerfe Spitze ist ihre einzige Spitze {d. h. ist x eine Spitze, dann ist x 
eine Spitze des Elements x und kein у, у #= x, ist eine Spitze des Elements x). 

B e w e i s , x sei eine Spitze eines Elementes а > 0; у sei eine Spitze des Ele­
mentes x. Es gilt a ^ x ^ у > 0. Für x' = а — x gilt x' л x = 0, x' v x = a; 
für y' = x -— у gilt у' А у = 0,y' у у = x. Also ist 0 <^ (xf у у') А у = {x' A y) У 
У {у' А у) fg (#' л ж) v (?/' Ау) = 0, {х' у у') у у = xf y {yf у у) = #' v x = а. Daher 
gilt (ж' v 2/') А у = 0, (хг у у') у у = а. Nach Hilfssatz 3 gilt а == {x' y y') y y =• 
= (x' v ?/') -J- 2/> a l s o i ^ х' У у' = а — у. Daher ist (а — у) А у = 0. Daraus, 
dass а; eine Spitze des Elementes а ist und x ^ у ^> 0, {a — у) А у = 0 gilt, 
folgt x = y. 

Satz 1. fc l-Gruppe ist dann und nur dann einfach geordnet, wenn jedes ihrer 
Elemente > 0 eine Spitze ist. 

B e w e i s . Is t eine /-Gruppe G einfach geordnet, dann ist offenbar jedes ihrer 
Elemente > 0 eine Spitze. 

Jedes Element der Z-Gruppe sei eine Spitze. G sei nicht einfach geordnet. 
Dann existiert ein Element aeG, a || 0. Dann ist \a\ > 0, a+> 0, — a_ > 0. Es 
gilt \a\ — a+ — a_ — — a_ + a+, also ist (|a| — а+) л a+ = 0 (Hilfssatz 4) und 
weiter \a\ ĵ > a+. Nach der Voraussetzung ist \a\ eine Spitze. Nach Hilfssatz 18 
ist \a\ die einzige Spitze des Elementes \a\. Aus der Minimalität der Spitze und 
aus dem Vorhergehenden folgt dann a+ = \a\, also gilt a_ = 0 = а л 0; daher 
ist а ^ 0, was in Widerspruch ist. Dadurch ist die Behauptung bewiesen. 
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Hilfssatz 19. G sei eine l-Gruppe, {xe} eine Menge je zwei disjunktiver Spitzen; 
es existiere x = V^ - Dann ist die Menge aller Spitzen von x identisch mit {№}. 

Q 

B e w e i s . Es seien die Bedingungen des Satzes erfüllt. Es sei x = Ухе. Wir 
Q 

zeigen, dass die Menge aller Spitzen von x gleich {№} ist. Es sei x? e{xß}. Wir 
wollen zeigen, dass xa eine Spitze des Elementes x ist. Es gilt nämlich x ^> 
^ Xer > 0. Weiter ist (nach Hilfssatz 1) x — Xer = (Ухе) -— Xer = y(xe — Xer). 

Q Q 

Dabei ist xe л x* = 0 für alle Q .#= er, also gilt (nach Hilfssatz 3) xß v x* = xe -f-
-f Xer und daher gilt (xß — Xer) v 0 = ^ (für alle £> =j= er). Ein Element des 
Systems {#e — x0"} ist gleich Null und zwar für Q = a. Also ist x — x°" = 
= y(xe — ж°") == V [(#e — x*)* 0] = y xe. Daher gilt (nach Hilfssatz 1) (x — 

e e Фо Qфа 
— xa) А Xer = ( V ^ ) л r = V (х6 А о;0") = 0. 

Wir wollen voraussetzen, dass für das Element a e G die Relationen x ^> 
^ a;0" ^ a > #, (x — a) A a = 0 gelten. Dann ist 0 = [(V#e) — а] л а = 

= [V(#e — a)] л a = V[(#e — a) A a] . Da (я* — а) л а >̂ # ist, muss (x0" — 
e Q 

— a) A a = 0 gelten. Nach Hilfssatz 13 ist jede Spitze ihre einzige eigene 
Spitze. Daher ist Xer = a. Also ist xa wirklich eine Spitze von x. 

Es sei nun y > 0 eine Spitze des Elementes x; also ist x ^ y > #. Ist y ^ xe 
für alle £, dann ist nach Hilfssatz Il y à x<* für alle @, also gilt ?/ л ye = ö für 
alle £. Da x ^ у > 0 ist, so ist 0 < у = y A x = у А Ухе = У (у л же) = ö, was 

in Widerspruch ist. Also gilt у = xß für ein q. Dadurch ist der Satz bewiesen. 

Hilfssatz 20. Eine l-Gruppe G sei eine vollständig subdirekte Summe eines 
Systems {Gv} einfach geordneter Gruppen. Dann gilt: 

1. Das Element x ist dann und nur $ann eine Spitze von a,0 < а = {.. av..} e G, 
wenn für einen Index v, für das av > 0 gilt, die v-te Komponente des Elementes x 
gleich av ist und alle anderen gleich Null sind. 

2. Es sei 0 < ae G. Die Menge aller Spitzen in G des Elementes a ist dieselbe 

wie die Menge aller Spitzen in @ = 2ßv des Elementes a. 

3. Die Menge aller Spitzen in G ist dieselbe wie die Menge aller Spitzen in ®. 

4. Jedes Element ( > 0) in G ist eindeutig durch die Menge aller seiner Spitzen 
bestimmt] es ist gleich dem Supremum dieser Menge. 

B e w e i s . 1. Es soll bewiesen werden, dass jedes Element aus G, dessen eine 
Komponente > 0 und alle anderen gleich Null sind, also jedes Element von der 
Form {..0, х/л, 0..} ist, wo 0 < xße Gß für ein ju gilt, eine Spitze in G und dass 
umgekehrt jede Spitze in G von dieser Form ist. Es sei {. .0, х„> 0..} ^= x, 
0 < Xp€ Gp für ein /л. Da G о Gv für alle v ist, so liegt x in G. x ist offenbar eine 
iSpitze des Elementes x. 
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Es sei nun x == {. ,xv..} eine Spitze des Elementes a, 0 < a = {..av..}. Dann 
ist a„ ^ #„ für alle Î> und weiter (a — ж) л x = 0, also ist (а» — #„) л xv = 0 für 
alle v, also ist orv — a?„ = 0 für bestimmte v und xv ~ 0 für die übrigbleibenden i\ 
Es existiert ein solches JU, dass xtt > 0 ist (im umgekehrten Fall wäre x = 0), 
also gilt а и — x^ = 0, also ist а = ж„ ( > 0). Für das Element z =s {.. 0, aß, 0..} 
gilt 0 < z ^ x und dabei ist (а — z) ô z, da die /u-te Komponente des Elemen­
tes а — 2 gleich Null ist und alle anderen Komponenten des Elementes z gleich 
Null sind. Aus der Minimalität des Elementes x folgt x = z. Dadurch ist die 
Behauptung über die jForm der Spitzen bewiesen. Gleichzeitig sind alle Spitzen 
des Elementes a, 0 < а = {..av..} € G, bestimmt und die Behauptung 1 voll­
ständig bewiesen. 

2 und 3. Die Z-Gruppen G und ® sind vollständig sub direkt э Summen des 
Systems {Gv} einfach geordneter Gruppen. Gemäss dem Teil 1 dieses Satzes ist 
jede Spitze in G und in @ ein Element von der Form x =~ {..0, xß9 0..}, wo 
0 < Xp € Gfl gilt. Umgekehrt ist jedes Element von dieser Form eine Spitze seiner 
selbst in @ und solange als x e G ist, ist es auch eine Spitza von ^ inf f . Ез gilt 
aber G э Gß für alle /u, also ist immer x e G. So ist die Behauptung 2 und gleich­
zeitig die Behauptung 3 bewiesen. 

4. Aus Behauptung 1 ist offenbar, dass jedes Element a e @ а > 0, das Supre­
mum der Menge aller seiner Spitzen in @ ist. Es sei nun a e G, а > 0. Nach 2 ist 
die Menge M aller seiner Spitzen in G dieselbe wie die Menge aller seiner Spitzen 
in @, also ist a = V #; das Supremum V bezieht sich auf den Verband ©; da 

ж e M 

jedoch a e G ist, so ist das auf den Unterverband G bezogene Supremum der 
Menge M notwendig gleich V x\ a ist nämlich das kleinste Element in @, das 

X e M 

alle x e M umfasst; ist be G, b ^ x für alle x e M, dann ist b ^ V >̂ a b o ist 

b ^ a. Daher ist а = sup x bezüglich G. 
Ж е М 

Satz 2. ^.гб/ emer l-Gruppe G Ф (ö) «smd! folgende Bedingungen äquivalent: 

1. ff й ewe vollständig subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter 
Gruppen. 

2. /?г G gilt: 
a) Jedes Element a e G, a > 0, &а£ ег?ге Spitze; 
b) ist x ~^y ~> 0 und x eine Spitze, so ist у eine Spitze; 
c) ist у eine Spitze, a ^g y, dann existiert eine Spitze des Elementes a, die у 

umfasst. 

3. In G existiert ein in G vollständiges System je zwei disjunktiver einfach ge­
ordneter direkter Faktoren. 

4. Jede von Null verschiedene Komponente in G enthält einen minimalen di­
rekten Faktor in G. 
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A n m e r k u n g . Ist die Bedingung 4 erfüllt, so ist G eine vollständig subdirekte 
Summe eines gewissen Systems minimaler direkter Faktoren in G. 

B e w e i s . 1 г ^ > 2 = > 3 = > 4 = > 1 . 
Wir wollen 1 => 2 beweisen. Ist G eine vollständig subdirekte Summe eines 

Systems {Gv} einfach geordneter Gruppen, 0 < a = {..av..} e G, dann gilt 
av ^ 0 für alle v und es existiert ein /u, so dass а^> 0 ist. Dann ist x === {..0, a„, 
0..} nach Hilfssatz 20 (1) eine Spitze des Elementes a. Also ist der Teil a) der 
Bedingung 2 erfüllt. Ist x eine Spitze, dann hat es nach Hilfssatz 20 (1) die 
Form {..0, xfl, 0 . .} , wo xfl > 0 gilt. Is t x ^y > 0, y^ {..yv..}, dann gilt 
yv =z 0 für v Ф /л, Хр^Ур> 0. Nach Hilfssatz 20 (1) ist у eine Spitze seiner 
selbst. So ist auch der Teil b) der Bedingung 2 bestätigt. Ist у =~ {..0, yß, 0..} 
eine Spitze, а = {..av..} ^ {.. #, yfl, 0..}, dann ist d ;e Spitze ж == {.. 0, a^ 0..} 
offenbar eine Spitze von a und es gilt x ^ y. Dadurch ist die Eigenschaft c)der 
Bedingung 2 bestätigt. 

Wir beweisen 2 => 3. In G sei die Bedingung 2 gültig. Zuerst beweisen wir 
folgende Hilfsbehauptungen: 

(a) Untereinander unvergleichbare Spitzen sind disjunktiv. 

(ß) Sind x, y Spitzen, x\\y,z^xvy, dann ist z keine Spitze. 

(y) Zwei maximale Ketten von Spitzen haben kein Element gemeinsame) 

(8) Für jede zwei verschiedenen maximalen Ketten H/t, Hv von Spitzen gilt 
H, à Hv. 

B e w e i s , (a) x, y seien Spitzen, x \\ y. Entgegen der Behauptung des Satzes 
setzen wir voraus, dass x л у > 0 ist. Ist \x — (x л у)] л (х л у) = 0, dann 
gilt — da das Element x die einzige Spitze seiner selbst ist — x = x л у, also ist 
x fg y in Widerspruch mit der Voraussetzung. Also entweder ist x л /̂ = 0 und 
die Behauptung ist bewiesen oder es gilt а = [x — (x A y)] A (x A y) ~> 0. 
Analog ist b = [y — (x л у)] л (x л y) > #. Es gilt a л b = [x — (x A y)] л 
A [y — (ж л «/)] A (x A y) = [(x A y) — (x A y)] A (x A y) = 0. Nach Voraussetzung 
b) der Bedingung 2 sind a, b Spitzen und weiter ist a ô b. Nach Hilfssatz 19 sind 
die Elemente a, b Spitzen das Elementes a v 6; dabei ist а Ф a v & 4= b, da 
a y 6 ist. Weiter ist 0 <c a v b ^ x A y ^ x; also ist a v 6 eine Spitze; das Ele­
ment a v b hat also nach Hilfssatz 18 eine einzige Spitze, und zwar das Element 
a v b, während vorhin die Spitzen a, b des Elementes a v b bestimmt wurden 
Daraus folgt der Widerspruch. Also gilt x л у = 0. 

(ß) x v у sei gegen die Behauptung des Satzes eine Spitze; nach (<x) ist x ô y, 
also ist x A y = #; nach Hilfssatz 19 hat x v y Spitzen x, y. Nach Hilfssatz 18 ist 
x v y die einzige Spitze des Elementes x v y, also gilt y = x v /̂ = x. Daher ist 
x = y, was wieder in Widerspruch ist. Also ist x v y keine Spitze. Wenn -z, für 

6) Die Menge aller Ket ten von Spitzen ist durch die mengen-theoretische Inklusion 
teilweise geordnet. Unter den maximalen Ket ten von Spitzen versteht man maximale 
Elemente dieser teilweise geordneten Menge. 
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das z ^ x v y gilt, eine Spitze wäre, dann würde aus der Eigenschaft b) der 
Bedingung 2 hervorgehen, dass x v y auch eine Spitze ist. Das ist wieder in 
Widerspruch und daher ist z keine Spitze. 

(y) HM, Hv seien zwei verschiedene maximale Ketten von Spitzen und es sei 
с € Hß n Hv. Dann folgt aus der Maximalität der Ketten H[n Hv und aus ihrer 
Verschiedenheit die Existenz solcher Spitzen .x, y, dass x \\ у, х е H^ у е Hv gilt. 
Wenn nämlich jedes у e Hv vergleichbar mit allen x e H„ wäre, dann würde aus 
der Maximalität des И {l у e H^, Hv с Н[Ь folgen. Aus der Maximalität des II v 

folgt dann H{1 = Hv, was einen Widerspruch gibt. Es gilt entweder x, y ^ с 
oder с ^ x, y. Wenn nämlich x ^ с ^ у wäre, dann wäre x ^ y, was einen 
Widerspruch mit der Voraussetzung x\\y ergibt. Zu einem ähnlichen Wider­
spruch würden wir aus der Voraussetzung x fg с ^ у kommen. 

Ist x, y >̂ c, dann ist x л у ^ с ( > 0); das ist aber in Widerspruch mit (<x). 
Ist с ^ x, y, dann ist с Jg; x v y; da jedoch с eine Spitze ist, so sind wir zu einem 
Widerspruch mit (ß) gelangt. Also gilt H{1 n Hv = 0. 

(§) Wählen wir ein # e Hfl und ein ?/ e Hv (Н/г Ф iï,,). Dann ist ж || g/. Ist näm­
lich umgekehrt z. В. ж ij> ?/, dann gilt HQ Ф jff̂  für eine beliebige maximale, die 
Punkte x und у enthaltende Ket te HQ von Spitzen (da y e HQ, ylH^ und 
xeHQ n i/^, was wieder einen Widerspruch mit (y) ergibt. Also ist für ein 
beliebiges x e H„ und ein beliebiges y e H., (H„ Ф II v) x\\y, demnach ist nach 
(a) x ö y. Daraus folgt H jL ô Hv. 

Wir fahren im Beweise der Implikation 2 => 3 fort. Wir bezeichnen mit Gv 

die kleinste der die Menge Hv enthaltenden Komponenten in G, d. h. Gv = H"v. 
Es ist klar, dass Gv ô Gfl für JU Ф v gilt. (Es gilt nämlich: H' э Hv=> G = 
= я ; с я ; ^ ^ п H:=:(0)^G^ÔGV.) 

Wir zeigen nun, dass \JGV = G gilt. Ist \JGV Ф G, so existiert ein b Ф (9, so 
dass b ô Gv für alle ^ gilt. Daraus |6| ô Gv für alle v. Ist # eine Spitze von |6|, 
dann ist |Ь| >̂ ж > 0. Aus der Konvexität des disjunktiven Komplementes 
(UGv)' der Komponente |J#* folgt, dass a- e (U#*>)' ist [weil |6| e (U#„)' gilt]. Es 
gilt jedoch ж € 6rr für ein v, also ist x e \JG„. Daraus folgt x e (\JGV)' n (U^v) = 
,= (#), also ist x = 0. Der Widerspruch, zu welchem wir gelangt sind, bestätigt, 
dass \jGp = G ist. 

Wir beweisen, dass jedes Gv einfach geordnet ist. Umgekehrt sei irgendein Gv 

nicht einfach geordnet. Gemäss Hilfssatz 11 existieren in Gv disjunktive echte 
Komponenten К, L; wählen wir ein beliebiges a, 0 < ae K, und ein beliebiges 
b, 0 < b e L. Es gilt a ô b, also ist а л b = 0. Jede Spitze x des Elementes a 
liegt in Gv, da a ^ x > 0 und G> konvex ist. Also ist # € üf„. Analog muss jede 
Spitze y des Elementes b in .#„ liegen. Also ist x ^ у oder ?/ ^ x. Es sei z. B. 
x ^ ?/. Dann gilt a ^ x ^ y > 0, Ь^.у=>0 = алЬ^:у>0, was einen 
Widerspruch ergibt. Also ist jedes Gv einfach geordnet. 

33 



Es soll gezeigt werden, dass jedes Gv ein direkter Faktor in G ist. 

Wählen wir ein festes v. Bezeichnen wir G'v = |J Gr Gv und G'v sind komple-

mentäre Komponenten in G (da ЦGv = G ist). Wir wollen die folgenden H i l f s ­
s ä t z e beweisen: 

(e) Ist 0 ^b в G, ce jffv, b А с = 0, dann ist b e G'v. 
(Ç) Ist 0 < b e G, ce Hv, b АС = t > 0, dann ist t e Hv. 

B e w e i s (s). Setzen wir voraus, dass das disjunktive Komplement Q der 
Menge {b} die Komponente Gv nicht umfasst. Dann ist О Ф с e Q n Gv Ф Gv. 
Q n Gv (als der Durchschnitt zweier Komponenten in G) ist eine Komponente 
in G und also ist Gv nach Hilfssatz 10 nicht einfach geordnet, was einen Wider­
spruch ergibt. Also enthält das disjunktive Komplement der Menge {b} die 
Komponente Gv und daraus folgt b e G'v. 

(Q Es gilt: с >̂ b л с = t > #, с ist eine Spitze => gemäss der in der Bedin­
gung 2 aufgestellten Forderung b) ist t eine Spitze. Wenn t e H^ für /г + v 
wäre, dann wäre t л с — 0, weil £ e .ЙГА, с e / /„, i?^ (3 Hv ist. Da с ^ t ist, so wäre 
t = .0, was einen Widerspruch gibt. Also ist t e Hv. So sind beide Hilfssätze 
bewiesen. 

Wählen wir ein beliebiges ae G, 0 fg a. Für ein y e Hv sei entweder (i) а А у = 
= z > 0 oder (ii) а А у = 0. Fall (i): nach (Ç) gilt г e # „ . Weiter ist (a — г) л 
А (у ~ z) — 0. Dabei gilt у ^ у ~ z ^ 0. Ist (ix): у ~ z> 0, dann ist nach (Ç) 
y — ze IIv [in (Ç) setzen wir с = y, b = y — z]. Daraus und aus der Gleichung 
(a — z) A (y — z) = 0 folgt nach (z) a ~ ze G'v [in (z) setzen wir a — z = b, 
y — z = c]. Daraus folgt ae G'v + z с G'v + Gv = Gv + G'v. 1st (i2): y ~ z = 0, 
dann ist y = z = a A y, also gilt a ^ y. Nach der Voraussetzung c) der Be­
dingung 2 existiert in в eine solche Spitze x des Elementes a, dass a ^ x ^ у 
ist. Wenn ж e Hfl, [л Ф ^ wäre, dann müsste у = x Ay = 0 gelten [es gilt näm­
lich: ü/^ <5 # „ , ж e jff̂ , y e Hv => x A y = 0]. Das ist ein Widerspruch. Also ist 
x e i?v . Weil ж eine Spitze des Elementes a ist, so gilt (a — x) A x = 0. Nach (г) 
gilt а — x e G'v [in (г) setzen wir а — # — 6, x — c], also gilt a e G'v -\- x с G'v J

r 

-\~ Gv = Gv -f- (?„. 

Fall (ii): a Ay = 0. Nach (г) gilt a e G'v [in (г) setzen wir а = b, y — с]. 
Daher ist ae Gv + 6^. Also gilt immer a e (?„ -f- 6? .̂ Ist ae G, dann gilt # 5g 
^a+eG,0^-~a_eG, also ist а+, a_ e (?„ -f- 6r̂  und daher а = а,_ -f- a__ e Gv + 
+ в ; . Schliesslich ist 6? = Gv + G'v.. 

Daraus folgt, dass Gv (und auch G'v) ein Normalteiier in G ist. Wie man leicht 
erkennt, ist Gv ein direkter Faktor in G. 

Dadurch ist 2 => 3 bewiesen. 

Wir beweisen 3 => 4. {(?„} sei ein in G vollständiges System von je zwei dis­
junktiven einfach geordneten, von Null verschiedenen direkten Faktoren. Gv ist 

34 



ein minimaler direkter Faktor in G, wie aus Hilfssatz 10 und daraus, dass ein 
direkter Faktor eine Komponente ist, folgt. 

К sei nun eine beliebige von Null ve schiedene Komponente in G. Für ein 
beliebiges v gilt К э Gv oder К n Gv = (0). Der verbleibende Fall, nämlich 
GV^L К n Gv ф (0), ist durch Hilfssatz 10 (beziehungsweise durch die Minimali-
t ä t von Gv) ausgeschlossen. Wenn für alle v К n Gv = (0) gelten würde, dann 
wäre К ô Gv für alle v, also wäre К ô \JGV und daher К ô G, К = (ö), was einen 
Widerspruch ergibt. Daraus folgt die Existenz eines solchen //, dass К э G(l gilt. 
Dadurch ist 3 r=> 4 bewiesen. 

Wir beweisen 4 => 1. In G existiert eine von Null verschiedene Komponente9 

denn б ф (О). In dieser Komponente existiert ein minimaler direkter Fak to r 
G1 der Z-Gruppe G. Gx ist einfach geordnet; anders müsste darin eine Kompo­
nente L in G, (0) Ф L 5 6?! (nach Hilfssatz 10) existieren und in derselben ein 
minimaler direkter Faktor in G, der selbstverständlich ein echter Teil von Gt 

wäre. Der Widerspruch, zu welchem wir gelangt sind, bestätigt, dass G± einfach 
geordnet ist. 

Konstruieren wir folgendermassen eine (eventuell transfinite) Folge von je 
zwei disjunktiven einfach geordneten direkten Faktoren Gv in G: sind alle G^ 
für /и < v schon konstruiert, dann ist das disjunktive Komplement (U G^)' der 

Komponente \J Gß entweder einfach geordnet oder es existiert darin ein in Cr 

minimaler direkter Faktor Gv. Im ersten Fall bezeichnen wir mit Gv — (U GßY 
ß<v 

und dann ist |J G^ = G, also ist {G^}, /u ^] v, ein in G vollständiges System je 

zwei disjunktiver einfach geordneter direkter Faktoren. I m zweiten Fall exis­
tiert in (|J Gfl)' ein minimaler direkter Faktor Gv in G und dieser ist nach dem 

vorher Gesagten einfach geordnet. Dadurch ist ein in G vollständiges System 
je zwei disjunktiver einfach geordneter Faktoren {Gv} konstruiert. 

Wir zeigen, dass G isomorph mit einer /-Untergruppe der vollständigen di­
rekten Summe @ = 2G> des Systems {Gv} ist. Definieren wir folgendermassen 
eine Abbildung § der /-Gruppe G in @: ist x e G, xv die Projektion des Elementes 
x in GV9 dann ist x& = {..xv..}e @, wo {..xv..} das System der Projektionen 
des Elementes x in die einzelnen Gv ist. # ist offenbar eine homomorphe Abbil­
dung (der Gruppe und des Verbandes) G auf eine /-Untergruppe in © (nach 
Hilfssatz 12). Wir zeigen, dass ê eineindeutig ist. Vor allem ist der Kern der 
Abbildung ê (d. h. die Menge aller Urbilder in G der Null in @) ein /-Ideal L 
in G. Wählen wir ein beliebiges Element a e L+ und ein beliebiges Element 
xv € G+. Dann ist xv л a e L n Gv, weil L und Gv konvex in G sind. Es ist also 
(xv л a) ê = {..0..}. Aber das einzige Element aus GVi das in der Abbildung # 
auf die Null in @ abgebildet wird, ist die Null. Also ist xv л а — 0 und daher gilt 
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a ô xV9 a ô Gy. Daraus folgt weiter a ôGv,a ô \JGV (siehe Seite 25). Also gilt a ô G 
und daher a = 0. Also ist & eineindeutig. Die Isotonie der Abbildung ê~x ist 
offensichtlich. Dadurch ist bewiesen, dass G mit einer Z-Untergruppe in @ 
isomorph ist. 

Wir beweisen noch, dass G& э Gv für alle v gilt. Da je zwei Faktoren Gv dis­
junkt iv sind, ist Gv§ die Menge aller Elemente der Gestalt {..0, xV9 0..}, wo 
xv € Gv ist. Also ist Gft э Gvd = ö„. 

Dadurch ist bewiesen, dass G eine vollständig subdirekte Summe eines 
Systems einfach geordneter Gruppen {Gv} ist und der Beweis der Implikation 
4 => 1 ist erbracht. Beachten wir, dass hiedurch auch die Anmerkung zu Satz 2 
bestätigt wird. 

Satz 3. Die folgenden Bedingungen sind auf einer vollständigen l-Gruppe G 
äquivalent: 

1. Zu jedem ae G, a > 0, existiert eine Spitze. 
2. G ist eine vollständig subdirekte Summe eines Systems vollständiger einfach 

geordneter Gruppen. 

B e w e i s . Es sei G =j= (0). Wir wollen 1 => 2 beweisen. К sei eine von Null 
verschiedene Komponente in G. Wählen wir 0 < ae K. Zu dem Elemente 
a existiert eine Spitze x, a ^ x > 0. Daher ist x e К. Die kleinste x enthaltende 
Komponente L in G ist ein Teil von K. List ein direkter Faktor in G (Hilfssatz 
5). Wir zeigen, dass L einfach geordnet ist. Wäre L nicht einfach geordnet, so 
existierte in L ein komplementäres Paar von echten Komponenten A, B, die 
(nach Hilfssatz 8) Komponenten auch in G und daher auch (nach Hilfssatz 5) 
direkte Faktoren in G und also — da, L = А и В = A + В gilt — komplemen-
t ä r e direkte Faktoren in L wären. Es gilt хё А и В, weil L die kleinste x ent­
haltende Komponente in G ist. Nach Hilfssatz 12 gilt x = x" -f- #', wo # < 
< x" e B, 0 < x' e A, x > ж', ж" (5 ж' ist. Weil (а •— ж) r5 x ist, gilt auch (a — 
— x) ô x', also ist (а — x -\~ x") ô x' (nach Hilfssatz 2). Daraus folgt а = а — 
— x -\- x = (а — ж -f- #") -f- #', (а — x') ô x\ а >̂ ж > ж' > #. Daraus folgt 
aber, dass ж keine Spitze des Elementes а ist, was einen Widerspruch ergibt. 
Also ist L einfach geordnet, und daher ist L ein minimaler direktsr Faktor in G. 
Nach Satz 2 ist G eine vollständig subdirekte Summe eines Systems einfach ge­
ordneter Gruppen {Gv}. Daraus folgt О о Gv für alle v. Nach Hilfssatz 15 ist Gv 

eine Komponente in G, nach Hilfssatz 6 ist Gv eine regelmässige /-Untergruppe 
in G und also ist Gv eine vollständige einfach geordnete Gruppe. 

Die Implikation 2 => 1 folgt unmittelbar aus Satz 2. 
Der Fall G = (0) ist evident. 

3 

Nach Hilfssatz 14 ist jede Komponente der vollständigen direkten Summe @ 
einfach geordneter Gruppen ein direkter Faktor in ®. In den vollständig sub-
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direkten Summen muss diese Eigenschaft nicht erfüllt sein. Mit dieser Frage 
werden wir uns in diesem Absatz und in den Beispielen des folgenden Absatzes 
beschäftigen. 

Definition. Eine l-Untergruppe G der l-Gruppe @ ist halbkonvex in ©, wenn die 
Projektion der Gruppe G in den beliebigen direkten Faktor in © ein Teil von G ist. 
(Bezüglich @ machen wir keine Voraussetzungen.) 

* Satz 4. Eine l-Gruppe G sei eine vollständig subdirekte Summe eines Systems 
einfach geordneter Gruppen {G„}, v e A. Die folgenden Bedingungen sind äquiva­
lent: 

1. G ist eine l-Gruppe, in welcher jede Komponente ein direkter Faktor ist. 

2. G ist halbkonvex in @ = Z,GV. 

3. Der Verband der direkten Faktoren in G ist ein abgeschlossener Unterverband 
in dem Verbände der Komponenten in G. 

B e w e i s . 1 => 2. Nach Hilfssatz 14 kann man ein beliebiges komplementäres 

Komponentenpaar in @ in der Form von 2 Gv, 2 G>, M с Л, schreiben» Nach 
V € M Vi M 

Hilfssatz 15 ist J = G n 2 G>, <•/' = G n 2 @v ein komplementäres Komponen­
te M vi M 

tenpaar in G und daher nach der Voraussetzung ein komplementäres Paar der 

direkten Faktoren in G. Wählen wir x == {. .xv..} e G. Die Projektion des Ele­

mentes x in den direkten Faktor 2 @v in ® ist offenbar ein Element y = 
veM 

== {. .yv..}, für das yv = xv für v e M und yv = 0 für v e M ist. Die Projektion des 

Elementes x in den direkten Faktor 2 6* m @ bezeichnen wir mit ?/'. Wie be-
v 7 M ~ ~ 

kannt, gilt x = y -f- ?/', und wenn x = ;<y + ?/' gilt, wo y e2< Gv, y' e2, Gv ist, 
dann gilt у = у, у = у . 

Wir wollen 2/ resp. î/' die Projektion des Elementes x in den direkten Faktor J 

resp. J' in G bezeichnen. Es gilt x = y + y', y e G n 2 @*> У' € @ n 2 G>. Daher 
v e M ï> ë M 

ist y = y,y' = y'. Also ist y eG. G ist also halbkonvex in @. Der Beweis 1 => 2 
ist erbracht. 

2 => 1. G sei halbkonvex in @ = 2^> . Eine beliebige Komponente in G ist 
von der Form J = G n 2 ^ un<^ m r disjunktives Komplement in G ist J ' = 

— v eM 

= ö n 2 ö* (Hilfssatz 15). J und J ' sind offenbar Z-Ideale in G, / n J' = (0). 

Wir zeigen noch, dass J -\- Jf = G gilt. Es sei x e ö ; bezeichnen wir mit «/ resp. 

У die Projektion (in @) des Elementes x in das 2 ®v resp. in das 2 @v Es gilt 
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x = y -f- y'. Nach der Voraussetzung ist y e G, y' e G, also ist y € J, y' € J' und 
x = y -\- y'. Daher ist J -\- Jf = G. Also sind J und «/' komplementäre direkte 
Faktoren in G. 

3 => 1. Nehmen wir an, die Bedingung 3 sei erfüllt. Wir zeigen, dass jedes Gv 

ein direkter Faktor in в ist. Nach Hilfssatz 14 ist Gv für alle *> eine minimale 
Komponente in @ = ^Gv. Nach Hilfssatz 15 ist G n ~GV = Gv (für alle г>) eine 
minimale Komponente in G. Nach Satz 2 (die Äquivalenz zwischen den Be­
dingungen 1 und 4) ist Gv für ein beliebiges v ein direkter I 'aktor in G. 

L =f= (#) sei eine Komponente in G. Nach Hilfssatz 7 existiert in @ eine solche 
Komponente j£f, dass L = J? n G gilt. j£? ist nach Hilfssatz 14 von der Form 

<g = 2 6 > also ist j$f — (J Gy Daher gilt £ = ß n | J Gy Bezeichnen wir 
jU eM /ле М ß eM 

Li = U'G> (U resp. | J ' bedeutet das Supremum in der Booleschen Algebra der 

Komponenten in @ resp. in G.) Wir beweisen, dass Lx = L ist. Nach Hilfssatz 7 

ist Lx == G n 2 G„ 
wo 2V с Л ist. Weil £ х э G^ für д e M gilt, so ist N э Ж. 

v e i V — — • 
Also ist Lx = G n ^ Gv^ G n 2, Gß = L. L ist weiter eine Komponente in G, 

v e N fxcM 

die Ĝ , für /u e M enthält und L± die kleinste Komponente in G mit dieser Eigen­
schaft; also ist Ьг с L. Daher gilt L = i ^ = U'G / r 

X ist also das Supremum eines Systems von Komponenten in G und jede 
dieser Komponenten ist ein direkter Faktor in G; da der Unterverband der 
direkten Faktoren in G abgeschlossen in dem Verband von Komponenten in G 
ist, so ist L ein direkter Faktor in G. Dadurch ist 3 => 1 bewiesen. 

1 => 3. {LQ} sei ein System von direkten Faktoren in G. Dann ist \J'LQ
 e m e 

Komponente in G und also ein direkter Faktor in G. Daraus folgt 3. 
Dadurch ist der Satz 4 bewiesen. 
A n m e r k u n g 1. Die folgenden Bedingungen sind auf einer l-Gruppe G äqui­

valent: 
1. G ist eine l-Gruppe, in welcher jede Komponente ein direkter Faktor ist. 
2. Die Summe jedes komplementären Komponentenpaares in G ist gleich G. 
3. Der Verband von Komponenten in G ist ein Unterverband des Verbandes der 

l-Ideale in G. 
4. G ist halbkonvex in einer l-Gruppe, in welcher jede Komponente ein direkter 

Faktor ist. 

B e w e i s . 1 => 2. Wenn 1 gilt, dann ist jedes komplementäre Komponen­
tenpaar in G ein komplementäres Paar der direkten Faktoren in G. Daraus 
folgt 2. 

2 => 3. In G sei 2 erfüllt. Aus der Vertauschbarkeit der komplementären 
Komponenten in G (Hilfssatz 3) folgt, dass jede Komponente in G ein Mdeal 

38 



in G ist. Also ist der Verband der Komponenten in G ein Teil des Verbandes 
der Mdeale in G. J, К seien zwei beliebige Komponenten (und also Mdeale) 
in G. Ans der Distributivität in dem Verbände der l-Ideale folgt (J -\- K) n 
n ( J ' n 1С) - (J n J' n K') + {K n J' n K') = (0), (J + # ) + («/' n JT) = 
= (J + X -f- J ' ) n f J 4- if + K') = ö . Die Summe zweier Komponenten 
in G ist also ein direkter Faktor in G und daher eine Komponente; daraus folgt, 
dass der Verband der Komponenten ein Unterverband des Verbandes der 
Mdeale ist. 

3 => 1. Ist der Verband der Komponenten ein Unterverband des Verbandes 
der Z-Ideale, dann ist die Summe zweier komplementären Komponenten gleich 
ihrem Supremum, also gleich G. Daraus folgt, dass jede Komponente in G ein di­
rekter Faktor in G ist. 

1 => 4. Ist die Bedingung 1 erfüllt, dann ist G halbkonvex in einer Z-Gruppe 
verlangter Art, nämlich in G. 

4 r=> 1. G sei halbkonvex in einer ^-Gruppe @, in der jede Komponente ein 
direkter Faktor ist. LL, L2 sei ein komplementäres Komponentenpaar in G. 
Nach Hilfssatz 7 existiert ein komplementäres Komponentenpaar j£?1? SU2 in @, 
so dass Lx = <£x n G, L2 = j£?2 n G gilt. J£?x und J£?2 sind nach dei Vorausset­
zung komplementäre direkte Faktoren in &. Die Projektion Gt der Ï-Gruppe G 
in den direkten Faktor Jöf'г- ist ein Teil von J^z und nach der Voraussetzung (die 
Halbkonvexität) auch ein Teil von G, also Gt с Jâf̂  n G = L{. Wählen wir 
ein beliebiges Element a e G; dann ist a = ax + «2, wo ai die Projektion des 
Elementes a in den direkten Faktor Ja?̂  ist; also ist â  € Ĝ  с L f . Daher gilt 
1>х -f- iv2 = б?. Weil weiter £ х n L2 = (ö) ist und Lx, L2 elementenweise ver­
tauschbar sind (die Disjunktivität), sind Ll9 L2 direkte Faktoren in G. 

A n m e r k u n g 2. Ist die l-U?itergruppe G einer l-Gruppe @ konvex in @, dann 
ist sie halbkonvex in @. 1)ге Umkehrung muss nicht gelten. 

B e w e i s . Eine ^-Untergruppe G einer /-Gruppe @ sei konvex in @. if sei ein 
beliebiger direkter Faktor in @. Es sei ae G+; dann gilt für die Projektion x 
des Elementes a in K, a ^ x ^ 0 (nach Hilfssatz 12). Weil G konvex in ® ist, 
gilt x e G. Ein beliebiges Element b e G ist die Differenz zweier positiver Ele­
mente aus G, b — 5+ — (— b_) und für die Projektion y resp. yr resp. ?/" des 
Elementes b resp. 6+ resp. —b_ in if gilt (nach Hilfssatz 12) y = у' — г/"; 
weil 2/', ?/" e G gilt, so ist y e 6?, also ist G halbkonvex in @. 

Beispiel IL Absatz 4 beweist, dass die in der Anmerkung 2 aufgestellte Be­
hauptung im Allgemeinen nicht umgekehrt werden kann. 

A n m e r k u n g 3. Beachten wir die ersichtliche Tatsache, dass die vollständige 

direkte Summe © = 2 ^ v resP- ^e direkte Summe j£> = ^Gv eines Systems einfach 

geordneter Gruppen {Gv}, eine halbkonvexe l-Untergruppe in @ ist. 
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1 

Dieser Abschnitt enthält eine Reihe von Beispielen der /-Gruppen, die einige 
den Bedingungen erfüllen, welche in den vorhergehenden Absätzen behandelt 
wurden. 

Wir geben Beispiele einer vollständig subdirekten Summe eines Systems 
einfach geordneter Gruppen {Gp} an, 

1. die konvex in @ = 2^> , aber weder gleich @ noch gleich jp == ^Gv ist 
(Beispiel I); 

2. die halbkonvex in @, aber nicht konvex in @ ist (Beispiel II) ; 
3. die in keiner /-Gruppe, deren jede Komponente ein direkter Faktor ist, 

und also nicht einmal in @ halbkonvex ist (Beispiel I I I ) ; 
4. die weder die vollständige direkte noch die direkte Summe eines Systems 

einfach geordneter Gruppen ist (Beispiel I I I ) . 
Wir geben ein Beispiel einer /-Gruppe an, die eine sub direkte Summe eines 

Systems einfach geordneter Gruppen ist, 
5. die keine vollständig subdirekte Summe dieses Systems einfach geordneter 

Gruppen ist, aber die eine vollständig subdirekte (durchaus eine direkte) Summe 
eines anderen Systems einfach geordneter Gruppen ist (Beispiel IV); 

6. die aber keine vollständig subdirekte Summe eines Systems einfach ge­
ordneter Gruppen ist (Beispiel V). 

Weiter geben wir ein Beispiel einer /-Gruppe an, 
7. die keine /-Untergruppe der vollständigen direkten Summe eines Systems 

einfach geordneter Gruppen ist (Beispiel VI). 
Es wird eine /-Gruppe angegeben, 
8. die die Eigenschaften а), с) aus der Bedingung 2 des Satzes 2, aber nicht 

die Eigenschaft b) hat (Beispiel V); 
9. die die Eigenschaften b), c) aus der Bedingung 2 des Satzes 2, aber nicht 

die Eigenschaft a) hat (Beispiel VII). 
Die Frage, ob die Eigenschaft c) der Bedingung 2 der Satzes 2 eine Folge­

rung der vorhergenden ist oder nicht,, bleibt offen. 
Wir geben ein Beispiel einer subdirekten Summe eines Systems einfach ge­

ordneter Gruppen an, 
10. in welcher keine Spitze existiert (Beispiel VII) . 
11. Wir wollen darauf aufmerksam machen, dass auf Grund der Anmerkung 

3 in den Beispielen I, I I , I I I solche vollständig sub direkte Summen von 

Systemen einfach geordneten Gruppen {Gv} konstruiert sind, die von © = 2*GV 

und von Jr) = 2<7„ verschieden sind. 

1. — B e i s p i e l I. Es existiert eine l-Gruppe, die eine vollständig subdirekte 

Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {Gv} ist, die konvex in & = 2,GV, 

aber weder gleich @ noch gleich Sp = 2C?„ ist. 
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B e w e i s . {Gv} sei ein System einfach geordneter Gruppen, die Mächtigkeit der 
Menge von Indizes v sei ^> $±. Bezeichnen wir mit G die Menge aller Elemente 
aus © = z<Gv, die höchstens N0 von Null verschiedene Komponenten haben. 
Man erkennt leicht, dass G eine konvexe ^-Untergruppe in @ ist, dass @ Ф G Ф 
Ф Jp und dass G eine vollständig subdirekte Summe des Systems einfach ge­
ordneter Gruppen {Gv} ist. Bis auf die Konvexität von G in © sind alle Be­
hauptungen evident. Die Konvexität: Es sei ae G, xe @, \a\ >: |a?|; dann gilt 
Щ ^ [#| ^ %+ 1==L 0. Das Element \a\ hat höchstens H0 von Null verschiedene 
Komponenten; dann hat \x\ und auch x+ dieselbe Eigenschaft. Also hat x = 
= x+ "+ #„ = #+ — j#| + a?+ auch höchstens K0 von Null verschiedene Kompo­
nenten, daher ist x e G. Dadurch ist die Konvexität bestätigt. 

2. — B e i s p i e l I I . Es existiert eine l-Gruppe, die eine vollständig subdirekte 

Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {G,} ist, die halbkonvex in 

© = 2firv, aber nicht konvex in © ist. 

B e w e i s . Gn sei (für ein beliebiges natürliches n) die additive einfach ge­

ordnete Gruppe der ganzen Zahlen. Bezeichnen wir © = ^Gn. Wir definieren G 
n 

als die Menge aller Elemente x e @, die nur auf einer endlichen Zahl der Stellen 
ungerade Zahlen haben. Es ist klar, dass G eine l-Untergruppe in © ist, da 
x, y e G => x — y e G, xv 0 e G. Weil weit3r G з Gn für alle n ist, so ist G eine 
vollständig subdirekte Summe des Systems {Gn}. Wir beweisen, dass G halb­
konvex in © ist. Wählen wir einen direkten Faktor in @, z. B. J = У G,a (wo M 

meM 

ein Teil der Menge der natürlichen Zahlen ist — siehe Hilfssatz 14). Die Pro­
jektion y eines beliebigen Elementes xe G in J hat einige der Komponenten mit 
den zugehörigen Komponenten des Elem.3nt3s x gleich, die übrigbleibenden 
gleich Null. Also ist y eG. Daher ist G halbkonvex in @. Wir zeigen noch, dass G 
nicht konvex in © ist. Wählen wir ein Element a in ©, das auf unendlich vielen 
Stellen ungerade Zahlen > 0 und auf den übrigen beliebige Zahlen ^ 0 hat, 
a == {..an..}. Dann gilt für das Element b =•= {. ,an -f ew . .}, wo en = 0 oder = 1 
gewählt ist und zwar so, dass nur eine endliche Zahl von Komponenten un­
gerade Zahlen sind: b^a^iO,beG und dagegen aë G. Also ist G nicht kon­
vex in ©. 

3. — B e i s p i e l I I I . Es existiert eine l-Gruppe, die eine vollständig subdirelcte 

Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {Gv} ist, die aber in keiner 

l-Gruppe, von der jede Komponente ein direkter Faktor ist, und also auch nicht 

in © = ^Gv, halbkonvex ist. 

B e w e i s . {Gv} sei ein System einfach geordneter Gruppen; die Mächtigkeit 

der Menge von Indizes v sei Щ. Es sei Jg> = 2<S>, © = ^Gv, x ein solches Ele-
00 

ment aus @, deren alle Komponenten > 0 sind. Bezeichnen wir G — U (kx -f-
k= — oo 

-f- jp) (k durchläuft alle ganze Zahlen). Wir beweisen, dass G eine ^-Untergruppe 
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in @ ist. Es seien y, ze G; dann gilt у = А̂ Ж -f- а, г = к2х -f- Ь, wo &1? &2 ganze 
zahlen sind und а, 6 e J£>. Es gilt ^ — z = (&x — &2) x -f- c, wo с е jj) ist, weil j£> 
offenbar ein Normalteiler in @ ist. Ist weiter кг>0, dann hat das Element 
2/ v 0 bis auf eine endliche Zahl dieselben Komponenten wie das Element k±x, 
also ist у v 0 = &!# -f d, wo <i e J); ist &L <̂  ö, dann ist offenbar y v 0 <E fy. Also 
gilt у v 0 с С? in beiden Fällen. Daher ist G eine Z-Untergruppe in @. G ist eine 
vollständig subdirekte Summe des Systems {Gv}, denn G э Jp. Beachten wir 
noch, dass in (? kein Element existiert, das genau $0 von Null verschiedene 
Komponenten hat. Wir zeigen, dass G nicht halbkonvex in © ist. J f sei eine 
Menge von Indizes und sie habe die Mächtigkeit 80. Nach Hilfssatz 14 ist J = 

— 2 @v ein direkter Faktor in @. Die Projektion x' des vorher definierten 
veM 

Elementes x e G in J hat 80 von Null verschiedene Komponenten, die übrigen 
sind gleich Null. Wie oben gesagt wurde, liegt kein solches Element in G. Also 
ist G nicht halbkonvex in @. 

Die Z-Gruppe G ist keine halbkonvexe /-Untergruppe in einer /-Gruppe, deren 
jede Komponente ein direkter Faktor ist. G sei umgekehrt eine halbkonvexe 
Z-Untergruppe einer solchen /-Gruppe. Gemäss Anmerkung 1 ist Gerne /-Gruppe, 
in welcher jede Komponente ein direkter Faktor ist. Weil sie eine vollständig 
subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {Gv} ist, so ist sie 
nach Satz 4 halbkonvex in ® = ^Gv, was einen Widerspruch ergibt. Dadurch 
ist die Behauptung bewiesen. 

4. — Die l-Gruppe G Beispiel III ist iveder die vollständige direkte noch die 
direkte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen. 

B e w e i s . {H^} sei ein System einfach geordneter Gruppen; es sei 21 — Z,HM, 
53 = 2-ff^. Es sei II = 21 oder H = 93. G sei isomorph mit H. In beiden Fällen 
ist H nach Anmerkung 3 konex in 21, also ist sie nach Anmerkung 2 halbkonvex 
in 21 und nach Satz 4 ist H eine solche /-Gruppe, in welcher jede Komponente 
eine direkter Faktor ist, was in Widerspruch mit der Anmerkung 1 (die Äqui­
valenz 1 о 4) ist, wie gerade aus der vorhergehenden Behauptung 3 (Beispiel 
I I I ) folgt. 

5. — B e i s p i e l IV . Es existiert eine l-Gruppe, die eine subdirekte Summe 
eines Systems einfach geordneter Gruppen ist, die keine vollständig subdirekte 
Summe dieses Systems ist, die aber eine vollständig subdirekte (durchaus eine di­
rekte) Summe eines anderen Systems einfach geordneter Gruppen ist. 

B e w e i s . Es sei Gk (k = 1, 2, 3) die additive einfach geordnete Gruppe der 
reellen Zahlen; © = ^Gk. G sei die /-Untergruppe aller Elemente aus © von der 
Form {x, y, y}, wo x, y beliebige reelle Zahlen sind. G ist offenbar eine subdirek­
te Summe des Systems {Gk}, к = 1, 2, 3, aber diese ist keine vollständig sub-
direkte Summe des Systems (weil G Э Gk für к = 2, 3 nicht gilt). Sie ist aber 
isomorph mit der direkten Summe der einfach geordneten Gruppen Gx und G2. 
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6. — B e i s p i e l V. Es existiert eine l-Gruppe, die eine subdirekte Summe eines 
Systems einfach geordneter Gruppen ist, die aber keine vollständig subdirekte 
Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen ist. 

B e w e i s . Gk9 к = 1, 2, 3, seien einfach geordnete Gruppen. Bilden wir die 
direkte Summe des Systems {Gk}l der Gruppen und definieren darauf eine teil­
weise Ordnung nach der Vorschrift: ist ak,bkeGlr, dann ist (al9 a29 a3) 5^ 
^g (bl9 b2, b3) <$-аг < bx oder ax = b-19 at rg bt (i = 2, 3). 

Die Gruppe mit dieser teil weisen Ordnung wird zu einer Z-Gruppe (siehe [2] 
XIV § 1 Th. I und Th. 2): 

(al9 a29 a3) >̂ 0 , (bl9 b29 b3) ^ 0 => (ax + b1? a2 + ^2- ГЬ + &з) è 0 ; 
ist nämlich ax> 0 oder 6X > #, dann ist ax -f- °i > ö. Ist ax = 0 —• bl9 dann 
gilt a2 ^ 0, a3 ^ 0, b2 >̂ 0, 63 ^r #, also ist ах -f- bx = 0, a2 -\- b2 ^: 0, a3 -f-
+ &3 US #> wi e z u beweisen war. Weiter ist (a1? a2, a3) ^ ö => (cl5 c2, c3) -j-
+ (%> a2> as) —(ci> c2> сз) ™ 5̂ is"t nämlich cx -j- a i ~~ c i > @> dann ist die 
Behauptung bewiesen; ist сг + аг — сх = 0, dann ist % = #, also gilt a2 ^ 0, 
a3 ^ 0; daher ist c2 + a2 — c2 ^ ö, c3 -f- a3 — c3 ^ 0. Daraus folgt, dass Ö eine 
teilweise geordnete Gruppe ist. 

Man erkennt leicht, dass (cx, c2, <%) v (ö, #, 0) = (cl9 c2, c3) ist, für Cj > Ö, 
= (0, c2 v 0, c3v 0) ist, für cT fg 0. 

Bezeichnen wir weiter mit G2 die Menge aller Elemente von der Form 
(0, a29 0), wo a2€ G ist; analog für G3. 6?2 und 6r3 bilden das einzige komplemen­
täre Paar der echten Komponenten in G. G2, G3 sind /-Ideale, sie sind aber 
keine direkten Faktoren, weil G2 + G3 =j= ö ist. In 6? sind also nur unechte 
direkte Faktoren.7) 

6? ist also nach Hilfssatz 13 eine subdirekte Summe des Systems einfach ge­
ordneter Gruppen {G/G29 G/G3}; G{ (i = 2, 3) ist nämlich ein solches M deal 
in G, dass die /-Faktorgruppe G/G{ einfach geordnet ist und G2 n G3 — (ö) ist. 

Wenn G eine vollständig subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter 
Gruppen wäre, dann würde (nach Satz 2) ein minimaler direkter Faktor in G 
unter jeder von Null verschiedenen Komponente in G existieren, was auf G 
nicht der Fall ist. 

Beweis, dass G2, G3 zwei komplementäre Komponenten sind. Aus der Defi­
nition der Anordnung folgt: 

f (al9 a2, a3), wenn ax > 0 , 
\(al9 a2, a3)\ = (0, \a2\, |a3|), wenn aL = 0 , 

{(—al9 —a29 —a3), wenn ax < 0 ist . 
7) Sind alle G abelsche einfach geordnete Gruppen, so ist G auch abelsch. Die Z-Gruppe 

G ist nicht vollständig auch in dem Falle, dass alle Gk vollständige einfach geordnete 
Gruppen sind. (Das kann leicht direkt bewiesen werden oder es ergibt sich daraus, dass 
auf einer vollständigen Z-Gruppe jede Komponente eine direkter Faktor ist, was auf G nicht 
gilt.) In beiden Fällen ändert sich nichts auf dem Systeme der Komponenten und der 
direkten Faktoren in G. 
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Wählen wir b2 e ff25 b2 + 0 fest; dann ist \(0, b2, 0)\ = (0, \b2\, 0), also gilt 

(0, \b2\, 0), wenn ax ^ 0 , 
|(a1? a2, a3)| л {0, \b2\, 0) = 

{ (0, \a2\ л |62|, (У), wenn ax = (/ 
Daher gilt (a19 <x2, a3) (3 (0, b2, 0) dann und nur dann, wenn ax = 0, a2 = #, 

«3 e Cr beliebig sind, d. h. das disjunktive Komplement des Elementes (0, b2, 0) 
und auch der ganzen Menge G2 ist ff3. Analog beweist man, dass das disjunktive 
Komplement der Menge G3 die Menge G2 ist. Also ist G2, G3 ein komplementäres 
Komponentenpaar in G. 

Beweis, dass G2, G3 die zwei einzigen echten Komponenten in G sind. К sei 
eine beliebige echte Komponente in G. Dann ist Z n ff2 ф (0) oder К n ff3 =j= 
4= (0) (im umgekehrten Fall wäre К ô ff2, К ô ff3 und also К ô (G2 и ff3); daher 
gilt К ô G, d. h. К = (0) — was einen Widerspruch ergibt). Es sei (0) Ф К n 
n ff2 = J^ ; dann existiert ein 62 € ff2, so dass 0 Ф (0, 62, 0) 6 i£x ist. Wie ge­
zeigt wurde, ist das disjunktive Komplement des Elementes (0,'b2, 0) gleich ff3; 
also ist ff2 die kleinste das Element (0, &2, 0) enthaltende Komponente in ff; also 
muss I i x э ff2 sein; daher gilt / i n ff2 э ff2, also ist i£ э ff2. Ist К n ff3 == (0), 
dann gilt К ö ff3 und also i£ с ff2, d. h. К = ff2. Ist i£ n ff3 ф (0), dann —-
analog zu dem vorhergehenden — ist К э ff3? also gilt i£ э ff2 u ff3 = ff, was 
einen Widerspruch ergibt. Daraus folgt iC = ff3. 

Wenn wir К n ff3 ф (0) vorausgesetzt hätten, dann wäre К = ff3. ff2, ff3 

sind also die einzigen echten Komponenten in ff. 

Wir beweisen, dass ff/ff2 einfach geordnet ist. Es sei A e GjG2. Dann ist A die 
Menge der Elemente (al9 «2, a3), wo a2 ein beliebiges Element aus ff2 ist. Ist 
at > 0, dann ist (ax, a2> аз) > >̂ a l s o auch А > ff2 (ff2 ist die Null der I-Faktor-
gruppe ff/ff2). Ist ax = 0, a3 ^ 0, dann ist (0, ja2|, a3) ^ 0, also auch А ^ ff2. 
Ist ax = 0, a3 < 0, dann gilt — (0, — |a2|, a3) = (0, \a2\, — a3) > 0, also auch 
— А > ff2. Ist ax < 0, dann gilt — (al9 a2, a3) = (—-a1? — a2, — a3) > #, also 
auch — А > ff2. Ein beliebiges Element A e G/G2 ist also stets vergleichbar 
mit der Null der Z-Faktorgruppe ff/ff2. Analog beweist man, dass ff/ff3 einfach 
geordnet ist. 

7. — B e i s p i e l VI. Es existiert eine l-Gruppe, die keine l-Untergruppe einer 
vollständigen direkten Summe von einem Systeme einfach geordneter Gruppen und 
also keine subdirekte Stimme irgendeines Systems einfach geordneter Gruppen ist. 

B e w e i s , ff sei die Gruppe, die durch drei Erzeugende a, b, с und durch die 
definierenden Relationen a -\- b = b -{- а, а -\- с = с -\- b, b + с = с + a ge­
geben ist. Die Menge G+ der positiven Elemente sei aus allen Elementen von 
der Form 'та + nb -f- pc, wo p > 0, oder p = 0, m ^ 0, n ^ 0 ist, zusammen­
gesetzt, ff wird zu einer Z-Gruppe. Diese ^-Gruppe führt ff. Birkhoff ([1] Ex. 9 
Seite 303; siehe auch [9] Anm. 4) als Beispiel einer ^-Gruppe ein, die eine Kom­
ponente enthält , welche kein H d e a l ist. Das disjunktive Komplement des Ele-
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mentes a ist nämlich kein Normalteiler, da a ô b ist; aber dabei ist a ö (c + 
+ b — c), denn c+b — c = a + 0. 

Beweis, dass a ô b gilt. Es ist a > ö, b > ö; es sei a \b = ma + wb + F 3 

( ^ 0); da ma + n6 -f- £>c ^ a ^ gilt p ^ 0; weil a A b ^ 0 ist, gilt p >̂ 0; 
daher gilt £> = 0. Daraus folgt (1 — m) a — nb ^ #; also ist m ^ i l , n fgi 0. 
Analog folgt aus der Relation ma -{- nb ~\- pc ^ b: n ^ 1, m 5g 0. Also ist 
p — О щ <̂  0, n ^ 0. Weil aber a \b ^ 0 gilt, ist m ^ 0, ?г ^ 0, also ist 
m •- 0. n = 0. Daher folgt а лЬ = 0. Also gilt а (5 6. 

Wenn G eine Z-Untergruppe der vollständigen direkten Summe eines Systems 
einfach geordneter Gruppen {Gv} wäre, @ = 2$ , , , würde zu jeder Komponente 
К in (7 (nach Hilfssatz 7) eine Komponente $ in © so existieren, dass l n f f = 
= К gelten würde. Nach Hilfssatz 14 ist aber M ein Normalteiler in @, so dass 
К ein /-Ideal in G sein muss, was einen Widerspruch ergibt. 

8. — Beispiel einer l-Gruppe, welche die Eigenschaften а), с) der Bedingung 2 
des Satzes 2, a&er mcÄ£ die Eigenschaft b) hat. 

B e w e i s . Eine solche Z-Gruppe ist die ^-Gruppe Beispiel V und die Z-Gruppe 
Beispiel VI. Wir beweisen dies an Hand der ersten derselben. (Sie ist sogar eine 
sub direkte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen.) Das Element 
•(al9 a29 a3) > 0 hat im Falle a1 > 0 eine Spitze (al9 a29 a3); im Falle aL = 0 ist 
dasjenige der Elemente (0, a2, 0), (0, 0, a3)9 welches > 0 ist, eine Spitze von 
(al9 a29 %)• (Es gilt a2 ^ 0, a3 >̂ 0; dabei ist mindastens eine Ungleichung 
scharf.) Die Eigenschaft c) ist offenbar auch erfüllt. Nicht erfüllt ist die Eigen­
schaft b), denn unter dem Elemente (al9 a29 a3) für ax > 0 — das eine Spitze 
ist — liegt ein beliebiges Element von der Form (0, b2, b3)9 wo 62 > 09 bz > 0 
ist, welches keine Spitze ist. 

B e w e i s d e r B e h a u p t u n g e n . Wir konstruieren die Menge aller Spitzen 
in G. Es sei 

a EEE (al9 a29 aB) ^b= (bl9 b29 b3) > 0 , (*) 

(a1 — bJ9 a2 — b2i a3 — b3) л {b±, b29 b8) E~ (a — Ь) л b = 0 . (**) 

Aus der Ungleichung (*) folgt: b± > 0 oder ^ = ö, 62 > ö, &3 ^ ö oder 6X = #, 
62 ^ 09 b3> 0. Aus der Bedingung (**) folgt: 

1. 1st ax — bx > b19 dann ist а — b > b9 also ist 6 = 09 was in Widerspruch 
mit (*) ist. 

2. Is t % — bx < 61? dann ist а — 6 < b, also ist 0 = at — bx — a2 — b2 = 
= a3 — 63; daher ist аг- = &г- (г = 1, 2, 3). Aus der Relation ax — &L < Ьх folgt 
0 < a±. 

3. Ist ax -— b± = bl9 dann ist ö = bx = ax — 61? also ist al = bL = 0 und 
weiter gilt (a2 — fe2) АЬ2 = 09 (a3 — b3) л b3 = 0. Daraus folgt a2 = 62 oder 
b2 — # und gleichzeitig a3 ^= b3 oder b3 = 0. 
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Im Falle 3 treten also folgende Möglichkeiten ein: ax = 0 = &! und gleich­
zeitig eine der folgenden Eventualitäten: 

a j $ 2 ~~ ^2? ^ 3 ""̂  3> 

b*) 62 = 0, a3 = 63, 
c*) a2 = &2, &3 = 0, 
d*) 62 = 0, 63 = ö; dieser letzte Fall widerspricht aber der Bedingung (*)» 

Es sei ax> 0. Dann t r i t t der Fall 2 ein; in diesem Fall ist a das einzige Ele­
ment b, für das (*) und (**) gilt. 

Es sei аг = 0. Dann t r i t t der Fall 3 ein. Trit t die Möglichkeit a*) ein, und 
ist b2 = 0 oder b3 = 0, so ist dieser Fall übereinstimmend mit dem b*) oder c*). 
Gesetzt, es würde die Eventuali tät a*) eintreten und dabei a2 = b2 > 0, 
a3 = 63 > ö sein; dann wäre das Element (0, a2, аз) ~ (#> &2, b3) kein minimales 
Element mit den Eigenschaften (*), (**), weil das Element (0, 0, az) oder das 
Element (0, a2, 0) unter dem Elemente (0, a2, aB) liegen würde und die Bedin­
gungen (*), (**) erfüllt wären. Also kann das Element (0,.b2, bs) nur im Falle 
b*) oder c*) eine Spitze sein. Aber dann ist es offenbar eine Spitze des Elemen­
tes (0, a2, a3). [Im Falle b*) ist b3 > 0, im Falle c*) ist b2 > 0.] 

Die Menge aller Spitzen in G ist daher die Menge aller Elemente, für welche 
(al5 a2, a3), ax > 0 oder (0, ft2, 0), b2> 0 oder (0, 0, 63), b3> 0 gilt. 

Es ist bewiesen, dass jedes Element 0 < ae G eine Spitze hat; die Eigen­
schaft a) der Bedingung 2 Satz 2 ist erfüllt. Es soll die Eigenschaft c) be­
wiesen werden. Es sei y e G eine Spitze, es sei a ^ y. Ist a = (a19 a2, a3), a± > 0, 
dann ist a eine Spitze des Elementes a, a ^ y. Ist ax = 0, dann gilt für y == 
= (*/i> ^2. Уз) Vi = ö und gleichzeitig a2 ^ y2> 0, a3 ^ y3 = 0 oder a2 2> y2 = 
= 0, a3 ^ /̂3 > 0. Dann ist das Element 6 == (0, a2, 0) oder с = (0, 0, a3) eine 
Spitze des Elementes a und dabei ist b ^ у oder с >̂ y. Die Eigenschaft c) ist 
bestätigt. 

Die Eigenschaft b) der Bedingung 2 Satz 2 ist auf G nicht erfüllt. 

Es sei nämlich a = (al9 a2, a3), ax > 0. Dann gilt für ein beliebiges Element 
b EEE (0, b2, b3), wo b2 > 0, b3 > 0: a S| b > 0; dabei ist a eine Spitze, doch & ist 
keine Spitze. 

Analog ist die Situation auf der Z-Gruppe Beispiel VI. 

9. — B e i s p i e l V I I . Es existiert eine l-Gruppe, die die Eigenschaften b), c) 
der Bedingung 2 des Satzes 2, aber nicht die Eigenschaft a) hat. 

B e w e i s . G sei die Menge aller reellen Funktionen auf dem Intervall / = 
= (0, 1), die von links stetig auf / sind und von rechts mit Ausnahme von 
endlich vielen Punkten. Die Addition und die teilweise Anordnung in G ist auf 
natürliche Weise gegeben. G ist offenbar eine Z-Gruppe. Kein Element in G hat 
eine Spitze, also gilt die Bedingung a) nicht; dann sind selbstverständlich die 
Eigenschaften b), c) erfüllt. 
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Es sei / € о, f > 0. Wir zeigen, dass / keine kSpitze in G hat. Für ein g e G sei 
/ â 9 > 0, (f — g) АС = 0. N resp. Q sei die Menge aller x e I, für die g(x) = 0 
resp. <7(ж) von rechts unstetig ist. N и Q ist in / abgeschlossene Menge, also ist 
В = I -— (N и Q) in I offen. Es ist i? Ф 0. Im umgekehrten Fall wäre / = 
= N и Q und daher nur für eine endliche Anzahl von Punkten g(x) Ф 0. 
Da g ф 0 gilt, so existiert ein x0 e Q, so dass g(xQ) Ф 0 ist und eine Umgebung U 
des Punktes x0 so existiert, dass <7(#) = 0 ist für alle xeU, x Ф x0. Das ist 
aber in Widerspruch mit der Stetigkeit von links in x0 der Funktion g(x). Also 
ist В Ф 0. Es existiert daher eine absteigende Folge {Sn}f von links offener und 
von rechts abgeschlossener Intervalle, so dass В J Sx 3 S2 g /S3 2 • • • 2 ^ 2 • • • 
gilt. Definieren wir folgenderweise die Funktionen gn(x): x e Sn ^> gn(x) = (7(#); 
x i $w -=> gfn(.T) = 0. Dann ist offenbar gn e Cr, f Jg: g > grn > grn+1 > 0 (?г — 
— 1, 2, . . .) und weiter (/ — gn) A gn = 0. Also hat f in G keine Spitze. 

10. — Es existiert eine l-Gruppe, die eine subdirekte Summe einfach geordneter 
Grupen ist und in der keine Spitze existiert. 

B e w e i s . Die Z-Gruppe Beispiel VII hat diese Eigenschaft: Mit Rücksicht 
auf 9 bleibt zu beweisen, dass G eine subdirekte Summe eines Systems einfach 
geordneter Gruppen ist. Ordnen wir jeder Zahl xe (0, 1) die additive einfach 
geordnete Gruppe Gx reeller Zahlen zu. Dann ist G offenbar eine subdirekte 
Summe des Systems {Gx}, X€ (0, 1), einfach geordneter Gruppen. 

5 

In diesem Absatz werden vollständige direkte und direkte Summen einfach 
geordneter Gruppen behandelt. 

Satz 5. Auf einer l-Gruppe G sind folgende Bedingungen äquivalent: 

1. G ist die vollständige direkte Summe eines Systems einfach geordneter 
Gruppen {Gv}; 

2. G ist eine vollständig subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter 
Gruppen {Gv} und für jede unendliche Menge {xe} je zwei disjunktiver positiver 
Elemente aus G existiert in G das Element V #e; 

3. G ist eine vollständig subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter 
Gruppen {Gv} und zu jeder nichtleeren Menge M je zweier disjunktiver Spitzen in 
G existiert ein Element in G, das die Menge aller seiner Spitzen gleich der Menge M 
hat. 

B e w e i s . 1 ^> 2. Eine ^-Gruppe G, die die vollständige direkte Summe eines 
Systems einfach geordneter Gruppen {Gv} ist, ist offenbar auch eine vollständig 
subdirekte Summe dieses Systems, Wir zeigen, dass G die zweite Eigenschaft 
aus 2 erfüllt. 

{££} sei ein System je zwei disjunktiver, positiver Elemente in G. Wählen wir 
ein хее{хе}. Dem Elemente xQ ordnen wir folgendermassen den Teil A0 der 
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Menge N der Indizes zu: v e AQ <=> die v-te Komponente des Elementes xß ist 
von Null verschieden. 

Is t xe, Xer e {xe}, x® ö xa, dann gilt AQ n Aa = 0 (Gv sind einfach geordnet). 
Daraus folgt, dass x = V^e existiert (für v e AQ ist die v-te Komponente des 
Elementes ж gleich der r-ten Komponente des Elementes a#; ist v e N — UAQ, 
dann ist die v-te Komponente des Elementes x gleich Null). Dadurch ist be­
wiesen, dass G die verlangte Eigenschaft erfüllt. 

2 ^> 3. Es sei die Bedingung 2 erfüllt und {x®} sei ein System je zwei dis­
junktiver Spitzen in G. Nach der Voraussetzung existiert in G das Element 
x =-. \/xe. Nach Hilfssatz 19 ist die Menge aller Spitzen des Elementes x gleich 
der Menge {xe}. 

3 •=> 1. G erfülle die Bedingung 3. Wählen wir ein beliebiges Element a e © — 
= ^Gv, a > 0. Die Menge Q aller Spitzen in © des Elementes a ist nach Hilfs­
satz 17 die Menge von je zwei disjunktiven Elementen und nach Hilfssatz 20 (3) 
ist Q ein Teil der Menge aller Spitzen in G. Also existiert nach der Vorausset­
zung ein Element b in G, für das die Menge Q die Menge aller seiner Spitzen in G 
ist. Wenn wir den Hilfssatz 20 (2) benützen, stellen wir fest, dass das Element 
b e © die Menge aller Spitzen in © gleich Q hat . Aus Hilfssatz 20 (4) folgt dann 
a = b e G. Also liegt in G ein beliebiges positives Element aus ©. Ein beliebiges 
Element aus © ist aber die Differenz zweier positiver Elemente, also ist © = G. 
Der Beweis des Satzes 5 ist erbracht. 

Satz 6. Eine l-Gruppe ist dann und nur dann aie vollständige direkte Summe 
eines Systems vollständiger einfach geordneter Gruppen, wenn folgende Bedingun­
gen gelten: 

a) G ist eine vollständige l-Gruppe; 

b) zu jedem a e G, a > ö, existiert in G eine Spitze; 

c) jede Menge von je zwei disjunktiven Spitzen ist in G beschränkt. 

B e w e i s der Notwendigkeit der Bedingungen. G sei die vollständige direkte 
Summe eines Systems vollständiger einfach geordneter Gruppen; dann gilt 
offenbar a); die Gültigkeit von b) folgt aus Satz 2 und die Richtigkeit von c) 
ist durch Satz 5 und zwar durch die Implikation 1 => 3 bestätigt. 

Die Bedingung ist hinreichend. Nach Satz 3 ist G eine vollständig subdirekte 
Summe eines Systems vollständiger einfach geordneter Gruppen {Gv}. Zu jeder 
Menge Q je zwei disjunktiver Spitzen in G existiert das Supremum x in G. Nach 
Hilfssatz 20 (1) ist die Menge aller Spitzen des Elementes x gleich der Menge Q. 
Daher ist G nach Satz 5, Implikation 3 => 1 die vollständige direkte Summe des 
Systems {(?„} vollständiger einfach geordneter Gruppen. 

Satz 7. Auf einer l-Gruppe G sind die folgenden Bedingungen äquivalent: 

1. G ist die direkte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {Gv}. 
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2. Die Vereinigung einer beliebigen Kette von Komponenten in G ist ein di­
rekter Faktor in G. 

3. Die Summe eines beliebigen Systems von Komponenten in G ist eine Kompo­
nente in G. 

4. Der Verband der Komponenten in G ist ein abgeschlossener Unterverband des 
Verbandes von l-Idealen in G. 

5. G ist eine vollständig subdirekte Summe eines Systems {Gv} einfach geordneter 
Gruppen und für keine unendliche Menge fâ} je zwei disjunktiver positiver Ele­
mente existiert in G das Element \/xe. 

6. G ist eine vollständig subdirekte Summe eines Systems {Gv} einfach geord­
neter Gruppen und jedes Element ( > 0) aus G hat in G nur endlich viele 
Spitzen. 

B e w e i s . Die Äquivalenz der Bedingungen 1, 2 und 3 wurde im Satz 2 aus [9] 
bewiesen. 

3 => 4. Bezeichnen wir mit Ж (5) den Verband von Komponenten (von Z-Idea-
len) in G. Gilt 3 in G, dann ist nach Anmerkung 1 (2 .=> 3) Л с д . Ist {K/y} ein 
beliebiges System von Komponenten in G, dann folgt aus der Eigenschaft 3 
\JK;1 = 2-^/t» s o d a s s ^ a s Supremum des Systems {K№} dasselbe in dem Ver-
bande Ä wie im Verbände 3 ist. Dadurch ist 3 => 4 bewiesen. 

4 r> 3. Ha t G die Eigenschaft 4, dann ist die Summe von einem beliebigen 
System der Komponenten in G gleich dem Supremum dieses Systems (in dem 
Verbände M), also ist es eine Komponente in G. Daraus folgt 3. 

5 => 1. Eine Z-Gruppe G sei eine vollständig subdirekte Summe eines Systems 
einfach geordneter Gruppen {Gv} und für keine unendliche Menge je zwei dis­
junktiver positiver Elemente in G existiere das Supremum dieser Menge. Dann 
ist GDGV für alle v, also gilt G э J^GV. W enn in G ein Element x = {. .xv..} <= 
€ 2^GV = @ existieren würde, das unendlich viele Komponenten #- Chatte, dann 
wäre auch \x\ e G und \x\ hät te unendlich viele von Null verschiedene Kompo­
nenten. Zu jedem v, für das xv Ф 0 ist, konstruieren wir das Element xv === 
=s {.. 0, \xv\, 0..} € Gv с G (dessen ?;-te Komponente gleich der y-ten Komponente 
des Elementes \x\ ist und auf dessen übrigen Stellen lauter Nullen stehen). Wir 
bekommen eine unendliche Menge {xv} von je zwei disjunktiven Spitzen in G 
des Elementes \x\, für die nach Hilfssatz 20(4) \x\ = \fxv gilt. Das ist aber in 
Widerspruch mit der Voraussetzung. Also ist G = ^Gv. Daraus folgt 5 => 1. 

1 =z> 6. G sei die direkte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen 
{Gv}, G = J^GV. Dann ist G eine vollständig subdirekte Summe des Systems 
{Gv}. Jedes Element > 0 aus G hat nur eine endliche Zahl der von Null verschie­
denen Komponenten, also hat es nach Hilfssatz 20 (1) nur eine endliche Anzahl 
von Spitzen. Daher ist 1 => 6 bewiesen. 

6 => 5. {ye} sei eine unendliche Menge von je zwei disjunktiven positiven 
Elementen in G, für die \JyQ existiert. Bezeichnen wir mit YQ die Menge aller 
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Spitzen des Elementes yQ. Nach Hilfssatz 20(4) ist ye = V У und nach Hilf s-
У eYg 

satz 17 ist YQ die Menge je zwei disjunktiver Elemente. Weil yQ ô yŒ für Q =j= a 
gilt, ist jede Spitze des Elementes ye disjunktiv mit jeder Spitze des Elementes 
y* (für die Spitze â  resp. a* des Elementes yQ resp. y* gilt ye ^ a<? > 0 resp. 
2/°" ^ a" > 0, also ist ^ л ^ = 0 => ae л a°" = 0). Daraus folgt, dass Y = UYQ 

eine unendliche Menge von je zwei disjunktiven Spitzen in G ist und es gilt 
x =Ê V V'2/ — V 2/- Nach Hilfssatz 19 ist F die Menge aller Spitzen des Elementes 

Q yeYg y€Y 

x eG. Dieser Widerspruch mit der Bedingung 6 beweist, dass 5 in G erfüllt 
ist. 

A n m e r k u n g 4. Die Forderung der Abgeschlossenheit des Unterverbandes 
in der Bedingung 4 Satz 7 ist wesentlich. Als Beispiel führen wir die vollstän­
dige direkte Summe G = 2fiv eines unendlichen Systems einfach geordneter 
Gruppen {Gv} an. Das £-Ideal Gv in G ist nach Hilfssatz 14 eine Komponente in G 
und das System {Gv} der Komponenten ist vollständig in G. Die Summe dieses 
Systems von Komponenten ist offenbar nicht gleich G, also ist die Bedingung 4 
in G nicht erfüllt. In der Z-Gruppe G ist aber jede Komponente ein direkter 
Faktor (siehe Hilfssatz 14) und also ist nach Anmerkung 1 der Verband der 
Komponenten in G ein Unterverband des Verbandes von Z-Idealen in G. 

Satz 8. Folgende Bedingungen sind auf einer l-Gruppe G äquivalent: 

1. G ist die direkte Summe eines Systems vollständiger einfach geordneter 
Gruppen; 

2. a) G ist eine vollständige l-Gruppe; 
b) zu jedem ae G, a > ö, existiert eine Spitze in G; 

c) jede unendliche Menge je zwei disjunktiver Spitzen ist unbeschränkt. 

B e w e i s . 1=>2 . Offenbar gilt 1 => 2a). Nach Satz 2 gilt auch 2b). 
Wenn {xv} eine beschränkte unendliche Menge je zwei disjunktiver Spitzen 
gegen die Behauptung 2c) wäre, dann wäre \Jxv ein solches Element in G, das 
unendlich viele von Null verschiedene Komponenten hät te . Aus diesem Wider­
spruch folgt 2c). 

2 => 1. Aus Satz 3 folgt, class G eine vollständig subdirekte Summe vollstän­
diger einfach geordneter Gruppen ist. Aus 2c) folgt, dass jedes Element > 0 
nur endlich viele Spitzen hat. Also erfüllt G die Bedingung 6 des Satzes 7. 
Daraus folgt 2 => 1. 
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Р е з ю м е 

О СУММАХ ПРОСТО У П О Р Я Д О Ч Е Н Н Ы Х ГРУПП 

ФРАНТИШЕК ШИК (Frantisek Sik), Брно 

(Поступило в редакцию 9/VI 1956 г.) 

В работе исследуются прежде всего необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы ^-группа G была суммой некоторого рода системы просто 
упорядоченных групп {(?„}. Разбираются следующие типы сумм: прямая, 
полная прямая и вполне полупрямая (первый и второй из этих типов мы 
обозначаем, соответственно, через ^_GV и ^Gv\ их элементы обозначаем 
через { . . . , #„ , . . . } , где xv е Gv). Первые два понятия приняты в литературе. 
Вполне полупрямая сумма системы G есть такая полупрямая сумма этой 
системы, для которой G э Gv для всех ^,где Gv — множество всех элементов 
вида { . . . , 0, #„, 0, . . . } , все составляющие которых, за исключением v-k> 
равны нулю. 

Два элемента x,yeG дизъюнктны, х ô у, если \х\ л \у\ = 0. Множества 
А, В с G называются дизъюнктными, если для любого х е А и для любого 
у € В х ô у. Обозначение: A à В. Множество А называется компонентой, 
если существует множество В с G такое, что А является множеством всех 
элементов из 6?, дизъюнктных с каждым элементом множества В. Система 
всех компонент в G образует полную алгебру Буля, в которой нижняя 
грань f\Kv системы компонент {Kv} представляет собой пересечение систе­
мы, a G является наибольшим элементом этой булевой алгебры. Система 
компонент {Kv} называется полной в 6?, если V Kv = G. 
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Элемент х /-группы G назовем острием элемента а, 0 < а е G, если 
х — минимальный элемент в б с о свойством а ^ х > 0? (а — х) ô x. 

Теорема 1 . l-группа является просто упорядоченной в том и только в том 
случае, если каждый ее элемент > 0 есть острие. 

Теорема 2. На l-группе G следующие условия являются эквивалентными'. 

(1) G есть вполне полупрямая сумма системы просто упорядоченных 
групп] 

(2) в G имеет место следующее'. 
а) каждый элемент а е G, а > 0, имеет острие] 
б) если х ^ у > 0 и если х — острие, то и у — острие] 
в) если у — острие, а ^ у, то над у существует острие элемента а. 

(3) В G существует система попарно дизъюнктных просто упорядочен­
ных прямых факторов, полная в G. 

(4) Каждая ненулевая компонента содержит минимальный прямой 
фактор в G. 

Z-подгруппа H /-группы G называется полу выпуклой в G, если проекция 
группы H в произвольный прямой фактор в G является частью Н. 

Теорема 4. Пусть l-группа G — вполне полупрямая сумма системы просто 
упорядоченных групп {Gv}. Следующие условия на G эквивалентны: 

(1) Каждая компонента в G является прямым фактором в G. 
(2) G полу выпукла в @ = 2 ^ v 
(3) Структура прямых факторов в G является замкнутой подструкту­

рой в структуре компонент в G. 

Теорема 5. На l-группе G следующие условия являются эквивалентными'. 
(1) G —• полная прямая сумма системы просто упорядоченных групп 

Ш 
(2) G — вполне полупрямая сумма системы просто упорядоченных групп 

{Gv}, и для любого бесконечного множества {хе} попарно дизъюнктных 
положительных элементов из G существует в G выражение \JXQ] 

(3) G — вполне подпрямая сумма системы просто упорядоченных групп 
{Gv} и для каждого непустого множества попарно дизъюнктных острий, 
в G существует элемент, для которого это множество .является системой 
всех его острий. 

Теорема 7. На l-группе G следующие условия являются эквивалентными: 

(1) G — прямая сумма системы просто упорядоченных групп {Gv}] 
(2) Соединение любой цепи компонент в G является прямым фактором 

в G] 

52 



(3) Сумма любой системы компонент в G является компонентой в G\ 
(4) Структура компонент е G является замкнутой подструктурой 

в структуре l-идеалов в G; 
(5) G — вполне полупрямая сумма системы просто упорядоченных групп 

{Gv}y и ни для какого бесконечного множества {хе} попарно дизъюнктных 
положительных элементов из (?, не существует в G выражения V̂ V> 

(6) G — вполне полупрямая сумма системы просто упорядоченных групп 
{Gv}, и каждый элемент > 0 из G обладает конечным количеством острий. 

В параграфе 4 приводится ряд примеров /-групп, которые подтверждают 
или опровергают возможность соединения различных свойств на одной 
и той же Z-группе, а именно, свойств, связанных с понятиями выпуклости, 
полувыпуклости, острия и полупрямой суммы. 
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