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YexocaoBanEni MaTeMAaTHIecKHH kypHal€, T. 8 (83) 1958, IIpara

UBER SUMMEN EINFACH GEORDNETER GRUPPEN

FRANTISEK SIK, Brno
(Eingelangt am 9. Juni 1956)

Die vorliegende Arbeit behandelt I-Gruppen, die eine Summe irgend
eines Systems einfach geordneter Gruppen sind. Firihr Studium wer-
den die Eigenschaften der Polaritidt, besonders der mit der Polaritét
verkniipfte Begriff der Komponente, beniitzt.

1

Dieser Absatz enthilt eine Aufzédhlung der beniitzten Begriffe und eine Zu-
sammenfassung der Sétze, die in Bezug auf das Thema der Abhandlung einen
Hilfscharakter haben. Bei den geldufigeren Begriffen sind keine Hinweise auf
die Literatur gegeben. Sie konnen alle z. B. in der Monographie von G. BIRk-
HOFF [2] gefunden werden. Die in dieser Arbeit neu gebildeten Begriffe sind
durch die Bezeichnung ,,Definition‘ eingefiihrt.

Eine Verbandsgruppe nennen wir kurz eine I-Gruppe. Der Buchstabe ¢ wird
in der ganzen Arbeit — wenn nichts anderes ausdriicklich vermerkt wird — fiir
die Bezeichnung einer I-Gruppe vorbehalten.

Wie bekannt, sind die Verbandsoperationen V, A auf einer I-Gruppe unter-
einander und mit der Gruppenoperation — die additiv geschrieben wird —
durch die unendlichen Distributivgesetze verbunden; es gilt

Hilfssatz 1. x, seien Elemente der'l-Gruppe &. Wenn Vz, existiert, dann gilt
x4+ Va, = V@ +2,), (Vz,) +2=V(, +2); xaVr,=V(@an,). Unter
der Voraussetzung, dass Ax, existiert, gelten die Dualrelationen ([2] XIV § 10).

S sei eine Untermenge des Verbandes (8; wenn fiir eine beliebige Untermenge

X c 8, fir die V z, A  in @ existiert, die Elemente V z, A  in S liegen, so nennt
zeX zeX zeX xeX

man S einen in & abgeschlossenen Unterverband (siehe auch [2] IV § 1).

Wie iiblich, versteht man unter dem absoluten Betrag |x| des Elementes
e G den Ausdruck |z| = xv — z, die Elemente 2+ =z, = x v 0 resp. ¥~ =
= 2z_ = x A 0 nennt man den positiven resp. negativen Teil des Elementes ')

1) Unter dem negativen Teil des Elementes x versteht man in der Literatur machmal
das Element — (z_).
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{das Symbol 0 bezeichnet die Null der [-Gruppe (). Ist M eine Untermenge in G,
s0 bedeutet M, (oder M+) die Menge der positiven Teile aller Elemente aus M.

Eine Untermenge der I-Gruppe ( nennen wir eine I-Untergruppe in G, wenn
sie gleichzeitig ein Unterverband in ¢ ist. Eine I-Untergruppe H der I-Gruppe ¢
heisst regelmdssig in G, wenn fiir eine beliebige in ' von oben beschrinkte
Untermenge {z,} C H das Element Yz, in @ existiert und Vz, e H gilt (siehe
auch [6] IT 1,21; [7] Seite 42; [9] § 4).

Eine Untermenge M des Verbandes G heisst konvex (in @), wenn fiir a, b e M,
x e G, aus der Relation a vb = « = a a b folgt, dass x € M ist. Die Konvexitéit
einer Untergruppe kann man folgendermassen ausdriicken. Eine Untergruppe H
der I-Gruppe G ist dann und nur dann konvex (in G), wenn aec H, x € G, |a] =
= |z| = z ¢ H gilt. G. Birkhoff hat bewiesen, dass die Bedingung hinreichend
ist ([2] XTIV § 5). Die Notwendigkeit ist leicht zu beweisen.

Ein konvexer Normalteiler J der I-Gruppe G heisst ein [-Ideal (in G). Das
Restklassensystem in ¢ modulo J, G/J, ist selbst eine I-Gruppe, welche wir die
1-Faktorgruppe nennen wollen ([2] XIV § 5). Die teilweise Anordnung in G'/J ist
durch die Vorschrift gegeben: fiir ein 4 € G/J gilt 4 = J dann und nur dann,
wenn fiir ein a e 4, a = 0 gilt.

Die Behauptung, dass das System aller I-Ideale auf einer I-Gruppe einen voll-
stindigen distributiven Verband bildet, in welchem die Verbandsoperationen durch
den Durchschnitt und durch die Summe?) realisiert sind, stammt von G. Birkhoff
([1] Th. 21; [2] XIV Th. 10).

Zwei l-1deale J, K in G nennen wir komplementire direkte Faktoren (in G),
wennJ n K = (0),J + K = G gilt ([9] § 1). Jedes [-Ideal, das einer von einem
Paare der komplementéiren direkten Faktoren in ( ist, nennen wir einen direk-
ten Faktor in (.

Zwei Elemente z, y e G nennt man disjunktiv und bezeichnet 2 0y, wenn
el A ly| = 0 gilt.?)

Es gelten folgende Hilfssitze.

Hilfssatz 2. x da, x 0b=2 0 (¢ + b), x 6 (a vb), x 6 (aab) ([2] XIV §11).

Hilfssatz 3. a 6 b= |a +b] = |a| + [b] = |b] + |a| = la| v |b, ¢« + b =
= b + a ([9] die Behauptung (7)).

Hilfssatz 4. a, da_, la| =a, v — (a_) = a, —a_ ([2] XIV §4 Cor. 2 und
Lemma 4).

Ist X,Y C ¢, so bedeutet das Symbol X 0 Y, dass fiir ein beliebiges z ¢ X
und ein beliebiges y ¢ Y x 0 y gilt. Eine Menge X’ C ( heisst eine Komponente

2) Unter einer Summe verstehen wir die Summe von Komplexen in der Gruppe.

3) Auf diese Weise wird die Disjunktivitdt z. B. in [6] (I 1,6) oder in [2] (XIV § 6)
eingefithrt; sie muss von dem durch Birkhoff in [2] XIV § 4 eingefiihrten Begriff der
Disjunktivitdt unterschieden werden: die Elemente z, y sind disjunktiv, wenn x Ay = 0
ist. ’ L
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in G ([6]IT § 1), wenn in @ eine solche Untermenge X existiert, dass X' die Men-
ge aller Elemente x’ ¢ ¢/ mit der Eigenschaft z’ 6 X ist. Die Menge X' nennt
man auch das disjunktive Komplement (in @) der Menge X. Unter einem komple-
mentdren Paar von Komponenten vesteht man ein Paar von Komponenten, von
denen jede das disjunktive Komplement der anderen ist. Man zeigt leicht, dass
die Komponente und thr disjunktives Komplement ein komplementires Paar von
Komponenten bilden.

In der Arbeit [9] habe ich bewiesen, dass das System aller Komponenten in G
eine vollstiindige Boolesche Algebra bildet, in der das Infimum K, des Kompo-
nentensystems {K,} sein Durchschnitt und das Komplement (im Sinne der Boole-
schen Algebra) sein disjunktives Komplement ist. Die Null der I-Gruppe und G
selbst sind das kleinste und das grésste Hlement dieser Algebra. (Die Verbands-
operationen in dieser Booleschen Algebra sollen — zum Unterschied von den
Verbandsoperationen in der I-Gruppe ¢ — durch die Symbole u, i1, L], [T be-
zeichnet werden.)

Die Menge aller direkten Faktoren in G bildet etne Boolesche Algebra, die ein
(nicht notwendig abgeschlossener) Unterverband in der Booleschen Algebra aller
Komponenten in G ist. Das Supremum zweier direkten Faktoren in dieser Boole-
schen Algebra ist thre Summe ([9] Satz 1). Also ist jeder direkte Faktor in ¢ eine
Komponente in ¢ und sein disjunktives Komplement ist sein (einziger) komple-
mentarer direkter Faktor.

Unter einer minimalen (maximalen) Komponente versteht man iiberein-
stimmend mit der geldufigen Terminologie ein Atom (ein Dualatom) der Algebra
von Komponenten. Analog gilt dies fiir die direkten Faktoren.

Ein System von Komponenten nennt man vollstindig in G ([6] II 2,21), wenn
UK, = G gilt.

Man beweist leicht, dass ein System von Komponenten { K.} dann und nur dann
vollstimdig in @ ist, wenn (UK,) = (0) gilt.

Beweis. Ein Komponentensystem {K,} sei vollstdndig in . (UK,)" ist eine
Komponente, die UK, umfasst; G ist die kleinste von ihnen. Also ist ¢ ==
= (UK,)". Daher folgt (0) = G = (UK,)” > (UK,), also gilt (UK,)" = (0).

Umgekehrt sei (UK,) = (0). Da (UK,)c |IK, ist, gilt (0) = (UK,)’' >
S (UK,)'. Also gilt (UK,)" = (0). Da |K,, (L1K,)" ein komplementires Kompo-
nentenpaar bildet, ist | 1K, = @.

Jede Komponente in G ist evne konvexe Untergruppe in F (siehe z. B. [9] Lemma
3). Sie muss jedoch kein I-Ideal sein (siehe Beispiel VI, Absatz 4 dieser Arbeit:
das disjunktive Komplement des Elementes a ist kein l-Ideal); ist sie ein
I[-Ideal, so muss sie wiederum kein direkter Faktor sein (siehe Beisﬁiel V, Ab-
satz 4: die Komponenten G,, G, haben die verlangten Eigenschaften). Aus
Hilfssatz 3 folgt aber, dass eine Komponente K ein direkter Faktor ist, wenn
fiir ihr disjunktives Komplement K’ K + K’ = @ gilt.
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Hilfssatz 5. Awf ciner vollstindigen I-Gruppe ist jede Komponente ein direkter
Falktor ([2] X1V § 11, 12).

Hilfssatz 6. Auf einer vollstindigen I-Gruppe G ist jede Komponente eine in G
regelmissige -Untergruppe ([2] XIV § 11, 12).

Far zwer konvexe Untergruppen J, K gilt J 6 K dann wnd nwr dann, wenn
J n K = (0) ist. Daraus folgt leicht die Behauptung:

Wenn {K,} ein Komponentensystem und J eine Komponente ist und J 5 K,
fiir alle v gilt, so qilt J 6 |1K,.

Hilfssatz 7. G sei eine I-Untergruppe der I-Gruppe &, K, K' ein komplemeniii-
res Komponentenpaar in (I; dann existiert ein komplementires Komponentenpaar
A, A an G fir das A n G =K, A" n G =K’ gilt.

Beweis. Bezeichnen wir ¢ die Menge aller zu K’ disjunktiven Elemente aus
® und ' das disjunktive Komplement in & zu ', dann gilt offenbar .7 n
NnG=K' =K, " n =K.

Den Hilfssatz 7 kann man nicht umkehren: ist "¢ ein komplementéres
Komponentenpaar in &, dann muss # n G, 4" n G kein komplementires
Komponentenpaar in ' bilden.

Beispiel. Ist & die direkte Summe zweier einfach geordneter additiver
Gruppen der reellen Zahlen, dann ist die Gruppe @ der Paare (x, x), wo x eine
beliebige reelle Zahl bedeutet, eine I-Untergruppe in &. Die Mengen #" und %"~
der Zahlenpaare (z, 0) und (0, ), wo x eine beliebige reelle Zahl bedeutet, bilden
ein komplementares Komponentepaar in &, aber es gilt " n G = %" n (' =
= (0, 0).

Hilfssatz 8. K sei eine Komponente in G, L eine Komponente in K. Dann ist
L eine Komponente in G.

Beweis. Nach Hilfssatz 7 existiert in (' eine Komponente J, so dass L =
= K n J ist. Nun ist L als Durchschnitt zweier Komponenten in ¢ eine Kom-
ponente in G.

Hilfssatz 9. J sei ein direkter Faktor der I-Gruppe @, K ein direkter Falktor in .J.
Dann ist K ein direktor Faktor in G.

Beweis. Die Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung des Hilfssatzes 8
und der Tatsache, dass die direkten Faktoren einen distributiven Verband bil-
den, in dem die Verbandsoperationen durch den Durchschnitt und durch die
Summe realisiert werden.

Hilfssatz 10. K sei eine Komponente in der I-Gruppe G. K ist dann und nur
dann einfach geordnet, wenn sie keine Komponente L in G enthdlt, fir die (0) +
+ LG K gil. .

Beweis. L sei eine Komponente in @, fiir die (0) + L & K gilt. Dann gilt fiir
das disjunktive Komplement L’ in G der Komponente L L' n K + (0). (Im
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umgekehrten Fall wire K =G@ n K = (LuL)n K= (Ln K)u (L' n K)=
= L u (0) = L, was in Widerspruch ist.) Ist 0 < xe L, 0 <yeL n K, dann
gilt x d y, alsoist x A y = 0. Daher gilt « || y.*) Also ist K nicht einfach geordnet.

K sei nicht einfach geordnet. Dann existiert ein Element z ¢ K so, dass z || 0
gilt. Alsoist z, > 0, x_ < 0, x,_ 6 x_ (Hilfssatz 4). Daher existiert ein komple-
mentires Komponentenpaar .#, ¢’ in @, fiir das .« £, v_e ¥’ gilt. Dann
git 0+, e n K=LSK (L+ K, da _<L, x_e K ist). Also existiert
eine Komponente L in ¢ mit den verlangten Eigenschaften.

Setzen wir K = (, so bekommen wir das folgende Kriterium fiir die ein-
fache Anordnung der I-Gruppe G.

Hilfssatz 11. Eine I-Gruppe ist dann und nur dann einfach geordnet, wenn sie
keine echte Komponente enthilt.

Wir definieren folgende Begriffe fiir ein kSystem {G,}, ve A, von I-Gruppen.
(Wir setzen immer voraus, dass der triviale Fall, namlich @, = (0) fiir ein »,
ausgeschlossen ist.)

Die vollstindige direkte Summe eines Systems {@,}, v € A, ist eine [-Gruppe, die
auf dem kartesischen Produkte des Mengensystems {G,} definiert ist und in der
die algebraischen Operationen komponentenweise definiert sind. Dass dadurch
wirklich eine I-Gruppe definiert ist, lasst sich leicht erkennen. Diese I-Gruppe
bezeichnet man mit va und ihre Elemente mit {..x,..} (dabei ist z, ¢ &,). Das
Element z, ¢ G, nennt man die v-te Komponente des Elementes {..z,..}. Die

Untermenge aller Elemente aus > G., die nur eine endliche Zahl der von Null
verschiedenen Komponenten haben, ist offenbar eine I-Untergruppe in .G,;
wir nennen sie die direkte Summe des Systems {G,} und bezeichnen sie mit > @,.

Im Falle eines endlichen Systems {(/,}7_; von [-Gruppen fallen die Begriffe der
vollstdndigen direkten Summe und der direkten Summe zusammen. Anstatt

ZG,r oder ZG benutzt man manchmal die Bezeichnung G, + G, + ... i G,,.

Es sei bemerkt, dass in ZG, fiir jédes » eine I-Untergruppe G, existiert, die
mit ¢ isomorph ist. Das ist die Menge aller Elemente von der Form {..0,x,, 0..},
deren v-te Komponente gleich z, € (¢,, alle anderen gleich Null sind. Im weiteren
werden wir unter @, die gerade definierte I-Untergruppe verstehen.

Analog versteht man unter EGV (wo M c A ist) die [-Untergruppe der Ele-

veM
mente aus ) (@,, deren »-te Komponente fiir y e M resp. ve M ein beliebiges
Element aus G, resp. die Null (aus () ist. Ist M = ¢, dann versteht man unter
> @, nur die Null (der I-Gruppe G). ‘

veM

%) Das Symbol z || y bedeutet, dass die Elemente x, y unvergleichbar sind.
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Unter der Projektion der Untermenge 4 C > G, in G, versteht man die Menge
der Elemente aus @,, die die »-te Komponente eines Elementes aus A sind
([9] § 1). Die Projektion der Untermenge A C @ in den direkten Faktor J der
I-Gruppe @ ist auf diese Weise auch definiert. Es geniigt zu erwihnen, dass ¢
isomorph mit der direkten Summe J 1 .J’ der I-Gruppe J und ihren eindeutig
bestimmten komplementéaren direkten Faktor J' in ( ist.

Hilfssatz 12. Wenn man jedem Elemente aus G seine Projektion in einen direk-
ten Faktor J von G zuordnet, bekommt man eine homomorphe Abbildung (der
Gruppe und des Verbandes) G auf J. Fiir die Projektion x des Elementes a e G,
a =0, gt a =z =0 ([9] Lemma 10).

Eine [-Untergruppe ¢ von EG—,. nennt man eine subdirekte Summe des Systems
von I-Gruppen {G,}, wenn die Projektion von @ in @, gleich G, fiir alle v ist.

Hilfssatz 13. Die I-Gruppe G ist dann und nur dann eine subdirekte Summe
eines Systems einfach geordneter Gruppen, wenn auf G ein solches System von
l-Idealen {Q,} existiert, fir das NG, = (0) und G|GQ, fir jedes v eine einfach ge-
ordnete Gruppe ist.

Das ist ein Spezialfall des Satzes 9 aus [2] VI § 6.

Hilfssatz 14. Eine I-Gruppe G set die vollstindige direkte Summe eines Systems
einfach geordneter Gruppen {G,}, ve A, @ = >@,. Jede Komponente in G ist ein

direkter Faktor in G und ist von der Form 2 G,, M C A. Das disjunktive Komple-

reM
ment der Komponente z G 18t Z G Ist M eine beliebige Menge von Indizen, dann
veM veM
st 2 G, eine Komponente in G.
veM

Beweis. K, K’ sei ein komplementiares Komponentenpaar in G = i G,. Wir
bezeichnen mit M die Menge aller Indizes », zu welchen ein Element in K
existiert, dessen »-te Komponente = 0 ist. Aus der Relation K ¢ K’ folgt, dass
die »-te Komponente (fiir » ¢ M) eines beliebigen Elementes aus K’ gleich der
Null ist. Daraus folgt, dass ZG’ 0 K’ gilt, und daher ist Z G,Cc K. Da K eine

veM
Menge der Elemente aus ¢ lst deren r-te Komponente fiir v ¢ M gleich der Null

und ZG die grosste Menge in G mit dieser Kigenschaft ist, so gilt auch die

veM -
umgekehrte Inklusion. Also ist Z @, = K. Die Komponente K ist also ein di-
veM
rekter Faktor in G. Man erkennt leicht, dass jede Menge von der Form z @, eine

veM
Komponente in G ist und dass ihr disjunktives Komplement z @, ist.

Definition. Eine [-Untergruppe G in va 18t eine vollstindig subdirekte Summe

eines Systems von l-Gruppen {@,}, wenn sie eine subdirekte Summe dieses Systems
18t und wenn G O G, fir alle v gilt.
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Offenbar gilt Z(‘ OGO ZG’, Beispiele ITT und V, Absatz 4 zeigen, dass die
eingefiithrten Typen von Summen insgesamt verschieden sind.

Hilfssatz 15. Die I-Gruppe G sei eine vollstindig subdirekte Summe eines
Systems einfach geordneter Gruppen {G,}, ve A. J,J" ist etn komplementires
Komponentenpaar in G dann und nur dann, wenn etne Menge M C A so existiert,

dass J = G n 2 Gy, J =G n i(}',, gult.
viM

veM

Beweis. .J' sei das disjunktive Komplement in G der Menge J = G n i Gq,.

veM

Nach Hilfssatz 7 existiert eine Komponente " in & = 20,, sodass A 0 G =

= .J' gilt. Also ist nach Hilfssatz 14 J' = ¢ n ZG,,, N c A. Wir wollen be-
weisen, dass M n N = O Wenn umgekehrt ein e M n N existiert, dann

liegt in Z ﬂ und in Z ]edes Element z = {..0, «

veM -

0+ze(@n2@)n (Gn z G,) =J nJ’; das ist aber unméglieh da die

veM

NIengen J, J" disjunktiv s1nd Also gilt M n N = §. Da weiter J 0 ( z @,)
veM
ZG DZU ist, sofolgtdarausG’n ZG =J".

veM velN veM

0..}, wox, % 0, also gilt

0

Analog beweisen wir, dass das disjunktive Komplement in & der Komponente

J' gleich ¢ n 2 (,, also gleich .J ist.
veM

Die Notwendigkeit der Bedingung. Sind .J, J' zwei komplementéire Kompo-
nenten in ¢, dann existiert in & nach Hilfssatz 7 ein komplementéires Kompo-
nentenpaar ', ¥, sodass J = A n G, J =A"n G gllt Nach Hilfssatz 14

sind die Komponenten A, A" von der Form Z ,, z G,. Also gilt J =

e e— veM Ve

DG, T = anG
In dem letzten Abschnitte des vorigen Beweises haben wir gleichzeitig den
folgenden Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz 16. G ses eine I-Untergruppe der vollstindigen direkten Summe eines
Systems einfach geordneter Gruppen {Gy}, ve A. Sind J, J' zwei komplementdre

Komponenten in @, dann existiert eine solche Menge M C A, dass J = G n Z G,

.~ veM
J =G24 gilt.

veM

2

In § 2 werden vollstindig subdirekte Summen von Systemen einfach geord-
neter Gruppen studiert. :
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Definition. Ein Element x der I-Gruppe G nennt man eine Spitze des Elementes
a, 0 < a e G, wenn x ein minimales Element in G mit den Eigenschaften a > x >
>0, (a — x) 0 z, ist.

(Einen Zusammenhang mit diesem Begriffe findet man in [2] XIV § 12 Ex.
2a, b und [5].)

Das Element x > 0, x € G, heisst eine Spitze, wenn es eine Spitze eines Ele-
mentes a > 0, ae (@, ist.

Hilfssatz 17. Je zwei verschiedene Spitzen eines Elementes a e G, a > 0, sind
disjunktiv.

Beweis. Fir die Spitze x eines Elementes a gilt (¢ — x) A ®* = 0; daher ist
(@ —x)ve =a —x + x = a (siche Hilfssatz 3). Es seien z,y, x + y, zwei
Spitzen des Elementes «. Bezeichnen wir ¢ — x = ', ¢ — y = y’; dann gilt
za2' =0, zve =a, yry =0, yvy = a und weiter (xAy)A (&' vy') =
=@Aayrx)vEayay)=0,2vy =@ —2)vie—y)=a+[(—2a)v

(—y)]=0a — (xay). Daher ist [a — (A y)]r(xAy) =0, a =xry = 0.
Ist « Ay > 0, dann fithren die Relationen * = 2 Ay, ¥y = « A y und die Mini-
malitit der Spitzen z, y auf die Gleichungen = x A y = y, was in Widerspruch
mit der Voraussetzung z + ¥ 1st Also ist x A y = 0. Dadurch ist die Behaup-
tung bewiesen. .

Hilfssatz 18. Jede Spitze ist thre einzige Spitze (d. h. ist x eine Spitze, dann ist x
eine Spitze des Elements x und kein y, y + x, ist eine Spitze des Elements x).

Beweis. x sei eine Spitze eines Elementes ¢ > 0; y sei eine Spitze des Ele-
mentes . Esgilba 2o =y > 0. Fira' =a —zgit 2’ ax=0,2"ve = q;
firy =a —ygilbty' Ay =0,y vy==wo. Alsoist 0 < (' vy )ay = ('ry) v

Vv ayY) =@ Aaz)vy ay)=0,@" vy)vy=2'v (¥ vy) =2’ vae = a. Daher
gilt (' vy )Yay =0, (& vy)v'l/ = a. Nach Hilfssatz 3 gilb « = (@' vy') vy =
= (&' vy') + vy, also ist 2’ vy’ = a — y. Daher ist (¢« — y) A y = 0. Daraus,
dass x eine Spitze des Elementes « ist und x = y >0, (¢« —y)ry = 0 gilt,
folgt & = y.

Satz 1. Eine I-Gruppe ist dann und nur dann einfach geordnet, wenn jedes threr
Elemente > 0 eine Spitze ist.

Beweis. Ist eine I-Gruppe & einfach geordnet, dann ist offenbar jedes ihrer
Elemente > 0 eine Spitze.

Jedes Element der [-Gruppe sei eine Spitze. G' sei nicht einfach geordnet.
Dann existiert ein Element a @, a || 0. Dann ist |a| > 0,a, > 0, — a_ > 0. Es
gilt la| =a, —a_= —a_ + a, alsoist (ja|] — a.) A a, = 0 (Hilfssatz 4) und
weiter |a| = a,. Nach der Voraussetzung ist |a| eine Spitze. Nach Hilfssatz 18
ist || die einzige Spitze des Elementes |a|. Aus der Minimalitét der Spitze und
aus dem Vorhergehenden folgt dann a, = |a|, also gilt a_ = 0 = a A 0; daher
ist « = 0, was in Widerspruch ist. Dadurch ist die Behauptung bewiesen.
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Hilfssatz 19. G sei eine I-Gruppe, {x2} eine Menge je zwei disjunktiver Spitzen;

es existiere x = Vae. Dann ist die Menge aller Spitzen von x tdentisch mit {a¢}.
e

Beweis. Es seien die Bedingungen des Satzes erfiillt. Es sei @ = Vae. Wir
e

zeigen, dass die Menge aller Spitzen von « gleich {x¢} ist. Es sei z7 e {x2}. Wir
wollen zeigen, dass x eine Spitze des Elementes x ist. Es gilt namlich 2 >
= 27 > 0. Weiter ist (nach Hilfssatz 1) x — 2o = (V) — 27 = V(¢ — 7).

e 4

Dabei ist xe A 27 = 0 fiir alle p =+ o, also gilt (nach Hilfssatz 3) xe v 27 = 20 -+
+ 2o und daher gilt (z¢ — 27) v 0 = z¢ (fiir alle o # o). Ein Element des
Systems {x¢ — 27} ist gleich Null und zwar fiir ¢ = 0. Also ist + — 27 =
= V(e —27) = V [(x¢ — 27) v 0] = V 2¢. Daher gilt (nach Hilfssatz 1) (x —

[ e#0o (4
— 2 A" = (Vae)ras =V (xe A7) = 0.

(-S4 e#0

Wir wollen voraussetzen, dass fiir das Element a ¢ ¢ die Relationen x >

Za"=a>0, (x—a)ra=0 gelten. Dann ist 0 = [(Va?) —a]ra =
e

= [V(@* —a)]aa = V[t —a)aa]. Da (@* —a)aa =0 ist, muss (27 —

— a)aa = 0 gelten. Nach Hilfssatz 13 ist jede Spitze ihre einzige eigene
Spitze. Daher ist 27 = a. Also ist 2o wirklich eine Spitze von z.

Es sei nun y > 0 eine Spitze des Elementes «; alsoist x =y > 0. Ist y & a°
fiir alle g, dann ist nach Hilfssatz 17 y 6 a¢ fiir alle p, also gilt y A y¢ = 0 fiir
alle p. Dax > y > 0 ist, soist 0 <y =yarax=yaVae = V(yaae) =0, was

[4

in Widerspruch ist. Also gilt y = a¢ fiir ein p. Dadurch ist diar Satz bewiesen.

Hilfssatz 20. Eine I-Gruppe G sei eine vollstindig subdirekte Summe eines
Systems {G,} einfach geordneter Gruppen. Dann gilt:

1. Das Element x ist dann und nur dann eine Spitzevon a, 0 < a ={..a,..} €G,
wenn fir einen Index v, fir das a, > 0 gilt, die v-te Komponente des Elementes x
gleich a, ist und alle anderen gleich Null sind.

2. Es set 0 < a e G. Die Menge aller Spitzen in G des Elementes a st dieselbe
wie die Menge aller Spitzen in & = EG,, des Elementes a.

3. Die Menge aller Spitzen in G ist dieselbe wie die Menge aller Spitzen in &.

4. Jedes Element (> 0) in G ist eindeutiq durch die Menge aller seiner Spitzen
bestimmt; es st gleich dem Supremum dieser Menge.

Beweis. 1. Es soll bewiesen werden, dass jedes Element aus @, dessen eine
Komponente > 0 und alle anderen gleich Null sind, also jedes Element von der
Form {..0,%,, 0..} ist, wo 0 < x, ¢ G, fiir ein u gilt, eine Spitze in G und dass
umgekehrt jede Spitze in ¢ von dieser Form ist. Es sei {..0,z,,0..} =&,
0 < z,e G, tir ein p. Da G D G, fiir alle » ist, so liegt « in G. x ist offenbar eine
Spitze des Elementes x.
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Es sei nun x = {..x,..} eine Spitze des Elementes a, 0 < a = {..qa,..}. Dann
ist @, = =z, fiir alle v und weiter (¢ — z) A = 0, also ist (@, — x,) A x, = 0 fir
alle », also ist a, — x, = 0 fiir bestimmte » und x, = 0 fiir die iibrigbleibenden ».
Es existiert ein solches u, dass x, > 0 ist (im umgekehrten Fall wire x = 0),
also gilt ¢, — x, = 0, alsoist a, = x, (> 0). Fiir das Element z = {..0, a,, 0..}
gilt 0 < z < x und dabei ist (¢ — z) J 2, da die u-te Komponente des Elemen-
tes @ — z gleich Null ist und alle anderen Komponenten des Elementes z gleich
Null sind. Aus der Minimalitit des Elementes z folgt « = z. Dadurch ist die
Behauptung iiber die Form der Spitzen bewiesen. Gleichzzitig sind alle Spitzen
des Elementes a, 0 < a = {..a,..} ¢ G, bestimmt und die Behauptung 1 voll-
stdndig bewiesen.

2 und 3. Die I-Gruppen ¢ und & sind vollstindig subdirekt> Summen des
Systems {G,} einfach geordneter Gruppen. Gemiss dem Teil 1 dieses Satzes ist
jede Spitze in G und in & ein Element von der Form z={..0,x,, 0..}, wo
0 <=,e @, gilt. Umgekehrt ist jedes Element von dieser Form eine Spitze seiner
selbst in © und solange als x € G ist, ist es auch eine Spitzz von x in G. K3 gilt
aber G D éﬂ fiir alle p, also ist immer z € G'. So ist die Beshauptung 2 und gleich-
zeitig die Behauptung 3 bewiesen.

4. Aus Behauptung 1 ist offenbar, dass jedes Element a ¢ & a > 0, dasSupre-
mum der Menge aller seiner Spitzen in  ist. Es sei nun a € &, @ > 0. Nach 2 ist
die Menge M aller seiner Spitzen in G dieselbe wie die Menge aller seiner Spitzen
in &, also ist @ = wa; das Supremum V bezieht sich auf dea Verband &; da

jedoch a e G ist, so ist das auf den Unterverband G bezogene Supremum der

Menge M notwendig gleich V 2; @ ist ndmlich das kleinste Element in &, das
xeM

alle x ¢ M umfasst; ist be ¢, b = x fiir alle x € M, dann ist b = V z, also ist

xeM
b = a. Daher ist ¢ = sup = beziiglich G.

rxeM
Satz 2. Auf einer I-Gruppe G + (0) sind folgende Bedingungen dquivalent:
1. G ist eine wvollstindig subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter
Gruppen.
2. In G gilt:
a) Jedes Element a e G, a > 0, hat eine Spitze;
b) ist x = y > 0 und x etne Spitze, so ist y eine Spilze;
c) st y eine Spitze, a = y, dann existiert eine Spitze des Elementes a, die y
umfasst.
3. In @ existiert ein tn G vollstindiges System je zwei disjunktiver einfach ge-
ordneter direkter Faktoren.

4. Jede von Null verschiedene Komponente in G enthilt einen minimalen di-
rekten Faktor in G.
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Anmerkung. Ist die Bedingung 4 erfullt, so ist G eine vollstindig subdirekte
Summe eines gewissen Systems minimaler direkter Faktoren in G.

Beweis. 1 =>2=3=4=1.

Wir wollen 1 = 2 beweisen. Ist ¢ eine vollstindig subdirekte Summe eines
Systems {G,} einfach geordneter Gruppen, 0 < a=/{..q,..} e, dann gilt
a, = 0 fiir alle » und es existiert ein u, so dass @, > 0 ist. Dann ist v = {..0, a,,
0..} nach Hilfssatz 20 (1) eine Spitze des Elementes a. Also ist der Teil a) der
Bedingung 2 erfiillt. Ist x eine Spitze, dann hat es nach Hilfssatz 20 (1) die
Form {..0,2,,0..}, wo x, > 0 gilt. Ist x =y >0, y={..y,..}, dann gilt

= 0 fiir » + u, x, =y, > 0. Nach Hilfssatz 20 (1) ist y eine Spitze seiner
selbst So ist auch der Teil b) der Bedingung 2 bestatigt. Ist y = {..0, ,. 0..}
eine Spitze, a = {..a,..} ={..0,¥,, 0. } dann ist d'e Spitze x = {..0, a,, 0..}
offenbar eine Spltze von @ und es gilt * = y: Dadurch ist die Eigenschaft c)der
Bedingung 2 bestétigt. -

Wir beweisen 2 = 3. In ¢ sei die Bedingung 2 giiltig. Zuerst beweisen wir
folgende Hilfsbehauptungen:

(o) Untereinander unvergleichbare Spitzen sind disjunktiv.

(B) Sind x, y Spitzen, x ||y, 2z = x vy, dann ist z keine Spitzé.

(v) Zwei maximale Ketten von Spitzen haben kein Element gemeinsam.®)

(3) Far jede zwei verschiedenen maximalen Ketten H,, H, von Spitzen gilt
H,oH, v

Beweis. («) @, y seien Spitzen, x || y. Entgegen der Behauptung des Satzes
setzen wir voraus, dass x Ay > 0 ist. Ist [x — (xAay)]Aa (@Ary) =0, dann
gilt — da das Element x die einzige Spitze seiner selbst ist — @ = x A y, also ist
z = y in Widerspruch mit der Voraussetzung. Also entweder ist z A ¥y = 0 und
die Behauptung ist bewiesen oder es gilt a =1z — (xAy)]a (xAry) > 0.
Analog ist b=[y — (xay)la(@ay) > 0. Es gilt aab=[x — (xAy)]a
Ay —@ay)a(@ay) =[xAry) — (xay)] A (xAy) = 0. Nach Voraussetzung
b) der Bedingung 2 sind a, b Spitzen und weiter ist @ 6 b. Nach Hilfssatz 19 sind
die Elemente @, b Spitzen das Elementes a v b; dabei ist @ & avb *+ b, da
a|lbist. Weiter ist 0 < avb < xay =< x; also ist a v b eine Spitze; das Ele-
ment « v b hat also nach Hilfssatz 18 eine einzige Spitze, und zwar das Element
a v b, wihrend vorhin die Spitzen «, b des Elementes a v b bestimmt wurden
Daraus folgt der Widerspruch. Also gilt z A y = 0.

(8) vy sei gegen die Behauptung des Satzes eine Spitze; nach («) ist z 0 y,
also ist z A y = 0; nach Hilfssatz 19 hat x v y Spitzen «, y. Nach Hilfssatz 18 ist
x v y die einzige Spitze des Elementes x v y, also gilt y = x vy = x. Daher ist
z = y, was wieder in Widerspruch ist. Also ist z v y keine Spitze. Wenn 2, fiir

6) Die Menge aller Ketten von Spitzen ist durch die mengen-theoretische Inklusion
teilweise geordnet. Unter den maximalen Ketten von Spitzen versteht man maximale
Elemente dieser teilweise geordneten Menge.

32



das z = z v y gilt, eine Spitze wire, dann wiirde aus der Eigenschaft b) der
Bedingung 2 hervorgehen, dass x vy auch eine Spitze ist. Das ist wieder in
Widerspruch und daher ist z keine Spitze.

(y) H,, H, seien zwei verschiedene maximale Ketten von Spitzen und es sei
ce H, n H,. Dann folgt aus der Maximalitit der Ketten H,, H, und aus ihrer
Verschiedenheit die Existenzsolcher Spitzen x, y, dass x ||y, x ¢ H,, y ¢ H, gilt.
Wenn néamlich jedes y ¢ H, vergleichbar mit allen x ¢ H, wiire, dann wiirde aus
der Maximalitit des H, ye H w H, C H, folgen. Aus der Maximalitit des H,
folgt dann H, = H,, was einen Widerspruch gibt. Es gilt entweder z,y = ¢
oder ¢ = z,y. Wenn namlich x = ¢ = y wire, dann wire x = y, was einen
Widerspruch mit der Voraussetzung x || y ergibt. Zu einem #&hnlichen Wider-
spruch wiirden wir aus der Voraussetzung * < ¢ < y kommen.

Ist @, 4 = ¢, dann ist 2 A y = ¢ (> 0); das ist aber in Widerspruch mit («).
Ist ¢ = z, y, dann ist ¢ = x v y; da jedoch ¢ eine Spitze ist, so sind wir zu einem
Widerspruch mit (8) gelangt. Also gilt H, n H, = 0.

(3) Wihlen wir ein ¢ I/, und ein y e H, (H, + H,). Dann ist z || y. Ist nim-
lich umgekehrt z. B. x = y, dann gilt H, & H, fiir eine beliebige maximale, die
Punkte x und y enthaltende Kette I, von Spitzen (da ye H,, ye H,) und
xeH,n H, was wieder einen Widerspruch mit (y) ergibt. Also ist fiir ein
beliebiges x ¢ H, und ein beliebiges y ¢ H, (H, + H,) x || y, demnach ist nach
(«) 0 y. Daraus folgt H, 6 H,.

Wir fahren im Beweise der Implikation 2 = 3 fort. Wir bezeichnen mit G,
die kleinste der die Menge H, enthaltenden Komponenten in ¢, d. h. ¢, = H’.
Es ist klar, dass ¢, 0 G, fiir o # » gilt. (Es gilt namlich: H, > H, = G, =
=H,cH,=G,0 H) = (0)=G,06,)

Wir zeigen nun, dass |G, = G gilt. Ist ||G, + @, so existiert ein b + 0, so
dass b 0 G, fiir alle » gilt. Daraus |b] 6 G, fiir alle ». Ist « eine Spitze von |b],
dann ist [b| = 2 > 0. Aus der Konvexitit des disjunktiven Komplementes
(LIG,)" der Komponente | (7, folgt, dass x e (LUG,)" ist [weil 0] e (LIG,)" gilt]. Es
gilt jedoch z e G, fiir ein v, also ist x ¢ | JG,. Daraus folgt z ¢ (LIG,) 0 (LUG,) =
= (0), also ist x = 0. Der Widerspruch, zu welchem wir gelangt sind, bestétigt,
dass |G, = @ ist.

Wir beweisen, dass jedes @, einfach geordnet ist. Umgekehrt sei irgendein G,
nicht einfach geordnet. Gemiss Hilfssatz 11 existieren in ¢, disjunktive echte
Komponenten K, L; wihlen wir ein beliebiges a, 0 << @ ¢ K, und ein beliebiges
b, 0 <belL. Es gilt @ 0b, also ist a A b = 0. Jede Spitze x des Elementes «
liegt in @,, da @ = x > 0 und @, konvex ist. Also ist x ¢ H,. Analog muss jede
Spitze y des Elementes b in H, liegen. Also ist = y oder y = 2. Es sei z. B.
x=vy. Dann gilt e« Zx =y >0, b=y=0=arb=y>(, was einen
Widerspruch ergibt. Also ist jedes @, einfach geordnet.
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Es soll gezeigt werden, dass jedes G, ein direkter Faktor in G ist.

Wihlen wir ein festes ». Bezeichnen wir G, = | ¢,. G, und @, sind komple-

mentire Komponenten in ¢ (da |G, = { ist). V\/;i;' wollen die folgenden Hilfs-
sdtze beweisen:

(e) Ist 0 <beG,ceH,,bac=20,dannist be(d,.

Q) Ist 0 <bel@,ceH,,brac=1t>0,dann istte H,.

Beweis (g). Setzen wir voraus, dass das disjunktive Komplement @ der
Menge {b} die Komponente &, nicht umfasst. Dann ist 0 £ ce @ n @, + G,.
@ o G, (als der Durchschnitt zweier Komponenten in @) ist eine Komponente
in @ und also ist G, nach Hilfssatz 10 nicht einfach geordnet, was einen Wider-
spruch ergibt. Also enthilt das disjunktive Komplement der Menge {b} die
Komponente ¢, und daraus folgt b ¢ ().

() Esgilt: ¢ = bac=1t> 0, cist eine Spitze = gemiss der in der Bedin-
gung 2 aufgestellten Forderung b) ist ¢ eine Spitze. Wenn te H, fiir u + »
wire, dann wire tac = 0, weilte H,,ce H,, H, 0 H, ist. Da ¢ = ¢ ist, so wire
t = 0, was einen Widerspruch gibt. Also ist ¢ e H,. So sind beide Hilfssitze
bewiesen.

Wihlen wir ein beliebiges a € G, 0 < «. Fiir ein y ¢ H, sei entweder (i) a A y =
=2 > 0 oder (ii) a A y = 0. Fall (i): nach () gilt z e H,. Weiter ist (a — z) A
Ay —2z)=0.Dabeigilt y =y — 2z = 0. Ist (i,): y — z > 0, dann ist nach (J)
y — ze H, [in (¥) setzen wir ¢ = y, b = y — z]. Daraus und aus der Gleichung
(@ — 2) A (y — z) = 0 folgt nach (¢) @ — ze @, [in (¢) setzen wir a — z = b,
y — z =c¢]. Daraus folgt ae G, +2zC G, + G, =G, +G.. Ist (i,): y —z =0,
dann ist ¥y = z = a Ay, also gilt @ = y. Nach der Voraussetzung c) der Be-
dingung 2 existiert in ¢/ eine solche Spitze x des Elementes a, dass a =z = y
ist. Wenn z ¢ H,, u + v wire, dann miisste y = xz A y = 0 gelten [es gilt ndm-
lich: H,0 H,, xe H,, ye H, = x Ay = 0]. Das ist ein Widerspruch. Also ist
z e H,. Weil x eine Spitze des Elementes « ist, so gilt (¢ — x) A x = 0. Nach (¢)
gilb @ — xe @, [in (c) setzen wira — x = b, x =c], alsogilt ae G, + x C G, +
+d, =0, +0d,

Fall (ii): aany = 0. Nach (c) gilt ae @, [in (g) setzen wir ¢ = b, y = c].
Daher ist ae G, + G,. Also gilt immer ae @, + @,. Ist a e G, dann gilt 0 <
Za.e@,0< —a_eGalsoista,,a_eG, + G, und dahera =a, -+ a_e G, +
-+ @. Schliesslich ist ¢ = G, + G,.

Daraus folgt, dass ¢, (und auch ) ein Normalteiler in ¢ ist. Wie man leicht
erkennt, ist 7, ein direkter Faktor in G.

Dadurch ist 2 = 3 bewiesen.
Wir beweisen 3 =~ 4. {(7,} sei ein in ¢ vollstindiges System von je zwei dis-

junktiven einfach geordneten, von Null verschiedenen direkten Faktoren. @, ist
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ein minimaler direkter Faktor in G, wie aus Hilfssatz 10 und daraus, dass ein
direkter Faktor eine Komponente ist, folgt.

K sei nun eine beliebige von Null ve schiedene Komponente in . Fiir ein
beliebiges » gilt K > GG, oder K n @, = (0). Der verbleibende Fall, nimlich
7,2 K n G, + (0), ist durch Hilfssatz 10 (beziehungsweise durch die Minimali-
tidt von (,) ausgeschlossen. Wenn fiir alle v K n G, = (0) gelten wiirde, dann
wire K 6 G, fiir alle v, also ware K 6 | |G, und daher K § G, K = (0), was einen
Widerspruch ergibt. Daraus folgt die Existenz eines solchen x, dass K > G, gilt.
Dadurch ist 3 =4 bewiesen.

Wir beweisen 4 = 1. In @ existiert eine von Null verschiedene Komponente,
denn G #+ (0). In dieser Komponente existiert ein minimaler direkter Faktor
@, der I-Gruppe G. G, ist einfach geordnet; anders miisste darin eine Kompo-
nente L in G, (0) + L G G, (nach Hilfssatz 10) existieren und in derselben ein
minimaler direkter Faktor in @, der selbstverstéindlich ein echter Teil von G,
wire. Der Widerspruch, zu welchem wir gelangt sind, bestétigt, dass ¢, einfach
geordnet ist.

Konstruieren wir folgendermassen eine (eventuell transfinite) Folge von je
zwei disjunktiven einfach geordneten direkten Faktoren @, in G: sind alle @,
fiir u < » schon konstruiert, dann ist das disjunktive Komplement (Li ¢,)" der

u<v

Komponente L} ¢, entweder einfach geordnet oder es existiert darin ein in G

u<r
minimaler direkter Faktor (,. Im ersten Fall bezeichnen wir mit ¢, = (Li &,)’
u<v
und dann ist || ¢, = G, also ist {G,}, 4 = », ein in G vollstindiges System je
R=v

zwei disjunktiver einfach geordneter direkter Faktoren. Im zweiten Fall exis-
tiert in (|]G',)" ein minimaler direkter Faktor @@, in ¢/ und dieser ist nach dem

n<v
vorher Gesagten einfach geordnet. Dadurch ist ein in G vollstandiges System
je zwei disjunktiver einfach geordneter Faktoren {(,} konstruiert.

Wir zeigen, dass ¢ isomorph mit einer I-Untergruppe der vollstindigen di-
rekten Summe & = > @, des Systems {@,} ist. Definieren wir folgendermassen
eine Abbildung ¢ der I-Gruppe G in &: ist x € (, x, die Projektion des Elementes
x in @,, dann ist 9 = {..2,..} ¢ &, wo {..2,..} das System der Projektionen
des Elementes « in die einzelnen @, ist. 9 ist offenbar eine homomorphe Abbil-
dung (der Gruppe und des Verbandes) ¢ auf eine I-Untergruppe in & (nach
Hilfssatz 12). Wir zeigen, dass ¢ eineindeutig ist. Vor allem ist der Kern der
Abbildung ¢ (d. h. die Menge aller Urbilder in ¢ der Null in &) ein /-Ideal L
in (. Wéhlen wir ein beliebiges Element @ e L, und ein beliebiges Element
xy,e GF. Dann ist 2, Aae L 0 G,, weil L und G, konvex in @ sind. Es ist also
(2, A a) @ = {..0..}. Aber das einzige Element aus (,, das in der Abbildung ¢
auf die Null in & abgebildet wird, ist die Null. Also ist 2, A @ = 0 und daher gilt
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@ O %y, a 6 G . Daraus folgt weiter a 6 G,, a § LIG, (siehe Seite 25). Also gilt a ¢
und daher @ = 0. Also ist ¢ eineindeutig. Die Isotonie der Abbildung #-1 ist
offensichtlich. Dadurch ist bewiesen, dass ¢ mit einer [-Untergruppe in &
isomorph ist.

Wir beweisen noch, dass G 2 @, fiir alle » gilt. Da je zwei Faktoren ¢, dis-
junktiv sind, ist G,9 die Menge aller Elemente der Gestalt {..0, z,, 0..}, wo
x, € G, ist. Also ist G9 2 G0 = @,.

Dadurch ist bewiesen, dass G eine vollstindig subdirekte Summe eines
Systems einfach geordneter Gruppen {G,} ist und der Beweis der Implikation
4 = 1 ist erbracht. Beachten wir, dass hiedurch auch die Anmerkung zu Satz 2
bestétigt wird.

Satz 3. Die folgenden Bedingungen sind auf einer vollstindigen l-Gruppe G
dquivalent: ,

1. Zu jedem ae G, a > 0, existiert eine Spilze.

2. @ ist eine vollstindig subdirekte Summe eines Systems vollstindiger einfach
geordneter Gruppen.

Beweis. Es sei G % (0). Wir wollen 1 = 2 beweisen. K sei eine von Null
verschiedene Komponente in ¢. Wéhlen wir 0 < ae K. Zu dem Elemente
@ existiert eine Spitze z, @ = x > 0. Daher ist « ¢ K. Die kleinste x enthaltende
Komponente L in G ist ein Teil von K. L ist ein direkter Faktor in ¢ (Hilfssatz
5). Wir zeigen, dass L einfach geordnet ist. Ware L nicht einfach geordnet, so
existierte in L ein komplementéres Paar von echten Komponenten 4, B, die
(nach Hilfssatz &) Komponenten auch in ¢ und daher auch (nach Hilfssatz 5)
direkte Faktoren in G und also — da L = 4 u B = A + B gilt — komplemen-
tére direkte Faktoren in L wiren. Es gilt x e A u B, weil L die kleinste x ent-
haltende Komponente in ¢ ist. Nach Hilfssatz 12 gilt x = 2" + 2/, wo 0 <
<a"eB,0<x'ed, x>z, 2" 6" ist. Weil (¢ — x) 6 = ist, gilt auch (¢ —
— x) da', also ist (@ — x + 2") 6 2’ (nach Hilfssatz 2). Daraus folgt « = a —
—rx4ar=@—x+2")+2, (a —2')dx’, a =x > 2" > 0. Daraus folgt
aber, dass x keine Spitze des Elementes a ist, was einen’ Widerspruch ergibt.
Also ist L einfach geordnet, und daher ist L ein minimaler direkter Faktor in G.
Nach Satz 2 ist ¢ eine vollstandig subdirekte Summe eines Systems einfach ge-
ordneter Gruppen {G,}. Daraus folgt G O G, fiir alle ». Nach Hilfssatz 15 ist G,
eine Komponente in &, nach Hilfssatz 6 ist &, eine regelmissige I-Untergruppe
in (¢ und also ist G, eine vollstindige einfach geordnete Gruppe.

Die Implikation 2 =- 1 folgt unmittelbar aus Satz 2.

Der Fall ¢ = (0) ist evident.

3

Nach Hilfssatz 14 ist jede Komponente der vollstindigen direkten Summe &
einfach geordneter Gruppen ein direkter Faktor in &. In den vollstindig sub-
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direkten Summen muss diese Eigenschaft nicht erfiillt sein. Mit dieser Frage
werden wir uns in diesem Absatz und in den Beispielen des folgenden Absatzes
beschaftigen.

Definition. Eine I-Untergruppe G der I-Gruppe & ist halbkonvex in &, wenn die
Projektion der Gruppe G in den beliebigen direkten Faktor in & ein Teil von G ist.
(Beziiglich & machen wir keine Voraussetzungen.)

- Satz 4. Hine lI-Gruppe G sei eine vollstindig subdirekte Swmme eines Systems
einfach geordmeter Gruppen {@,}, ve A. Die folgenden Bedingungen sind dquiva-
lent:

1. G ist eine I-Gruppe, in welcher jede Komponente ein direkter Faktor ist.
2. @ ist halbkonvex in & = > G,.

3. Der Verband der direkten Faktoren in G ist ein abgeschlossener Unterverband
in dem Verbande der Komponenten in G.

Beweis. 1 = 2. Nach Hilfssatz 14 kann man ein beheb] ges komplementares

Komponentenpaar in & in der Form von z Q,, Z (Y,,, M c A, schreiben. Nach

veM veM

Hilfssatz 15 ist J = G n ~z Gy, J' =G n i @, ein komplementires Komponen-

veM veM
tenpaar in ¢ und daher nach der Voraussetzung ein komplementéres Paar der
direkten Faktoren in .. Wiahlen wir x = {..x,..} ¢ G. Die Projektion des Ele-

mentes x in den direkten Faktor i G, in & ist offenbar ein Element y =
veM

={..y,..}, firdas y, = , fiir v ¢ M und nd y, = 0 fiir v € M ist. Die Projektion des

Elementes x in den direkten Faktor Z @, in & bezeichnen wir mit y'. Wie be-
veM

kannt, glltx~‘/+y und wenn z = y + y' gilt, Wwo yeZG’,,, Y eZG’ ist,
dann gilt y =7y, ¥ =¥'. M

Wir wollen y resp. y’ die Projektion des Elementes x in den direkten Faktor ./

resp. J’ in G bezeichnen. Es gilt x =y + ¥, JEGDZG,,,y elG@n zG Daher

veM
isty =9,y = y'. Alsoist y e Q. G ist also halbkonvex in &. Der Beweis 1 = 2
ist erbracht.

2 = 1. @ sei halbkonvex in § = Z~G,,. Eine beliebige Komponente in G ist

von der Form J = i @, und ihr disjunktives Komplement in @ ist J' =
reM
=Gn z G (Hilfssatz 15). J und J' sind offenbar [-Ideale in G, J n J" = (0).
veM

Wir zeigen noch, dass J -+ J' = (@ gilt. Es sei « ¢ G; bezeichnen wir mit y resp.

3" die Projektion (in &) des Elementes x in das Z @, resp. in das Z G,. Es gilt

veM
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x = y + y'. Nach der Voraussetzung ist ye G, y' ¢ G, also ist y ¢ J, " ¢ J" und
x =y -+ y'. Daherist J + J’ = @. Also sind J und J’ komplementiére direkte
Faktoren in G.

3 = 1. Nehmen wir an, die Bedingung 3 sei erfiillt. Wir zeigen, dass jedes Q,
ein direkter Faktor in G ist. Nach Hilfssatz 14 ist @, fiir alle » eine minimale

Komponente in & = EG’,. Nach Hilfssatz 15 ist G n @, = @, (fiir alle ») eine
minimale Komponente in G. Nach Satz 2 (die Aquivalenz zwischen den Be-
dingungen 1 und 4) ist @, fiir ein beliebiges » ein direkter Faktor in @.

L % (0) sei eine Komponente in G. Nach Hilfssatz 7 existiert in & eine solche
Komponente %, dass L = % n @ gilt. % ist nach Hilfssatz 14 von der Form

P = E G,, also ist & = || @F. Daher gilt L =G n u?;ﬂ. Bezeichnen wir
neM peM peM

L, = U'G,. (U resp. LI’ bedeutet das Supremum in der Booleschen Algebra der
neM B ’

Komponenten in & resp. in G.) Wir beweisen, dass L, = L ist. Nach Hilfssatz 7
ist Ly =G n ~z G,, wo N C A ist. Weil L, 2 @” fir pe M gilt, so ist N> I.

veN

Also ist L, = G n i G,2 G n ~z G, = L. List weiter eine Komponente in @,

_ velN peM .
die G, fiir u € M enthilt und L, die kleinste Komponente in ¢ mit dieser Eigen-
schaft; also ist L, ¢ L. Daher gilt L = L, = lI'G,.

peM

L ist also das Supremum eines Systems von Komponenten in G und jede
dieser Komponenten ist ein direkter Faktor in G; da der Unterverband der
direkten Faktoren in @ abgeschlossen in dem Verband von Komponenten in ¢
ist, so ist L ein direkter Faktor in G. Dadurch ist 3 = 1 bewiesen.

1 =-3. {L,} sei ein System von direkten Faktoren in G. Dann ist | |'L, eine
Komponente in ¢ und also ein direkter Faktor in . Daraus folgt 3.

Dadurch ist der Satz 4 bewiesen.
- Anmerkung 1. Die folgenden Bedingungen sind auf einer I-Gruppe G dqui-
valent:

1. G ist eine I-Gruppe, in welcher jede Komponente ein direkter Faktor ist.
2. Die Summe jedes komplementiren Komponentenpaares in G ist gleich G.

3. Der Verband von Komponenten in G ist ein Unierverband des Verbandes der
I-Ideale in G.

4. G ist halbkonvex in einer I-Gruppe, in welcher jede Komponente ein durekter
Faktor ist.

Beweis. 1 =-2. Wenn 1 gilt, dann ist jedes komplementire Komponen-
tenpaar in G ein komplementéres Paar der direkten Faktoren in (. Daraus
folgt 2. ‘

2= 3. In @ sei 2 erfiillt. Aus der Vertauschbarkeit der komplementéaren
Komponenten in & (Hilfssatz 3) folgt, dass jede Komponente in G ein I-Ideal
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in ( ist. Also ist der Verband der Komponenten in G ein Teil des Verbandes
der /-Ideale in (7. J, K seien zwei beliebige Komponenten (und also I-Ideale)
in G Aus der Distributivitit in dem Verbande der [-Ideale folgt (J + K) n
NS oK)= J nK)+KEnJ nK)=(0),J+K)+((J oK)=
= +K+J)n(J] +K -+ K)=(G. Die Summe zweier Komponenten
in G ist also ein direkter Faktor in ¢ und daher eine Komponente; daraus folgt,
dass der Verband der Komponenten ein Unterverband des Verbandes der
l-Tdeale ist.

3 = 1. Ist der Verband der Komponenten ein Unterverband des Verbandes
der [-Ideale, dann ist die Summe zweier komplementiren Komponenten gleich
ihrem Supremum, also gleich (/. Daraus folgt, dass jede Komponente in 7 ein di-
rekter Faktor in (¢ ist.

1 =- 4. Ist die Bedingung 1 erfiillt, dann ist ¢’ halbkonvex in einer [-Gruppe
verlangter Art, namlich in G.

4 = 1. @ sei halbkonvex in einer [-Gruppe &, in der jede Komponente ein
direkter Faktor ist. L;, L, sei ein komplementires Komponentenpaar in (/.
Nach Hilfssatz 7 existiert ein komplementéires Komponentenpaar %, %, in &,
sodass L, = %, n G, L, = %, n Ggilt. £, und &, sind nach det Vorausset-
zung komplementare direkte Faktoren in . Die Projektion ; der I-Gruppe ¢/
in den direkten Faktor Z; ist ein Teil von .#; und nach der Voraussetzung (die
Halbkonvexitit) auch ein Teil von G, also G, Cc ¥, n (7 = L;. Wihlen wir
ein beliebiges Element ¢ e G; dann ist ¢ = a; + a,, wo a, die Projektion des
Elementes a in den direkten Faktor %, ist; also ist a,e (; C L;. Daher gilt
Ly + L, = G. Weil weiter L, n L, = (0) ist und L,, L, elementenweise ver-
tauschbar sind (die Disjunktivitat), sind L,, L, direkte Faktoren in @.

Anmerkung 2. Ist die I-Untergruppe G einer [-Gruppe & konvex in &, dann
ist sie halbkonvex in &. Die Umkehrung muss nicht gelten.

Beweis. Eine I-Untergruppe ¢ einer I-Gruppe & sei konvex in &. K sei ein
beliebiger direkter Faktor in &. Es sei a e G¢,; dann gilt fiir die Projektion x
des Elementes a in K, a = x = 0 (nach Hilfssatz 12). Weil ¢ konvex in & ist,
gilt x € @. Ein beliebiges Element b ¢ ¢ ist die Differenz zweier positiver Ele-
mente aus G, b = b, — (— b_) und fir die Projektion y resp. ¢’ resp. y” des
Elementes b resp. b, resp. —b_ in K gilt (nach Hilfssatz 12) y =y — y";
weil 4/, 4" € G gilt, so ist y € G, also ist G halbkonvex in &.

Beispiel II, Absatz 4 beweist, dass die in der Anmerkung 2 aufgestellte Be-
hauptung im Allgemeinen nicht umgekehrt werden kann.

Anmerkung 3. Beachten wir die ersichtliche Tatsache, dass die vollstindige

direkte Summe & = EG, resp. die direkte Summe § = D G, eines Systems einfach
geordneter Gruppen {G,}, eine halbkonvexe I-Untergruppe in & ust.
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4

Dieser Abschnitt enthilt eine Reihe von Beispielen der I-Gruppen, die einige
den Bedingungen erfiillen, welche in den vorhergehenden Absitzen behandelt
wurden.

Wir geben Beispiele einer vollstindig subdirekten Summe eines Systems
einfach geordneter Gruppen {G,} an,

1. die konvex in & = > (@,, aber weder gleich & noch gleich § = > G, ist
(Beispiel I); ,

2. die halbkonvex in &, aber nicht konvex in ( ist (Beispiel II);

3. die in keiner [-Gruppe, deren jede Komponente ein direkter Faktor ist,
und also nicht einmal in & halbkonvex ist (Beispiel III);

4. die weder die vollstiandige direkte noch die direkte Summe eines Systems
cinfach geordneter Gruppen ist (Beispiel IIT).

Wir geben ein Beispiel einer [-Gruppe an, die eine subdirekte Summe eines
Systems einfach geordneter Gruppen ist,

5. die keine vollstindig subdirekte Summe dieses Systems einfach geordneter
Gruppen ist, aber die eine vollstiandig subdirekte (durchaus eine direkte) Summe
eines anderen Systems einfach geordneter Gruppen ist (Beispiel IV);

6. die aber keine vollstandig subdirekte Summe eines Systems einfach ge-
ordneter Gruppen ist (Beispiel V).

Weiter geben wir ein Beispiel einer I-Gruppe an,

7. die keine I-Untergruppe der vollstandigen direkten Summe eines Systems
einfach geordneter Gruppen ist (Beispiel VI).
Is wird eine [-Gruppe angegeben,

8. die die Eigenschaften a), ¢) aus der Bedingung 2 des Satzes 2, aber nicht
die Eigenschaft b) hat (Beispiel V);

9. die die Eigenschaften b), ¢) aus der Bedingung 2 des Satzes 2, aber nicht
die Eigenschaft a) hat (Beispiel VII).

Die Frage, ob die Eigenschaft c) der Bedingung 2 der Satzes 2 eine Folge-
rung der vorhergenden ist oder nicht, bleibt offen.

Wir geben ein Beispiel einer subdirekten Summe eines Systems einfach ge-
ordneter Gruppen an,

10. in welcher keine Spitze existiert (Beispiel VII).

11. Wir wollen darauf aufmerksam machen, dass auf Grund der Anmerkung
3 in den Beispielen I, II, IIT solche vollstindig subdirekte Summen von
Systemen einfach geordneten Gruppen {@,} konstruiert sind, die von & = > @,
und von § = G, verschieden sind.

1. — Beispiel 1. Es existiert eine I-Gruppe, die eine vollstindig subdirekte
Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {G,} ist, die konvex in & = > @G,
aber weder gleich & noch gleich § = > @, ist.
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Beweis. {(,} sei ein System einfach geordneter Gruppen, die Miichtigkeit der
Menge von Indizes v sei >> ¥,. Bezeichnen wir mit G die Menge aller Elemente

aus & = ZG’,,, die hochstens ¥, von Null verschiedene Komponenten haben.
Man erkennt leicht, dass @ eine konvexe I-Untergruppe in & ist, dass & & G +
+ H und dass @ eine vollstéandig subdirekte Summe des Systems einfach ge-
ordneter Gruppen {@,} ist. Bis auf die Konvexitit von ¢ in & sind alle Be-
hauptungen evident. Die Konvexitit: Es sei ae ¢, xe ®, |a| = |z|; dann gilt
la] = || = x, = 0. Das Element |a| hat hochstens ¥, von Nuil verschiedene
Komponenfen dann hat |z| und auch z,_ dieselbe Eigenschaft. Also hat » =
=z, +2_. =, — x| + x, auch hochstens %, von Null verschiedene Kompo-
nenten, daher ist x e . Dadurch ist die Konvexitat bestatigt.

2. — Beispiel 11. Es existiert eine I-Gruppe, die eine vollstindig subdirekte
Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {G,} ist, die halbkonvex in
& = > @,, aber nicht konvex in & ist.

Beweis. @, sei (fiir ein beliebiges natiirliches n) die additive einfach ge-

ordnete Gruppe der ganzen Zahlen. Bezeichnen wir & = ZGn. Wir definieren

als die Menge aller Elemente x ¢ §, die nur auf einer endlichen Zahl der Stellen
ungerade Zahlen haben. Es ist klar, dass ¢ eine [-Untergruppe in & ist, da
r,yeG@=ax —ye@, xv0eG Wail weitar G 2 @, fiir alle n ist, so ist G eine
vollstandig subdirekte Summe des Systems {G,}. VVn' beweisen, dass @ halb-

konvex in & ist. Wahlen wir einen direktzan Faktor in &, z. B. .J = i G, (wo M

meM

ein Teil der Menge der natiirlichen Zahlen ist — siehe Hilfssatz 14). Die Pro-
jektion y eines beliebigen Elementes x ¢ ¢ in.J hat einige der Komponenten mit
den zugehodrigen Komponenten des Elementes x gleich, die iibrigbleibenden
gleich Null. Also ist y € G. Daher ist G halbkonvex in &. Wir zeigen noch, dass @
nicht konvex in & ist. Wahlen wir ein Element ¢ in &, das auf unendlich vielen
Stellen ungerade Zahlen > 0 und auf den iibrigen beliebige Zahlen = 0 hat,
@ ={..a,..}. Dann gilt fir das Element b == {..a, +e¢,..}, woe, = 0 oder = 1
gewdhlt ist und zwar so, dass nur eine endliche Zahl von Komponenten un-
gerade Zahlen sind: b = a == 0, b e (¢ und dagegen a € G. Also ist G nicht kon-
vex in §.

3. — Beispiel IT1. Es existiert eine I-Gruppe, die eine vollstindig subdirelte
Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {G,} ist, die aber in keiner
I-Gruppe, von der jede Komponente ein direkter Faktor ist, und also auch micht

in & = >G,, halbkonvex ist.
Beweis. {G,} sei ein System einfach geordneter Gruppen die Méachtigkeit
der Menge von Indizes » sei ;. Es sei § = ZG,,, G = ZG’,,, x ein so]ches Ele-

ment aus &, deren alle Komponenten > 0 sind. Bezeichnen wir G = U (kx e

+ ) (k durchlauft alle ganze Zahlen). Wir beweisen, dass ¢ eine [- Untergruppe
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in & ist. Es seien y, z ¢ G; dann gilt y = kx 4 a, z = kyax -+ b, wo k,, k, ganze
zahlen sind und a, be ). Es gilt y — 2z = (k; — k,) x + ¢, wo ce 8 ist, weil §
offenbar ein Normalteiler in & ist. Ist weiter k; > 0, dann hat das Element
y v 0 bis auf eine endliche Zahl dieselben Komponenten wie das Element %z,
alsoist y v 0 = ke +d, wode H; ist k; < 0, dann ist offenbar y v 0 ¢ §. Also
gilt 7 v 0 € G in beiden Fillen. Daher ist ¢ eine I-Untergruppe in &. G ist eine
vollstdndig subdirekte’ Summe des Systems {G,}, denn ' D §). Beachten wir
noch, dass in @ kein Element existiert, das genau ¥, von Null verschiedene
Komponenten hat. Wir zeigen, dass ¢ nicht halbkonvex in & ist. M sei eine
Menge von Indizes und sie habe die Méachtigkeit ¥,. Nach Hilfssatz 14 ist J =

= 2 @, ein direkter Faktor in &. Die Projektion x’ des vorher definierten
veM

Elementes z ¢ G in J hat ¥, von Null verschiedene Komponenten, die iibrigen
sind gleich Null. Wie oben gesagt wurde, liegt kein solches Element in G. Also
ist @ nicht halbkonvex in &.

Die I-Gruppe @ ist keine halbkonvexe I-Untergruppe in einer I-Gruppe, deren
jede Komponente ein direkter Faktor ist. G sei umgekehrt eine halbkonvexe
I-Untergruppe einer solchen I-Gruppe. Geméass Anmerkung 1 ist ¢ eine I-Gruppe,
in welcher jede Komponente ein direkter Faktor ist. Weil sie eine vollstandig
subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {G,} ist, so ist sie
nach Satz 4 halbkonvex in & = >@,, was einen Widerspruch ergibt. Dadurch
ist die Behauptung bewiesen.

4. — Die I-Gruppe G Beispiel 111 ist weder die vollstindige direkte noch die
direkte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen.

Beweis. {H,} sei ein System einfach geordneter Gruppen; es sei 2 = ZH/,,
B = ZH/L. Es sei H = U oder H = 5. ¢ sei isomorph mit H. In beiden Fillen
ist H nach Anmerkung 3 konex in ¥, also ist sie nach Anmerkung 2 halbkonvex
in ¥ und nach Satz 4 ist H eine solche [-Gruppe, in welcher jede Komponente
eine direkter Faktor ist, was in Widerspruch mit der Anmerkung 1 (die Aqui-
valenz 1 <=>4) ist, wie gerade aus der vorhergehenden Behauptung 3 (Beispie]
IIT) folgt.

5. — Beispiel IV. HEs existiert eine I-Gruppe, die eine subdirekte Summe
eines Systems einfach geordneter Gruppen ist, die keine vollstindig subdirekte
Summe dieses Systems ist, die aber eine vollstindig subdirekte (durchaus eine di-
rekte) Summe eines anderen Systems einfach geordneter Gruppen ist.

Beweis. Es sei ¢, (k= 1, 2, 3) die additive einfach geordnete Gruppe der
reellen Zahlen; & = > @,. G sei die I-Untergruppe aller Elemente aus & von der
Form {z, y, y}, wo x, y beliebige reelle Zahlen sind. ¢ ist offenbar eine subdirek-
te Summe des Systems {G,}, £k = 1, 2, 3, aber diese ist keine volls‘cé'mdig-sub-
direkte Summe des Systems (weil G O 7, fiir k == 2, 3 nicht gilt). Sie ist aber
isomorph mit der direkten Summe der einfach geordneten Gruppen ¢, und G,.
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6. — Beispiel V. Es existiert eine I-Gruppe, die eine subdirekte Summe eines
Systems einfach geordneter Gruppen ist, die aber keine vollstindig subdirekte
Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen ist.

Beweis. G, k = 1, 2, 3, seien einfach geordnete Gruppen. Bilden wir die
direkte Summe des Systems {G}3 der Gruppen und definieren darauf eine teil-
weise Ordnung nach der Vorschrift: ist a,, b, e G, dann ist (ay, a,, a;) =
=< (b, by, by) <<-a; < b, oder a, = b, a; = b; (v = 2, 3).

Die Gruppe mit dieser teilweisen Ordnung wird zu einer I-Gruppe (siche [2]
XIV §1 Th. 1 und Th. 2):

(@, @y @) =0, (by, by, b)) = 0= (ay + by, @y - by, a5 +b3) =05

ist ndmlich a; > 0 oder b, > 0, dann ist a; + b, > 0. Ist ¢, = 0 = b,, dann
gilt ay =0, a; =0, by = 0, by = 0, also ist a, b, =0, a, + by, = 0, a; +
4- by = 0, wie zu beweisen war. Weiter ist (a,, @y, @3) = 0 = (cq, Cy, ¢3) --
(g, @y, @) — {(Cqy sy €3) = 0; ist ndmlich ¢, +a, — ¢, > 0, dann ist die
Behauptung bewiesen; ist ¢, -+ @, — ¢; = 0, dann ist @; = 0, also gilt a, = 0,

5 = 0; daherist ¢, + ay, — ¢, = 0, ¢y -+ a; — ¢; = 0. Daraus folgt, dass ( eine
teilweise geordnete Gruppe ist.

Man erkennt leicht, dass (¢, ¢y, ¢;) V (0, 0, 0) = (¢,, ¢y, ¢3) ist, fur ¢, > 0,
= (0, ¢y v 0, ¢y v 0) ist, fiir ¢, <0

Bezeichnen wir weiter mit ¢, die WIenge aller Klemente von der Form
(0, ay, 0), wo a, e G ist; analog fur G,. G, und G, bilden das einzige komplemen-
tire Paar der echten Komponenten in . d,, @, sind I-Ideale, sie sind aber
keine direkten Faktoren, weil G, + G, + @ ist. In @ sind also nur unechte
direkte Faktoren.?)

(I ist also nach Hilfssatz 13 eine subdirekte Summe des Systems einfach ge-
ordneter Gruppen {G/G,, G/G,}; G; (i = 2, 3) ist namlich ein solches /-Tdeal
in @, dass die I-Faktorgruppe G/G; einfach geordnet ist und , n G, = (0) ist.

Wenn ( eine vollstindig subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter
Gruppen wire, dann wiirde (nach Satz 2) ein minimaler direkter Faktor in ¢
unter jeder von Null verschiedenen Komponente in ¢ existieren, was auf ¢
nicht der Fall ist.

Beweis, dass @,, (; zwei komplementire Komponenten sind. Aus der Defi-
nition der Anordnung folgt:

(ay, ay, az), wenn a, > 0,
(g, ag, as)| = (0, |ay|, |as]), wenn a; =0,
l(—al, — y, —ay), wenn a, << 0 ist .

7) Sind alle @ abelsche einfach geordnete Gruppen, so ist G auch abelsch. Die I-Gruppe
@ ist nicht vollstindig auch in dem Falle, dass alle G}, vollstéindige einfach geordnete
Gruppen sind. (Das kann leicht direkt bewiesen werden oder es ergibt sich daraus, dass
auf einer vollstdndigen I-Gruppe jede Komponente eine direkter Faktor ist, was auf G nicht
gilt.) In beiden Fillen dndert sich nichts auf dem Systeme der Komponenten und der
direkten Faktoren in G.
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Wihlen wir b, e Gy, by, & 0 fest; dann ist [(0, by, 0)] = (0, |b,|, 0), also gilt

(0, |by), 0), wenn a, =0,

1 Aoy @) A (0, 10y, 0) =
(@, @y, ay)ia (0, by, 0) {(0, las| A by, 0), wenn a, =

Daher gilt (a,, a,, a;) 6 (0, b,, 0) dann und nur dann, wenn @, = 0, a, = 0,
@5 € G beliebig sind, d. h. das disjunktive Komplement des Elementes (0, b,, 0)
und auch der ganzen Menge @, ist G,. Analog beweist man, dass das disjunktive
Komplement der Menge (7, die Menge @, ist. Also ist ,, G, ein komplementiires
Komponentenpaar in G.

Beweis, dass (,, G, die zwei einzigen echten Komponenten in ¢ sind. K sei
eine beliebige echte Komponente in G. Dann ist K n G, 4 (0) oder K n G, +
+ (0) (im umgekehrten Fall wire K 6 ,, K 6 G5 und also K ¢ (G, u G,); daher
gilt K 0 &, d. h. K = (0) — was einen Widerspruch ergibt). Es sei (0) + K n
n @, = K,; dann existiert ein b, e G, so dass 0 + (0, b,, 0) e K, ist. Wie ge-
zeigt wurde, ist das disjunktive Komplement des Elementes (0, b,, 0) gleich G;
also ist @, die kleinste das Element (0, b,, ) enthaltende Komponente in G; also
muss K, O @, sein; daher gilt K n G, > @,, also ist K 2 G,. Ist K 0 G, = (0),
dann gilt K o G, und also K c (;72, d.h. K =@, Ist K o qQ, + (0), dann —
analog zu dem vorhergehenden — ist K o @, also gilt K 2 G, u G, = @, was
einen Widerspruch ergibt. Daraus folgt K = G,.

Wenn wir K n G, + (0) vorausgesetzt hitten, dann wire K — G,. G,, G,
sind also die einzigen echten Komponenten in G.

Wir beweisen, dass /G, einfach geordnet ist. Es sei 4 « GG,. Dann ist 4 die
Menge der Elemente (a,, a,, @;), wo a, ein beliebiges Element aus @, ist. Ist
a, > 0, dann ist (a;, @y, @;) > 0, also auch A > @, (G, ist die Null der [-Faktor-
gruppe G/G,). Ist a, = 0, ay = 0, dann ist (0, |a,], a;) = 0, also auch 4 = G,.
Ist @y = 0, ay < 0, dann gilt — (0, — |a,}, a;) = (0, 1a,], — a;) > 0, also auch
— A > G, Ist a; < 0, dann gilt — (ay, a,, a5) = (—a,, —a,, —az) > 0, also
auch — 4 > ,. Ein beliebiges Element A4 ¢ G/, ist also stets vergleichbar
mit der Null der I-Faktorgruppe G/@,. Analog beweist man, dass /@, einfach
geordnet ist. ’

7. — Beispiel VI. Es existiert eine I-Gruppe, die keine I-Untergruppe einer
vollstindigen direkten Summe von einem Systeme einfach geordneter Gruppen und
also keine subdirekte Summe 1rgendeines Systems einfach geordneter Gruppen ist.

Beweis. @ sei die Gruppe, die durch drei Erzeugende a, b, ¢ und durch die
definierenden Relationen ¢ +b6 =56 4+ a, a +¢c=c¢+b, b +¢c=c¢ + a ge-
geben ist. Die Menge G der positiven Elemente sei aus allen Elementen von
der Form ma - nb + pc, wo p > 0, oder p = 0, m = 0, n = 0 ist, zusammen-
gesetzt. (7 wird zu einer I-Gruppe. Diese I-Gruppe fithrt G. Birkhoff ([1] Ex. 9
Seite 303; siehe auch [9] Anm. 4) als Beispiel einer [-Gruppe ein, die eine Kom-
ponente enthéilt, welche kein I-Ideal ist. Das disjunktive Komplement des Ele-
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mentes ¢ ist nimlich kein Normalteiler, da @ 6 b ist; aber dabei ist @ 0 (¢ +
+b—c¢),denn ¢ +b —c=a + 0.

Beweis, dass a 0 b gilt. Es ist a > 0, b > 0; es sei a A b = ma + nb + pc
(= 0); da ma + nb + pc =< a ist, gilt p < 0; weil aa b = 0 ist, gilt p = 0;
daher gilt p = 0. Daraus folgt (1 — m)a — nb = 0; also ist m << 1, n < 0.
Analog folgt aus der Relation ma - nb + pc <b: n <1, m < 0. Also ist
p==0 =0, n <0. Weil aber aab = 0 gilt, ist m = 0, n = 0, also ist
m = . n = 0. Daher folgt a A b = 0. Also gilt a 6 b.

Wenn @ eine [-Untergruppe der vollstiandigen direkten Summe eines Systems
einfach geordneter Gruppen {G,} wire, & = > @,, wiirde zu jeder Komponente
K in G (nach Hilfssatz 7) eine Komponente & in & so existieren, dass & n G =
= K gelten wiirde. Nach Hilfssatz 14 ist aber & ein Normalteiler in &, so dass
K ein l-Ideal in ' sein muss, was einen Widerspruch ergibt.

8. — Beispiel einer I-Gruppe, welche die Eigenschaften a), ¢) der Bedingung 2
des Satzes 2, aber nicht die Eigenschaft b) hat.

Beweis. Eine solche I-Gruppe ist die -Gruppe Beispiel V und die I-Gruppe
Beispiel VI. Wir beweisen dies an Hand der ersten derselben. (Sie ist sogar eine
subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen.) Das Element
(@, @y, @g) > 0 hat im Falle ¢, > 0 eine Spitze (a,, a,, a;); im Falle ¢, = 0 ist
dasjenige der Elemente (0, a,, 0), (0, 0, a;), welches > 0 ist, eine Spitze von
(ay, @y, a3). (Es gilt a, = 0, a; = 0; dabei ist mind>stens eine Ungleichung
scharf.) Die Eigenschaft c) ist offenbar auch erfiillt. Nicht erfiillt ist die Eigen-
schaft b), denn unter dem Elemente (@, a,, a;) fiir ¢, > 0 — das eine Spitze
ist — liegt ein beliebiges Element von der Form (0, b,, b,), wo b, > 0, b, > 0
ist, welches keine Spitze ist.

Beweis der Behauptungen. Wir konstruieren die Menge aller Spitzen
in (. Es sei
a = (ay, @y, @) = b= (by, by, b3) > 0, )
(@ — by, @y — by, ay — by) A (b, by, b)) =(a —b)AD=10. (**)
Aus der Ungleichung (*) folgt: b, > 0 oder b, = 0, b, > 0, b; = 0 oder b, = 0,
by, = 0, by > 0. Aus der Bedingung (**) folgt:

1. Ist @ — b, > b,, dann ist @ — b > b, also ist b = 0, was in Widerspruch
mit (*) ist.

2. Ist @, — b, < b, dannist ¢ — b < b, also ist 0 =a; — b, = a, — b, =
= az — by; daher ist a; = b; (¢ = 1, 2, 3). Aus der Relation a¢; — b, < b, folgt
0 < a,.

3. Ist @ — b, = b,, dann ist 0 = b, == @, — b, also ist ¢, = b, = 0 und
weiter gilt (a, — b,) A by = 0, (a3 — b;) A by = 0. Daraus folgt a, = b, oder
b, = 0 und gleichzeitig a3 = b; oder b; = 0.
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Im Falle 3 treten also folgende Moglichkeiten ein: @, = 0 = b, und gleich-
zeitig eine der folgenden Eventualitdten:

a¥) ay = by, a; = b;,

b*) by = 0, a; = by,

c*) ay = by, by =0,

d*) b, = 0, by = 0; dieser letzte Fall widerspricht aber der Bedingung (*).

Es sei a; > 0. Dann tritt der Fall 2 ein; in diesem Fall ist a das einzige Ele-
ment b, fiir das (*) und (**) gilt.

Is sei @; = 0. Dann tritt der Fall 3 ein. Tritt die Moglichkeit a*) ein, und
ist b, = 0 oder b, = 0, so ist dieser Fall iibereinstimmend mit dem b*) oder c*).
Gesetzt, es wiirde die Eventualitit a*) eintreten und dabei a, = b, > 0,
@y = by > 0 sein; dann wire das Element (0, a,, a;) = (0, b,, b,) kein minimales
Element mit den Eigenschaften (*), (**), weil das Element (0, 0, a,) oder das
Element (0, a,, 0) unter dem Elemente (0, @,, a,) liegen wiirde und die Bedin-
gungen (*), (¥*) erfillt wéren. Also kann das Element (0,.b,, b;) nur im Falle
b*) oder ¢*) eine Spitze sein. Aber dann ist es offenbar eine Spitze des Elemen-
tes (0, ay, a;). [Im Falle b*) ist b, > 0, im Falle c*) ist b, > 0.]

Die Menge aller Spitzen in @ ist daher die Menge aller Elemente, fiir welche
(ay, @y, a3), @y > 0 oder (0, by, -0), by, > 0 oder (0, 0, b,), b, > 0 gilt.

Es ist bewiesen, dass jedes Element 0 << a e G eine Spitze hat; die Eigen-
schaft a) der Bedingung 2 Satz 2 ist erfillt. Es soll die Eigenschaft ¢) be-
wiesen werden. Es sei y € G eine Spitze, es sei a = y. Ist = (a,, a,, a5), a; > 0,
dann ist a eine Spitze des Elementes a, a = y. Ist a; = 0, dann gilt fiir y =
= (Y1, Y. ¥3) Y1 = 0 und gleichzeitig a, = y, > 0, a; = y, = 0 oder a, = y, =
= 0, ay = y, > 0. Dann ist das Element b = (0, a,, 0) oder ¢ = (0, 0, a,) eine
Spitze des Elementes @ und dabei ist b = y oder ¢ = y. Die Kigenschaft c) ist -
bestétigt.

Die Eigenschaft b) der Bedingung 2 Satz 2 ist auf ¢ nicht erfillt.

Es sei nimlich a = (a,, a., a;), @; > 0. Dann gilt fiir ein beliebiges Element
b= (0,b,,by), wo b, > 0,0, > 0: a = b > 0; dabei ist a eine Spitze, doch b ist
keine Spitze.

Analog ist die Situation auf der I-Gruppe Beispiel VI.

9. — Beispiel VII. Es existiert eine I-Gruppe, die die Eigenschaften b), c)
der Bedingung 2 des Satzes 2, aber nicht die Eigenschaft a) hat.

Beweis. (f sei die Menge aller reellen Funktionen auf dem Intervall I =
= (0, 1), die von links stetig auf I sind und von rechts mit Ausnahme von
endlich vielen Punkten. Die Addition und die teilweise Anordnung in ¢ ist auf
natiirliche Weise gegeben. ¢ ist offenbar eine I-Gruppe. Kein Element in ¢ hat
eine Spitze, also gilt die Bedingung a) nicht; dann sind selbstverstiandlich die
Eigenschaften b), c) erfiillt.
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Lssel fe @, f > 0. Wir zeigen, dass f keine Spitze in ' hat. Fiir ein g € (7 sei
f=9>0,(f—9g)ag = 0. N resp. @ sei die Menge aller x ¢ I, fiir die ¢(x) = 0
resP. 9(x) von rechts unstetig ist. N u @ ist in I abgeschlossene Menge, also ist
R=1— (N u@) in I offen. Es ist R + ¢. Im umgekehrten Fall wire [ =
= N U @ und daher nur fiir eine endliche Anzahl von Punkten g(z) % 0.
Da g + 0 gilt, so existiert ein x, € @, so dass g(z,) #+ 0 ist und eine Umgebung U
des Punktes z, so existiert, dass g(z) = 0 ist fiir alle xe U, x + z,. Das ist
aber in Widerspruch mit der Stetigkeit von links in 2, der Funktion g(x). Also
ist R =+ 0. Es existiert daher eine absteigende Folge {S,}? von links offener und
von rechts abgeschlossener Intervalle, so dass 2 8,2 85,28,2...28,2 ...
gilt. Definieren wir folgenderweise die Funktionen ¢,(x): x € S, = ¢,.(x) = g(z);
x e, = ¢,(x) = 0. Dann ist offenbar ¢,¢@, f=g>g,>9g,, >0 (n =
=1, 2, ...) und weiter (f — g,) A g, = 0. Also hat f in G keine Spitze.

10. — Es existiert eine I-Gruppe, die eine subdirekte Summe einfach geordneter
Grupen ist und in der keine Spitze existiert.

Beweis. Die I-Gruppe Beispiel VII hat diese Figenschaft: Mit Riicksicht
auf 9 bleibt zu beweisen, dass @ eine subdirekte Summe eines Systems einfach
geordneter Gruppen ist. Ordnen wir jeder Zahl z € (0, 1) die additive einfach
geordnete Gruppe @, reeller Zahlen zu. Dann ist G offenbar eine subdirekte
Summe des Systems {G,}, < (0, 1), einfach geordneter Gruppen.

5

In diesem Absatz werden vollstéindige direkte und direkte Summen einfach
geordneter Gruppen behandelt.

Satz 5. Auf einer I-Gruppe G sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. G ist die wollstindige direkte Summe eines Systems einfach geordneter
Gruppen {G,};

2. G st eine vollstindig subdirekte Summe eines Systems einfach geordneter
Gruppen {G,} und fir jede unendliche Menge {xe} je zwes disjunktiver positiver
Elemente aus G existiert in G das Element V x¢;

3. G ist eine vollstindig subdirekte Swmme eines Systems einfach geordneter
Gruppen {G,} und zu jeder nichtleeren Menge M je zweier disjunktiver Spitzen in
G existiert esn Klement in G, das die Menge aller seiner Spitzen gleich der Menge M
hat.

Beweis. 1 = 2. Eine [-Gruppe 7, die die vollstindige direkte Summe eines
Systems einfach geordneter Gruppen {G,} ist, ist offenbar auch eine vollstindig
subdirekte Summe dieses Systems. Wir zeigen, dass G die zweite Eigenschaft
aus 2 erfillt.

{xe} sei ein System je zwei disjunktiver, positiver Elemente in ¢. Wahlen wir
ein 22 e {x¢}. Dem Klemente x¢ ordnen wir folgendermassen den Teil 4, der
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Menge N der Indizes zu: » e 4, < die »-te Komponente des Elementes xe ist
von Null verschieden.

Ist ae, @7 ¢ {0}, 22 0 2”, dann gilt 4, n 4, = 9 (G, sind einfach geordnet).
Daraus folgt, dass @ = Vae existiert (fiir ve A, ist die »-te Komponente des
Elementes « gleich der »-ten Komponente des Elementes z¢; ist ve N — U4,
dann ist die »-te Komponente des Elementes x gleich Null). Dadurch ist be-
wiesen, dass G die verlangte Eigenschaft erfiillt.

2 = 3. Es sei die Bedingung 2 erfiillt und {22} sei ein System je zwei dis-
junktiver Spitzen in (. Nach der Voraussetzung existiert in ¢ das Element
x = Vze. Nach Hilfssatz 19 ist die Menge aller Spitzen des Elementes x gleich
der Menge {z2}.

3 = 1. ( erfiille die Bedingung 3. Wihlen wir ein beliebiges Element a ¢ ¢ =
= >@,, a > 0. Die Menge @ aller Spitzen in & des Elementes a ist nach Hilfs-
satz 17 die Menge von je zwei disjunktiven Elementen und nach Hilfssatz 20 (3}
ist @ ein Teil der Menge aller Spitzen in ¢. Also existiert nach der Vorausset-
zung ein Element b in G, fir das die Menge @ die Menge aller seiner Spitzen in ¢/
ist. Wenn wir den Hilfssatz 20 (2) beniitzen, stellen wir fest, dass das Element
b e & die Menge aller Spitzen in & gleich @ hat. Aus Hilfssatz 20 (4) folgt dann
a = be (. Also liegt in G ein beliebiges positives Element aus &. Ein beliebiges
Element aus @ ist aber die Differenz zweier positiver Elemente, also ist & = @.
Der Beweis des Satzes 5 ist erbracht.

Satz 6. Eine I-Gruppe ist dann und nur dann aie vollstindige direkte Summe
etnes Systems vollstindiger einfach geordneter Gruppen, wenn folgende Bedingun-
gen gelten:

a) G ist etme vollstindige I-Gruppe;

b) zu jedem a e G, a > 0, existiert in G eine Spitze,

¢c) jede Menge von je zwei disjunktiven Spitzen ist in G beschrdnkt.

Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen. (@ sei die vollstéindige direkte
Summie eines Systems vollstdndiger einfach geordneter Gruppen; dann gilt
offenbar a); die Giiltigkeit von b) folgt aus Satz 2 und die Richtigkeit von c¢)
ist durch Satz 5 und zwar durch die Implikation 1 = 3 bestatigt.

Die Bedingung ist hinreichend. Nach Satz 3 ist G eine vollstindig subdirekte
Summe eines Systems vollstindiger einfach geordneter Gruppen {G,}. Zu jeder
Menge @ je zwei disjunktiver Spitzen in G existiert das Supremum x in G. Nach
Hilfssatz 20 (1) ist die Menge aller Spitzen des Elementes 2 gleich der Menge @).
Daher ist ¢ nach Satz 5, Implikation 3 = 1 die vollstindige direkte Summe des
Systems {(,} vollstindiger einfach geordneter Gruppen.

Satz 7. Auf einer I-Gruppe G sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
1. G ist die direkte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen {@,)}.
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2. Die Vereiniqung einer beliebigen Kette von Komponenten in G ist ein di-
rekter Faktor in G.

3. Die Summe eines beliebigen Systems von Komponenten in (F ist eine Kompo-
nente in G.

4. Der Verband der Komponenten in G 1st ein abgeschlossencr Unterverband des
Verbandes von l-Idealen in G.

5. G ist etne vollstimdig subdirekte Summe eines Systems {G,} einfach geordneter
Gruppen und fir keine unendliche Menge {x¢} je zwei disjunktiver positiver Ele-
mente existiert in G das Element \xe.

6. G ist eine vollstindig subdirekte Summe eines Systems {@,} einfach geord-
neter Gruppen und jedes Element (> 0) aus G hat in G nur endlich viele
Spitzen.

Beweis. Die Aquivalenz der Bedingungen 1, 2 und 3 wurde im Satz 2 aus [9]
bewiesen.

3 = 4. Bezeichnen wir mit & (J) den Verband von Komponenten (von I-Idea-
len) in G. Gilt 3 in ¢, dann ist nach Anmerkung 1 (2 = 3) £ ¢ J. Ist {K,} ein
beliebiges System von Komponenten in (7, dann folgt aus der Eigenschaft 3
UK, = >K > 80 dass das Supremum des Systems {K,} dasselbe in dem Ver-
bande & wie im Verbande & ist. Dadurch ist 3 = 4 bewiesen.

4 = 3. Hat ¢/ die Eigenschaft 4, dann ist die Summe von einem beliebigen
System der Komponenten in & gleich dem Supremum dieses Systems (in dem
Verbande &), also ist es eine Komponente in (7. Daraus folgt 3.

5 = 1. Eine I-Gruppe @ sei eine vollstindig subdirekte Summe eines Systems
einfach geordneter Gruppen {(,} und fiir keine unendliche Menge je zwei dis-
junktiver positiver Elemente in ( existiere das Supremum dieser Menge. Dann
ist @2 @, fiir alle 7, also gilt @ > ZG’,,. Wenn in @ ein Element x = {..2,..} ¢
€ ZG,, = (§ existieren wiirde, das unendlich viele Komponenten #+ 0 hitte, dann
wire auch |z] € G und |x| hatte unendlich viele von Null verschiedene Kompo-
nenten. Zu jedem », fiir das x, + 0 ist, konstruieren wir das Element a¥ =
={..0, |,],0..} ¢ G, C @ (dessen »-te Komponente gleich der »-ten Komponente
des Elementes |2| ist und auf dessen iibrigen Stellen lauter Nullen stehen). Wir
bekommen eine unendliche Menge {2"} von je zwei disjunktiven Spitzen in ¢
des Elementes |x|, fiir die nach Hilfssatz 20(4) |x| = Va* gilt. Das ist aber in
Widerspruch mit der Voraussetzung. Also ist G = > @,. Daraus folgt 5= 1.

1 = 6. ( sei die direkte Summe eines Systems einfach geordneter Gruppen
{G,}, @ = 2> @,. Dann ist G eine vollstindig subdirekte Summe des Systems
{@G,}. Jedes Element > 0 aus G hat nur eine endliche Zahl der von Null verschie-
denen Komponenten, also hat es nach Hilfssatz 20 (1) nur eine endliche Anzahl
von Spitzen. Daher ist 1 = 6 bewiesen.

6 = 5. {y°} sei eine unendliche Menge von je zwei disjunktiven positiven
FElementen in @, fiir die Vye existiert. Bezeichnen wir mit Y, die Menge aller
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Spitzen des Elementes yo. Nach Hilfssatz 20(4) istye = V yund nach Hilfs-

yeYo
satz 17 ist ¥, die Menge je zwei disjunktiver Elemente. Weil y¢ 6 y7 fiir p & o
gilt, ist jede Spitze des Elementes y¢ disjunktiv mit jeder Spitze des Elementes
yv (fiir die Spitze a¢ resp. a” des Elementes y¢ resp. yo gilt y¢ = a¢ > 0 resp.
Yy = a” > 0, alsoist ye A y” = 0 == a2 A a” = (). Daraus folgt, dass ¥ = UY,
eine unendliche Menge von je zwei disjunktiven Spitzen in @ ist und es gilt
x=V V y =V y. Nach Hilfssatz 19ist Y die Menge aller Spitzen des Elementes

eyeYe VeY
x e (. Dieser Widerspruch mit der Bedingung 6 beweist, dass 5 in @ erfiillt
ist.
Anmerkung 4. Die Forderung der Abgeschlossenheit des Unterverbandes
in der Bedingung 4 Satz 7 ist wesentlich. Als Beispiel fithren wir die vollstin-

dige direkte Summe @ = > @, eines unendlichen Systems einfach geordneter
Gruppen {G,} an. Das I-Ideal @, in G ist nach Hilfssatz 14 eine Komponente in &
und das System {G,} der Komponenten ist vollstandig in G. Die Summe dieses
Systems von Komponenten ist offenbar nicht gleich @, also ist die Bedingung 4
in @ nicht erfiillt. In der I-Gruppe G ist aber jede Komponente ein direkter
Faktor (siehe Hilfssatz 14) und also ist nach Anmerkung 1 der Verband der
Komponenten in & ein Unterverband des Verbandes von /-Idealen in @.

Satz 8. Folgende Bedingungen sind auf einer I-Gruppe G dquivalent:

1. G ist die direkte Summe eines Systems wvollstindiger einfach geordneter
Gruppen;

2. a) G st eine vollstandige I-Gruppe;

b) 2u jedem ae G, a > 0, existiert eine Spitze in G,
c) jede unendliche Menge je zwei disjunktiver Spitzen ist unbeschrinkt.

Beweis. 1=-2. Offenbar gilt 1=-2a). Nach Satz 2 gilt auch 2b):
Wenn {27} eine beschrinkte unendliche Menge je zwei disjunktiver Spitzen
gegen die Behauptung 2c¢) wire, dann wére Vv ein solches Element in ¢, das
unendlich viele von Null verschiedene Komponenten hétte. Aus diesem Wider-
spruch folgt 2c). :

2 = 1. Aus Satz 3 folgt, dass ¢ eine vollstindig subdirekte Summe vollstéan-
diger einfach geordneter Gruppen ist. Aus 2c¢) folgt, dass jedes Element > 0
nur endlich viele Spitzen hat. Also erfiillt ¢ die Bedingung 6 des Satzes 7.
Daraus folgt 2 = 1.
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Pesome

O CYMMAX ITPOCTO YIIOPAJJOYEHHBIX TPVIIII

OPAHTUNIEK MUK (Frantisek Sik), Bpuno
(IToctymmiro B pepaxiuio 9/VI 1956 r.)

B pabore nceenyores npeskiie Bcero HeoOXoMMbIe i JOCTATOYHBIE YCIIOBHSA
A toro, 4robsl l-rpynna G 6BIIa CyMMOH HEKOTOPOTO POJia CHCTEMBI HPOCTO
yuopsitodenuslx rpymu {G,}. PasGnpamorcsa ciepyionyie TUIBL cyMM: IIpsMasi,
IOJHAA MPAMAA U BIOJHE HOJyNpAMas (MepBBIi M BTOPOIl M3 3TUX THIIOB MBI
0003HAYACM, COOTBETCTBEHHO, uepe3 >@, u ij; nX 3JTeMeHTH 0003HaYaeM
4yepes { ..., ,, ...}, rie x, € G,). llepBbie J(Ba NOHATISI IPUHATHL B JiuTeparype.
Bromue nonynpsimast cymma cucrembl (f ecTh Takas LOJYNPAMAs CyMMa ITOM
cucTeMsl, T KoTopoit @ O @, 1t BeeX v, rjie G, — MHOKECTBO BCeX JICMEHTOR
Buma {..., 0,2, 0,...}, Bce cocTaBisifolme KOTOPHIX, 3a HCKIIOYEHHEM -,
PaBHBL HYJIIO.

JlBa paemenra x, y € @ pus3BOHKTHBL, * 8y, ecin |x| A |y| = 0. Muomecrsa
A, B c G maspBawoTCsa HU3BIOHKTHLIMI, eciau Ui J1000r0 x € 4 n mis moboro
yeB xdy. O6osnauenue: 4 6 B. MuosecrBo 4, Has3biBaeTcsi KOMIIOHEHTOH,
eciig cymecTByeT MHOKecTBO B C G raroe, 9yro A sABigercsas MHOKECTBOM BcexX
5JIeMeHTOB 13 (7, IN3BIOHKTHLIX ¢ KaKIBIM dJIeMeHTOM MHO;kecTBa B. Cucrema
BceX KoMIoHeHT B ¢ obpasyer monnyio anrebpy DByis, B KOTOPOH HUKHAS
rpads AK, cucremsr komnoHenT {K,} npejcrasisier cofoil mepecedyeHune cUcTe-
MBI, a G aBisiercsi HamOOJBIIAM 3JIeMEHTOM 3TOH OyseBoil anreOpsr. Cucrema
romuoHent {K,} mazsiBaercsa nomuon B @, ecnm V K, = G.
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dnmement x l-rpynnsl Gf masoBeM ocrpuem asiementa a, 0 < ae@, ecnm
Z — MUHIMAJBHBIL 271eMeHT B G co cBoiictBoM @ = & > 0, (¢« — ) d .

Teopema 1. [-epynna ssasemes npocmo ynopsOoOUeHHOE 8 MOM U MOALKO 8 MOM
cayyae, ecau Kancoulii ee saemenm > 0 ecmb ocmpue.

Teopema 2. Ha l-epynne G caedymuyue yciosus A6410MCS IKEUBAACILINHOLMU:
(1) G ecmb enoane NOAYNPAMAL CYMMA CUCIREMBL TPOCINO  YNOPAOOUEHHBLE
epynn;
(2) ¢ G umeem mecmo caedyiowyee:
a) kaocowlil saemenm a € G, a > 0, usmecem ocmpue;
6) ecaux = y > 0 u ecau x — ocmpue, Mo U Yy — 0CMPUC,
B) ecau y — ocmpue, @& = Y, M0 HAO Y Cywecmsyem ocmpue ieMenma Q.

(3) B G cywecmeyem cucmema nonapro 0Uu3sioHKMHLE NPOCMO YNROPAOOUECH-
HWX npamuz garmopos, noanas ¢ G.

(4) Kaorcdas Hemyaesas KOMNONEHMA COOCPHCUN  MUHUMAALHBIE NPAMOIL
darmop ¢ G.

l-noprpynma H l-rpynmnst G HassIBaeTest LOJYBLIIYKIIOR B G, eCV 11POERITM
rpyiarsl /1 B 1pou3BONIBHEIA npsiMoit garrop B G saiBssiercs dacrpio H.

Teopema 4. I[Tycmo l-epynna G — enoane nosynpamas cymma cucmemst nPOCino
ynopadovennwx epynn {G,}. Caedyowue ycaosus na G sksusasenmmunl:

(1) Kaoscdas komnonenma ¢ G asasemes npamvis armopos ¢ G.

(2) G noaysunyraa ¢ @ = EG,,.

(3) Cmpyrmypa npamvz Parmopos ¢ G acasemcs 3amkrymoi nodc mpyrkmy-
poii 6 cmpykmype komnonenm ¢ G.

Teopema 5. Ha l-epynne G caedyowue ycaiosus a84310Mes IKGUCALEHMHHIMU:

(1) G — noanas npamas cymma cucmemsl NPOCMO YNOPAOOUEHHBIT 2PYNN
{G.}

(2) G — 6noane NOAYNPAMAL CYMMA CUCINEMIL NPOCTRO YROPADOUCHIBL 2PYNN
{G,}, u Oas awbozo bGeckoneurnoeo miuomcecmsa {re} nonapio OU3sIOHKIMHBLL
noaoymcumesbnux asemenmos usz G cywecmseyem ¢ G supancenue \xe;

(3) G — ¢noane noonpamas cymma cucmemsl RPOCMO YNOPAGOUCHHVL 2PYNN
{G,} u Oas Kamcdoeo menycmozo muoMceCMBAa NONAPIO OUSBIOHKTNHLIL OCMPUIL,
¢ G cywecmeyem anemenm, 04 KOMOPO20 IMO MHOMCECIMBO SABAICINCS CUCTREMOU
6cexr e2o ocmpuii.

Teopema 7. Ha l-epynne G caedyiowue ycaocus 6a410mes IKGUCAACHMHHMU:

(1) @ — npamas cymma cucmemst npocmo ynopsdouennvix 2pynn {G.};
(2) Coedunenue awboii yenu romnonenm ¢ G ssasemes npamolm Harmopor
¢ (;

)
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(3) Cymma awboii cucmemvt kKomnonenn ¢ G seasemes komnonenmoii ¢ G

(4) Cmpyrmypa komnonenm ¢ G asasemes 3aMEHYMOL nNOOCIMPYKMYPOl
¢ cmpykmype l-udearos ¢ G

(5) G — snoane noAyRpamMas cymma cucmemsl nPOCMO YnoPaOOUeHHULT 2pynn
{G,}, u Hu 0aa Kako20 OeckoHeuMO20 MHOMCECMBA {Xe} NONAPHO OUSBIOHKEMHLLEL
noaoycumesbnux ssemenmos us G, ne cywecmeyem ¢ G suipancenus Vz.,;

(6) G — gnoame noaYnPAMAL CYMMa CUCIMEMB. RPOCMO YNOPADOUCHHBIL 2PYNN
{Q,}, u kancduvii saiemenm > 0 uz G obaadaem EOHEUHBIM KEOAULCCNBOM OCTRPUIL.

B maparpade 4 npuBosurtca pAx IPUMEPOB [-IpyIIl, KOTOPble MOATBEPHIAIOT
WM OIPOBEPTAIOT BO3MOMKHOCTH COEIUHEHHS PasjMuHbIX CBOUCTB HA OJLHON
1 TOH jKe [-rpymie, a MMEHHO, CBOMCTB, CBSIBAHHLIX ¢ HOHSATHSAME BLUIYKIIOCTH,
TMOTYBBIUYRIIOCTH, OCTPUA ¥ HOJIYHPAMON CYMMBIL.
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