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YexocaoBanknii MaTeMaTHICCENi wypHaa, 1. 8 (83) 1958, Ilpara

SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES INTEGRALES
DE I’EQUATION DIFFERENTIELLE y® + Q(x)y = 0

MARKO SVEC, Bratislava
(Regu le 28 mai 1957)

M. M. Biernvack:r démontre [2] que I'équation différentielle (a)
a au moins une intégrale qui tend vers zéro lorsque x — 00, & condition
que le coefficient @Q(z) soit une fonction non-décroissante, continue
et continument dérivable sur Vintervalle (x,, ). Il y avance en
méme temps I'hypothése disant que l'équation considérée admet
au moins deux intégrales linéairement indépendantes tendant vers
zéro pour £ — o et qu’elle a, en plus de cela, des intégrales qui ne
sont pas bornées. Dans ce travail, je démontre que I’hypothése de
M. Biernacki concernant P'existence de deux intégrales linéairement ~
indépendantes tendant vers zéro pour  — 0, est vraie, méme déja sous
des conditions plus générales imposées & la fonction Q(x). Quant
a D'existence des intégrales non-bornées, je donne des conditions
suffisantes.

Nous prendrons pour objet de nos études les intégrales de 1’équation diffé-
rentielle
YO+ Q)y =0. (a)
Dans tout notre travail, nous supposons que la fonction @(z) soit continue et
non-négative sur l'axe réel (— o0, o), qu’elle ne s’annule identiquement sur
aucun intervalle partiel et enfin que toutes les intégrales de I’équation (a)
soient oscillatoires, c’est-a-dire que chacune d’elles a, & droite de tout nombre
réel z,, une infinité de zéros. D’autres suppositions sur la fonction Q(x) seront
introduites, si besoin est, & I’endroit correspondant.

Lemme1. Soit y(x) une intégrale non-triviale, d’ailleurs quelconque, de l’équation

Yy + Q)y = 0. (a)
Alors la fonction F = yy” — y'y" est une fonction décroissante sur tout Uaxe
réel (— o0, ). S y(x) a au point x, un zéro d’ordre deux au moins, alors F(x) > 0
dans Uintervalle (— oo, x,) et F(x) < 0 dans (x,, ).
Démonstration. En multipliant I’équation (a) par ¥ nous obtenons apres
modifications '

®.

(wy" —yy') = — Q) +y?] =0 (1)
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d’ou il s’ensuit que la fonction ' est décroissante. On a F(x,) = 0 pourvu que
@, soit un zéro d’ordre deux au moins de l'intégrale y(x). Le reste de I’énoncé
concernant la fonction F est alors évident.

Lemme 2. Soit y(x) une solution de I'équation (a) et vérifiant
y'(00) ¥"(20) ¥ (00) * 0,
sgn y'(0) = sgny”(o,) + sgny’(e,), (2)
ol g, est un de ses zéros. Alors pour tout zéro p << g, de cette intégrale nous avons
y'(0) ¥ (@) y"(e) + 0
sgn y'(0) = sgny”(o) + sgny"(o) . (3)
Démonstration. Posons x = g, — ¢. L’équation (a) devient alors
diy

ey =0

ot @Q*(1) = Qg —t) = 0. L’intégrale y(x) se transforme alors en wu(f) =
= y(go — 1) vérifiant en { = 0 (correspondant & x = g,) les conditions
w'(0) w"(0) w”(0) + 0, sgnu'(0) = sgn u"(0) = sgn u”(0) .

D’apres [1], théoreme 1.2, I'intégrale u(t) vérifie en tout zéro ¢, > 0 les con-
ditions

w'(t;) w'(t;) w”(t:) += 0, sgnu'(t;) = sgnu'(t;) = sgnu”(t;) . (4)
Comme dry _ (— 1) dy et comm = t; représent éro de I'i
0 dz* — ) de Co. e 0; = Py — I; represente un zero de l'm-

tégrale y(x) = y(o, — t) = u(¢), on a
Y ()Y () y"(e:) + 0, sgny'(e:) = sgny”(e:) + sgny’(o:) -
La relation g, <C g, étant évidente, notre lemme 2 se trouve par 1& démontré.

Lemme 3. Sotent x, << x, deux nombres réels. Soit ys(x) Uintégrale de Uéquation
(a), déterminée par les conditions Ys(%,) = Ys(¥y) = Ya(xs) = 0, ¥s(2,) = 1.
Soit u,(x) Vintégrale de Uéquation (a), vérifiant les conditions: u,(x,) = 0,
() = up(x,) = 0. Alors entre tous deux zéros voisins de Uintégrale y,(x)
sttués dans Uintervalle (demi-ouvert) {x,, x,), il y a exactement un zéro de l'inté-
grale w,(x); entre tous deux zéros voisins de Uintégrale w,(x), situés dans (z,, ,>,
il y a exactement un zéro de Uintégrale ys().

Démonstration. Soient y,(z), k = 0, 1, 2, 3, les intégrales de I’équation (a)
déterminées par les conditions

) AR sij+k, . 5
yk(xo)_\l, Gij—k. j=20,1,2,3. (5)

Alors I'intégrale u,(v) peut étre exprimée comme

W () = s () Y2 () + Un (@) Yal) + Uy (%) Ys() - (6)
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Cela signifie que le Wronskien W (%, ¥, ¥», ¥5) = 0. En développant ce dernier
d’aprés la colonne w,, u,, u,, u,, les mineurs qui y correspondent respective-
ment sont ¥, (%), — Ys(x), ¥5(x), — Y3(x). On aura done

un(®) 93 (@) — ul(®) Yil@) + ul(@) yale) — wl (@) yolx) = 0., (7)
En partant de ’équation (7) nous obtenons les deux affirmations suivantes:
a) Dans l'intervalle (x,, x,) les intégrales u,(x) et y,(x) n’ont pas de zéro

commun.

En effet, si g, 2, < o < ,, était un zéro commun aux deux intégrales u,(x)
et ys(x), on obtiendrait de (7) que

— u,(0) ¥a(0) + u"(0) yale) = 0. (8)

En vertu du théoréme 1.2 de [1], on a y4(0) ¥5(0) + 0 et sgn y;(0) = sgn ¥,(o).
D’une maniére analogue, comme dans le cas du lemme 2, on peut démontrer
que l'intégrale u,(x) vérifie les relations (3) en tout son zéro qui est plus petit
que z,. Or cela signifie que ’équation (8) méne & une contradiction, ce qui
implique donc la justesse de notre affirmation.

b) Si z, est un zéro de l'intégrale y;(x), alors x, est un zéro d’ordre trois de
Pintégrale u,(z) et inversement, si z, est un zéro d’ordre trois de l'intégrale
u,(x), il est aussi un zéro (d’ordre un) de l'intégrale y;(x).

Pour la démonstration il suffit de se rappeler que d’aprés le théoréme 1.2
de [1], tous les zéros de y,(z) qui sont plus grands que z, sont des zéros d’ordre
un. De (7) nous obtenons immédiatement: si u,(x,) = 0, alors y,(x,) = 0
et inversement. Soient maintenant «, f deux zéros voisins de I'intégrale y;(x),
situés dans Uintervalle (x,, x,). Supposons que wu,(x) + 0 pour x < = f.
Alors dans cet intervalle {«, > nous pouvons écrire I’équation (7) comme

[ﬂ”}:—%m%wmfm“%m. )

() u2(x) u3(x)

En l'intégrant de « & f (intégration par parties du premier terme du second
membre), nous obtenons

8
) ) f yo()  wl(x) () — ul(x) ul(x) dz (10)

B w7 ) w@)” Uy)

u(B)  ua()

Comme z, est un zéro d’ordre deux au moins de 'intégrale u,(x), on a d’apres
notre lemme 1

F = (@) u,(2) — ul(x) uy(@) > 0
pour tout x < x,. Cela signifie que I'intégrale au second membre de (10) est

différente de zéro et que son signe est sgn y,(x) sgn u,(x), « € (x, ). Ensuite,
d’apres le théoréme 1.2 de [1], on a y,(x) + 0 pour & # x, et y;(x) = 0 pour
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X = @, ensuite y,(f) + 0 et pour o + 2, On asgN yYs(x) = sgn y4(x) + sgn y,(f)
tandis que pour o = x, on a sgn ¥,(x) * sgn y,(f) pour x € (x, B). Il s’en ensuit
que le premier membre de (10) est différent de zéro et de signe

— 8gn Y4(x) sgn u,(x), x € (x, f). L’équation (10) conduit donc & une contra-
diction ce qui nous montre que dans l'intervalle {x, £, il y a au moins un zéro
de l'intégrale u,(x). Dans le cas de o = x, il suffit de considérer I'intervalle
{xy + ¢, B> avec ¢ positif et suffisamment petit, pour démontrer que 1’équation
(10), dans laquelle on remplace x par z, + ¢, conduit de nouveau & une contra-
diction. Cela montre que dans l'intervalle (z,, f> il y a au moins un zéro de
Pintégrale «,(x). En tenant compte de a), nous obtenons qu’il y a au moins
un zéro de l'intégrale u,(z) entre tous deux zéros voisins «, ff, 2z, < x < f§ < @,
de l'intégrale ys(x). -

Soient maintenant y, 6, z, < y < 0 = x,, deux zéros voisins de l'intégrale
u,(z) et supposons que yg(x) % 0 pour tout x e {y, d>. Alors, pour ces z, I'’équa-
tion (7) peut étre écrite sous la forme

[uZ(w)]’: vi@) o ye@) W

(@) — 2 (@) + e u() -

HE) %@
En intégrant cette équation de y & 6 et en appliquant la méthode d’intégration
par parties au premier terme du second membre, nous obtenons

L]
u0) uay) _ f Un(®)  Yg (%) Y5(@) — y5(@) Y5(2) 4

u:0) () ") wsle) yi(@)

(12)

Comme y,(x) a en , un zéro d’ordre trois, on a en vertu du lemme 1
F = y(@) ys(x) — yy(®) ys(a) < 0

pour x > «,. Cela signifie que 'intégrale au second membre de (12) est diffé-
rente de zéro et que son signe est — sgn y,(x) sgn u,(x), x € (y, 6). Comme on
I’a déja mentionné, u,(x) vérifie les relations (3) en tout zéro plus petit que
x,. Supposons d’abord que § < «,. Il résulte de ce qui préceéde que up(y) =+ 0,
u,(8) # 0, sgn u,(0) = sgn u,(x) + sgn u.(y), e (y,d). Cela entraine que le
premier membre de (12) est non-nul et que son signe est sgn u,(x) sgn y;(x),
x € (y,0). L’équation (12) conduit donc & une contradiction, ce qui nous
montre que dans I'intervalle {y,d), il y a au moins un zéro de l'intégrale
ys(x). Dans le cas de 6 = x, et y3(x,) + 0 =z, est un zéro d’ordre deux seule-
ment de u,(x), d’out I'on a sgn u,(d) = sgn u,(x), x € (y, §) et ’équation (12)
conduit de nouveau & une contradiction. Si 'on a 6 = z, et y;(x,) = 0, il
faudra tenir compte de b) et remarquer que 1’on a dans ce cas

lim 43
LTy~ yg (x)

Up(x) = 0.
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Cela montre que I’équation (12) reste valable méme dans ce cas-1a et comme

sgnwligl_ gf(%) = sgn ZZ(% = sgn U,(x) Ys(x), xe(y,9),
nous obtenons de nouveau une contradiction. Compte tenant de a), il en ré-
sulte qu’entre tous- deux zéros voisins y, 0, ¥, <y < 0 <z, de l'intégrale
u,(x) il y a au moins un zéro de 'intégrale y,(x). Notre lemme 3 se trouve par

la démontré.

Définition. Désignons par S I’ensemble de toutes les intégrales de I’équation (a)
jouissant de la propriété suivante: si u(z) € S, alors en tout zéro o de I'intégrale
u(x) nous avons

W (o) u'(0) u"(0) + 0, sgnu(o) = sgnu’(o) + sgn (. (13)

Théoréme 1. L’ensemble S est non-vide. 11 existe aw moins deux éléments u(x),
v(x) € S, qut sont linéairement indépendants.

Démonstration. Soit x,e (— o0, 00) un nombre réel arbitraire. Soient
y.(x), k= 0,1, 2, 3, les intégrales de 1’équation (a) déterminées par les con-
ditions (5). Il est aisé de voir que ces intégrales forment un systéme fondamen-
tal de I’équation (a). Soit {x,}7_, une suite croissante de nombres réels,

g < Xy < Xy < ..., x, —> 00. Désignons par u,(r) lintégrale de 1’équation
(a) vérifiant les relations

u,(x,) = up(x,) =0, (14)
Up(Zy) = 0, . (15)
U, (o) + un(wy) + w0y P(ag) = 1. (16)

Une telle intégrale existe toujours. D’aprés le théoréme 1.2 de [1], nous
avons en tout zéro p, p << x,, de 'intégrale u,(x)

u,(0) U (0) wn(0) + O, sgnu,(0) = sgn u;(0) + sgn u;(o) - (17)
Comme z, est un zéro de l'intégrale u,(x) et comme z, << z,, on a (17) aussi
pour p = x,.

Considérons maintenant les suites

{u;(xo)}ff:l > {uﬁ(%)}fl > {u;:/(xo)}le . (18)
De (16) découle que ces suites-la sont bornées. Il existe donc une suite
{U, (%)} -1, extraite de la premiére des suites (18), qui est convergente; soit
u, sa limite. Comme la suite correspondante {u:,k(aco)},‘?:1 est encore bornée,
on peut en extraire une sous-suite convergente, soit {u;kl(xo)}ﬁl; désignons

par u, sa limite. En procédant de la méme maniére avec la troisiéme suite,
nous trouvons enfin une suite croissante d’indices (que nous désignerons,
pour simplifier I’écriture, par n) telle que

” " g

u;(xo) - /u’(,) ’ ’Ll;n(.'L'o) — ug ’ u:z/(xo) —> U - (19)
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A cette suite {u,} correspond, par l'intermédiaire des relations (14)—(16) une
suite {z,} croissante, x, <, <, < ... < x,, ¥, — 0. Désignons par u(z)
I'intégrale de 1'équation (a) déterminée par les conditions

wxy) = 0, w(x) = uy, w(w) =ug, u'(x)y=1u,. (20)
L’intégrale u(z) est non-triviale, car tous les trois nombres ug, ug, %, ne peuvent
pas étre nuls en vertu de la relation

lim [u, () + w2 (xy) + wn 2(2y)] = ug® + w,? +upt = 1.

N-->00

Imposons aux intégrales u,(z) les conditions
Un(@o) > 0, (@) < 0, w/(zo) > 0 (21)
qui peuvent étre toujours remplies. De la découle ensuite que

Hm u,(x,) = ug = 0, lim u, () = ug < 0, lim u)(x,) = uy = 0. (22)
Nous allons montrer maintenant que
lim w,(x) = u(x) . (23)
Nous allons commencer par exprimer les intégrales u,(x) et u(xz) au moyen
de yo(x), y1(), Yo(x), Ys(x). On a

Uy (®) = u;z(xo) Yi(x) + u;(xo) Ya(x) + u;:(xo) Ys(2) (24)
w(@) = ugyy (%) + ugys() + ugys(x) . (247)

Compte tenant de (22) on a

lim w, () = wueya(x) + ueys(®) + Uoys(x) = u(x) .

N—>0

D’une fagon analogue on démontre que

lim uP(x) = uB(@), k=1,2,3. (25)
Nn—>00
Désignons par ¢! I’i-iéme zéro de l'intégrale u,(x) situé & droite de z,. En
vertu du lemme 3, pour n suffisamment grand, tous les o{) sont situés dans
(x4_1, &;) O &, désigne I't-ieme zéro de 'intégrale ys(x) & droite de x,; c’est
valable pour tous les n, pour lesquels a; << «x,. La suite {o{"}7 ; est done
bornée, aussi a-t-elle au moins un point limite, désignons-le par 7,. Il est clair
que &, ; =7; = «,. Il existe donc une suite partielle {o{"”}* ; convergeant
vers 7,. D’apres (24) on a

0 = 2, (") = (@) Y2(0"™) + 5, (o) Ya(0") + 2y, (o) ya(0i"™) -

En passant & la limite pour k£ — oo et en tenant compte de la continuité des
fonctions ¥1(x), ¥s(x), ys(x), on obtient u(r;) = 0. Ensuite comme

’

(— Df tn(0"™) > 0, (= 1)y, (o) <0, (= 1) up (™) > 0



et comme les dérivées des fonctions ¥1(%), ¥2(%), ¥3(Z) sont, elles-aussi, continues,
il vient que

lim (— 1) u,, (o) = (— 1) w'(r,) = 0,

k>

lim (— 1) u, (o) = (= Diw'(r,) <0,

k>

lim (— 1)7 (o) = (— Diu"(z) = 0. (26)
k—w

L’intégrale u(x) étant non-triviale, il y a parmi les relations (26) une au moins
pour laquelle le signe d’égalité n’est pas valable. Nous allons montrer que
c’est le cas de toutes les trois relations (26). Supposons en effet que 1’égalité
ait lieu dans une de ces relations. En vertu du théoréme 1.2 de [1] on aurait en
tout zéro v de l'intégrale u(z), situé & droite de 7;, «'(r) w'(zr) w”(zr) + 0 et
sgn #’(t) = sgn u”(r) = sgn " (r). Comme dans lintervalle (o, ;, x; 5> par
exemple, il y a un zéro de I'intégrale u(x) (pour les mémes raisons comme dans
D'intervalle <{o;_;, o;>) satisfaisant, lui-aussi, aux relations analogues a (26),
nous arrivons & une contradiction. Il en résulte donc que le signe d’égalité n’a
lieu dans aucune des relations (26). En appliquant maintenant notre lemme
2 nous voyons que 'intégrale u(x) vérifie, en tout son zéro o qui est plus petit
que 7, les relations (13). Comme ¢ était un entier positif arbitraire et comme
«;_; croit indéfiniment avec ¢, ce qui entraine, en vertu de la relation o, _; < 7;
aussi la croissance des 7,, il résulte que I'intégrale u(x) verifie les relations
(13) en tout son zéro. La premiere partie du théoréme 1 est donc démontrée.

L’intégrale cherchée u(x) a un zéro au point x, qui a été choisi arbitraire-
ment, mais qui joue un réle important dans la construction de I'intégrale u(x).
Choisissons un nombre 2, tel qu’il ne soit pas un zéro de l'intégrale u(x). En
partant de cet x;, construisons une autre intégrale v(x) pour laquelle x;, joue
le méme role comme z, pour u(x). Cette intégrale v(x) s’annule en 2, et vérifie
les relations (13) en chaque zéro et elle est linéairement indépendante de
Iintégrale u(x). La démonstration du théoréme 1 est par la achevée.

Remarque. Les intégrales u(x) et yy(x) vérifient une équation analogue
& (7) ou nous écrivons u(x) au lieu de wu,(x). Il résulte alors de (13) que wu(x)
et y,(x) n’ont pas de zéro commun situé a droite de .

Théoréme 2. Soit u(x) e S. Il existe alors une constante K > 0 telle que pour
x suffisamment grand

[u'(x)] = K. (27)
On a ensuite
wa(x) w¥x) de < oo, fwu”z(x) dz) < . C(28)
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Démonstration. Multiplions I'équation w® + @Q(z)u =0 par u. En
intégrant par parties nous obtenons

u(@) u”(x) — w'(x) w'(@) =k — f[Q ) w¥(x) + u"¥(z)] dx .

D’aprés notre lemme 1, le premier membre est une fonction décroissante,
tout en restant toujours positif, car en chaque zéro de I'intégrale u(x) ce pre-
mier membre est égal & — u'(p) u”(0) ce qui est un nombre positif en vertu de
(13). De ces deux propriétés du premier membre résulte

1° lim [u(x) w”(x) — o' (x) w"(z)] = L g 0; (29)

&—>00

«©
2° [1Q(x) u¥(x) + u"(x)] dz < . (30)
Nous allons montrer d’abord que L = 0. En effet, si L > 0, on aurait
w”(x) u(x) — w'(x) w’(x) > L > 0. Cette inégalité peut étre écrite comme
[w"(x) w(xr) — wx)]" > L > 0.
Il s’en ensuit que la fonction u”(x) u(x) — w'?(x) est croissante sur tout l'in-
tervalle (— oo, o0) et qu’elle tend vers oo; or cela est une contradiction, car
cette fonction est négative en chaque zéro de l'intégrale u(x) d’ou il résulte
qu’elle est négative sur tout 'intervalle (— oo, o). Cette contradiction montre
que L = 0.

La fonction u?(z) a des maxima locaux aux zéros de la fonction u”(z). Du
fait que la fonction »"u — u'2 est négative et croissante, il résulte que la suite
des maxima de la fonction u'%(z) est décroissante. Cela signifie que la fonction
u'%(x) est bornée dans I'intervalle (¢, o), donc '(x) I’est également. On a

W@ < lw()] pour @y,
y désignant un zéro de u’(x).
Il découle de 2° que

fQ (@) u¥(zx) de < oo, fu”z(x) de <

Lemme 5. Toute intégrale y(x) de Uéquation (a) qui n’appartient pas & S joust
de la propriété suivante: a partir d’un zéro g, on a en tout son zéro o > g,

Y ¥ y"(e) *= 0, sgny'(e) =sgny'(o) = sgny”(o).
Démonstration. Siy(z) € S, il existe un zéro, soit g,, ot les relations (13)
ne sont pas vérifiées. Des cas suivant peuvent alors se présenter:

a) Y'(00) ¥ (00) 4" (00) = 0.
Notre lemme 5 découle alors du théoréme 1.2 de [1].

b) %' (00) ¥"(00) ¥

7

(00) &= 0, mais on a ou bien

L sgny'(0) = sgny’(g,) ,
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ou bien
2. sgny"(o) = sgn y”(0) + sgn y'(eo) -

Dans le cas 1., notre lemme découle du théoréme 1.1 de [1]. Considérons done
cas 2. Soit p; le zéro le plus proche (& droite) de gy. Supposons que nous ayons
y(x) > 0 dans (g,, 0;). Ces suppositions faites, nous voyons que %'(g,) > 0,
y"(00) < 0, ¥"(00) < 0, ¥'(0;) =< 0. Si l'on avait ¥'(g,) = 0, le lemme 5 serait
de nouveau une conséquence du théoréme 1.2 de [1]. Supposons donc que
¥’ (0,) < 0. Il résulte alors de I’équation (a) que y”(x) est décroissante dans
Iintervalle (g,, 0,), €6 comme %" (g,) < 0, on a y”(x) < 0 dans tout I'intervalle
(00> 01) €t aussi y”(o,) < 0. De 13, il s’ensuit que y”(x) décroit dans (gy, 01) €t
comme 7"(9,) < 0, on a de nouveau y"(x) < 0 dans tout I'intervalle (o4, 0,)
avecy”(g,) < 0.On a doneen g,: y(o,) = 0, 5gn y'(0,) = sgn y” (o)) = sgn " (1)
En vertu du théoréme 1.1 de [1] on obtient alors notre lemme 5 dont la dé-
monstration est par la achevée.

Théoréme 3. L’ensemble S des intégrales de Uéquation (a) est identique ¢ Uen -
semble des intégrales mon-triviales de cette équation, qui admettent une dérivée
bornée pour les grandes valeurs de x. St u, v € S sont deux intégrales linéairement
indépendantes, Uensemble S coincide avec Uensemble de toutes les combinaisons
lineaires de w et v (& Uexception de la combinaison triviale).

Démonstration. Si y(z)e S, y'(x) est bornée en vertu du théoréme 2.
Soit y(x) e S, alors notre lemme 5 s’applique. Désignons par p un zéro de y(x)
tel que l'on a sgn y'(o) = sgn y"(0) = sgn y”(p). On a alors
F(o) =1vy"(0)y(e) —¥'(0) ¥y"(0) < 0. Or la fonction F(x) étant décroissante (voir
notre lemme 1), on a pour x > ¢ aussi F(z) < F(p) < 0. Il résulte de cette
inégalité que la fonction G(x) = y"(x)y(x) — y'*(x) est décroissante pour
x> p et que lim G(2) = — 0. De la s’ensuit immédiatement que lim sup y'2(x) =

&—>00 T—00

= 00. Mais cela signifie que toutes les intégrales de I’équation (a) qui n’appar-
tiennent pas S ont une dérivée non-bornée.

D’aprés notre théoreme 1, I'ensemble S contient au moins deux intégrales
linéairement indépendantes, soit u(x) et v(z). En vertu de la premiére partie
du théoreme 3, il est aisé de voir que les combinaisons linéaires de ces deux
intégrales appartiennent & S également. Nous affirmons que Iensemble de ces
combinaisons linéaires est identique & S. En effet, ’il existait une intégrale
y(x) appartenant a S sans qu’on pit l'exprimer comme une combinaison
linéaire de u(x) et v(x), les intégrales wu(x), v(x) et y(x) seraient linéairement
indépendantes. Il serait aisé alors de démontrer & 'aide du théoréme 3 que
toutes leurs combinaisons linéaires appartiennent & S également. Mais cela
n’est pas possible, car une de ces combinaisons a en x, un zéro d’ordre deux,
ou méme d’ordre trois. Cette intégrale ne peut pas appartenir & S, car elle ne
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satisfait pas, en z,, les relations (13). Notre énoncé est par 14 démontré com-
plétement.

L’ensemble S est donc & deux paramétres. Il est facile de démontrer que
S coincide avec ’ensemble de toutes les intégrales de I'équation différentielle

CAg@)y" — Ay’ + Byx)y =0 (31)
ou
[u v ; w v .
— — 2
AO(x) l,u/r UI B Bo(x) u// 'l)” | . (3 )

Lemme 6. Sout f(x) une fonction admettant une dérivée bornée
If'(x)] = K < o (33)
dans Pintervalle (a, o). Supposons en plus que Uintégrale [f(x) dx soit con-
vergente. Alors lim f(x) = 0.

T—>0
0

Démonstration. Il découle de la convergence de lintégrale [f*(x)dx
que l'on a lim inf f2(x) = 0. Supposons que nous ayons lim sup fA(x) = L > 0
Z—>0 & -—>w
avec I, =< o0, et choisissons un nombre réel M tel que
0<M<L. (34)

Il existe alors une suite de nombres réels {x,},_,, ¥, — 0, telle que fX(z,) = M
pour tout n naturel. A chaque z, nous pouvons faire correspondre un nombre

x, <z, tel que f3(x,) = -Jg, «, étant le plus grand des nombres (plus petits que

x,) jouissant de cette propriété; et, d’'une maniére analogue, nous dénoterons
par f, le plus petit des nombres plus grands que «,, pour lequel on a de nouveau

(B = - Il est clair que certains nombres «,, comme aussi §,, peuvent

coincider. Choisissons donc une suite {x,} telle qu'on ait pour tout x e (x,, x,)
2 M 2 2

. M
le nombre f, étant le plus proche a droite de «, tel que f*(f,) = 5 II est
évident qu’'un tel choix de la suite {z,} est toujours possible. Il est clair,
d’apres ce qui précede, que l'on a f3*(x) > g pour z € (x,, ,). Comme on a en

plus

M -
N — < 2 .
0 < 1‘51 3 (Br — o) = f/ (x) de < o0,
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la série z (Bn — ) est convergente d’ou il s’ensuit que lim (8, — «,) =0,

1 n—>00

et donc & plus forte raison
lim (z, — «,) = 0. (36)

n—

En appliquant la formule des accroissements finis nous obtenons ensuite
PP(@a) — f(n) = [PE]) (@0 — x0) 5 &€ (30, @) (37)
Compte tenu de (33) et (35) on trouve
[T = 2. @) [f@)] < 2V ME; we, ).

De 14 et de (37) s’ensuit l'inégalité 0 < 4;{ = QKVM . (x, — x,) d’ou l'on

peut tirer une contradiction évidente en faisant n tendre vers co. Il en résulte
donc que lim sup f3(x) = 0, ce qui prouve notre énoncé.

Théoréme 4. Soit 0 < m < Q(x). Alors pour chaque u(z) € S on a
lim w(x) = lim /() = 0. (38)

Démonstration. De la supposition 0 < m = @(x) et de (28) on obtient

fuz(x) de < 0. (39)

De 1a et de (27), il vient, en vertu du lemme 6, lim u(x) = 0.

T— o0
Soit @ un zéro de l'intégrale u(z). Considérons maintenant I'inégalité évi-
dente

1
— = (w? + u"?) = uu” .

2

En Plintégrant, nous obtenons, en vertu de (27) et du fait que lim u(z) = 0,

Z—> 0
el [=e}

—;f(u2—}~u”2)dx§—fu’2dx.

a a

L’intégrale du premier membre étant convergente [cf. (28) et (39)] nous
voyons que celle du second membre est aussi convergente, done

fjb’z(x) dz < 0. (40)

Considérons maintenant la fonction G' = uu” — 2. Nous savons que c’est

une fonction croissante et partout négative. Ecrivons lim G(x) = — k; k = 0.
T—> 00

Nous allons montrer que k = 0. En effet, supposons que nous ayons k£ > 0.
Alors
G=wu" —u?2< —k<O0. “
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De 13 nous obtenons k& -+ (uu')’ < 2u’? d’ou par intégration
z x
[k de + u(x) w'(z) < 2[u*(r)dx.

En faisant 2 tendre vers oo et en tenant compte de ce que lim u(x) = 0 et
de (27) nous obtenons z—>®

00 = [kdr < 2fuw?x)dx

en contradiction avec (40). Cela nous montre que k£ = 0. On a donc
lim G(x) = — k = 0.

T—> 0

Soit maintenant {#,} une suite de nombres telle que u"(1,) = 0 etlim 5, = oo;

c’est-a-dire que u'%(n,) soient des maxima locaux de la fonction w'%(x). On a
alors lim G(n,) = — lim w'%(n,) = 0. Il s’en ensuit que la suite des maxima de

y—> 0 y—> 0
la fonction w'%(x) tend vers zéro, donc aussi lim u'(z) = 0.
Z—> 0
Théoréme 5. Soit 0 < Q(z) < M. Alors pour toute intégrale u(zx) e S on a

el

[u(x) de < o, |w"(x)| est borné, (41)
lim u"(x) = 0. (42)

Démonstration. Multiplions 1’équation (a), écrite pour w(z) au lieu de
y(x), par u"(x). Soit w”(a) = 0. De 14 nous obtenons aprés modifications

w”(x) " (x) — fxu”’z(x) de = — fQ(x) u(z) v’ (x) do . (43)
Comme

- % Q) + (@) = — Q) u(e) w'(x) = 3 Q) + u)]

et comme 0 < Q(x) = M, il vient de (43)

z z z
1 2 Zl{ "y, < " " "y dm <
—3 Q(x)u(x)dx——g w"(x) de < w'(z) w"(x) — | w A(x)dx <
a a

a
z

< %f@(x) w¥(x) do +»—Jg fu”2(x) dz .

a

En tenant compte de (28) et en faisant tendre x vers oo en passant par les zéros
de la fonction «”(z), nous obtenons

fwu’”?(x) do < . (44)
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m

Multiplions maintenant la méme équation par «”(x) et intégrons-la de a & z,

il en vient
1172 x) fQ u/’/(a/)

Q) Ju(e) w(@)] = 5 [uA(w) + 0] Q)

t\D\»—l

Comme

et comme 0 = Q(x) = M, nous obtenons par intégration
w"(x) < f Q) w¥(x) do + M f w"¥(x) dx .

Compte tenu de (28) et (44) il en résulte que w”(x) est bornée pour x grand.
De 1a et de (28) nous obtenons en vertu du lemme 6 lim u”(z) = 0, ce qui

Z— 0

acheve la démonstration du théoréme 5.
Théoréme 6. St 0 < m = Q(x) = M, alors pour toute intégrale u(x) ¢ S on a

lim »(x) = lim w'(z) = lim «"(x) = lim «”(x) = 0.

Z—> 0 ZT—> 0 T—> 0 T—> 0

Démonstration. Les théorémes 4 et 5 entrainent

lim w(z) = lim «/(z) = lim w"(x) = 0.

Comme Q(z) =< M, on a
Iu(‘l)[—]—Q(ﬂ’f)u I <M[u [—)0 pour x — <O .

Cela signifie que w®(x) est bornée pour les grandes valeurs de x. La relation
(44) étant vérifiée, nous obtenons en vertu du lemme 6 lim «”(x) = 0.

X-—> 0
Théoréme 7. Soit y(x) une intégrale de Iéquation (a), y(x) € S. Alors

@

fy?de =, [(*+y?de= . (45)

Démonstration. Comme y ¢S, il existe un de ses zéros, soit g, pour
lequel on a

sgn y'(e) = sgn y"(¢) = sgny"(e) -
De 1a vient que
F(o) = y(0) y"(e) — y'(0) y"(0) <O. o
La fonction F' étant décroissante, on aura F(zx) < F(p) < 0 pour x > g.. Or

cela implique que la fonction G(x) = y(x) y"(x) — y*(x) est décroissante pour
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x> p. On a donc G(x) < G(o) = — y'*(p) < 0 pour & > o. Par intégration
on en obtient

y(@) y'(2) < Glo) (= — o) + 2[y" do .

On a lim G(p)(x — g) = — o0. L’inégalité précédente entraine donc
Z—>

[y'*dx = oo. En y appliquant le théoréme 259 de [3], nous voyons qu’une au
Q

moins des intégrales [y? dz, [y"* dx est infinie, donc [(y? + y"?) da = 0.
Théoréme 8. Soit 0 < m < Q(z). Soit y(x) une intégrale de Iéquation (a),
y(x) € S. Alors les fonctions y®(z), k = 1, 2, 3, 4, sont non-bornées pour x grand.
Démonstration. L’intégrale y(x) n’appartenant pas a S, il existe en
vertu du lemme 5 un zéro de y(x) tel que pour les zéros p;, 2 =1, 2,3, ... nu-
mérotés dans leur ordre de croissance, situés a droite de g, on a

sgn y'(0:) = sgny"(0;) = sgny”(es) .
En vertu du théoréme 1.5 a) de [1] on a

O — oy < Emrsl G193, .. (46)
Vm
Ol P,,,_1 est une constante positive.

Les relations F(z) < 0, G(x) < 0 valable pour z > p, impliquent que dans
chaque intervalle (g;, 9:11) il y a exactement un zéro de la fonction y”(x) et
un zéro de y'(x). De la monotonie de y”(x) dans (g, ;1) et du fait que
sgn y"(e;) + sgn y"(0:+1) découle l'existence d’un zéro (et d’un seul) de y"(x)
dans chaque intervalle (g;, 0;,,). De 14 et de (46) résulte que la distance des
zéros voisins de la fonction y®(z), k = 1, 2, 3, qui sont plus grands que
09, est bornée supérieurement.

Désignons par «;; le zéro de la fonction y®)(x) situé dans (¢ 0:.)- Remar-
quons que y*(z) atteint en «,,, ; sa valeur extréme (localement). A I'aide de
la formule de P'acroissements finis nous avons

I?/(k)(“kﬂ.i)l = lo‘ki - o‘k+1,i[ . ]?/(k+1)(§.:)l ’ (47)
&; étant situé entre oy, eb &, k= 1,2, 3,4. La fonction y'(z) n’est pas
bornée (voir la démonstration du théoréme 3), tandis que les différences
[oxi — oy, le sont; I’égalité (47) implique donc que les fonctions y"(x),
y"(x), y®(x) ne sont pas bornées non plus.

Théoréme 9. Soit 0 < m < Q(z) < M. Soit y(x) une intégrale de Véquation
(a), y(x) € S. Alors les fonctions y®)(z), k = 0, 1, 2, 3, 4 ne sont pas bornées pour
x grand. ,

Démonstration. Pour k=1, 2, 3,4 voir le théoréme précédent. Pour
k = 0, I'inégalité Q(x) < M avec I’équation (a) prouve l'énoncé de notre
théoreme.
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Peswme

OB ACUMIITOTUYECKOM HOBEJEINN UIITETPAJIOB
IUOOEPEHIUAJILIOTO YPABHEIS y® - Q(z)y = 0

MAPRO HIBEI] (Marko Svec), Bparuciaara
(ITocrynuio B pegaryao 28/V 1957 1)
4

M. Beprankwnii [2] moxasas, uyro unrerpail fud@epeHnnaipHoro ypasue-
A (@) cTpeMmures K HYII0 npu & — 00, eciau Kosdunmenr Q(x) sipisiercss Ha
HATEpBance (%), 0O) HeIPepHIBHOW, HeyObIBaoUlell W MMewonlell HempepHIBHEIE
npoussoansle gynknueir. OXHOBpeMEHHO OH BHICKABAJ TaM IPEIIOJIOKeHMe,
UTO CYIIECTBYIOT IO KpaifHell Mepe jBa JIMHEHHO HE3aBUCUMBIX UHTErpaja
DTOTO ypaBHEHHS, KOTOPhIe CTPEMATCS K HYJIO IPH & —> 00, M 9TO KPOMe 3THX
HHTETPAJIOB CYUECTBYIOT WHTETPAlibl ypaBHeHus (a), HEOTPAHWIGHHBIE IS
Oonpmux x. B pabore morasmIBaercs, uro npextosioskrenne Beprarkoro o cy-
HIECTBOBAHMNU J(BYX JINHEHHO 11€3aBHCUMBIX MHTErPasIoB, CTPEMAIUXCA K HYIIO
Hpy ¥ — 0O, NPaBMJIBHO U Npu Gojee o6mMuUX yCJIOBUAX, BHIIOJHAEMBIX QyHK-
et ¢)(x). CyniecTBoBaHNe HeOTPAHMYEHHBIX WHTEIPAJIOB JOKa3aHO JMIIb HPHI
CMIIBHO OTPaHMYHBAIONMX yesoBusaX st pyuxnun @(x). Joxazamo cmemgy-
ongee:

ITyers @Q(x) — HempepblBHasi HeoTpuuaTejibHasd (yHKIMA Ha HHTepBaje
(— 00, 00), He paBHAA TOICCTBEHHO HYJIO HI HA OJHOM YacTUYHOM MHTEpBaJe
I TaKas, YTO BCC €e MHTCTPAJIBl SBISIOTCA KOJIeGIIOMUMHUCH.

[Mycrs S o3Hayaer MHOKECTBO TeX WHTErPajioB %(¥) ypaBHeHHs (a), KOTOPHe:
BHITIOJTHAOT yedoBue (13) B Kaskoil cBoeil HylIeBoil TOYKe.

Teopema 1. Mwuoocecmeo S nenycmo. Cywecmeyw.n roms 6w 06a AUHEUHO
HezasucCuMBE UrmMezpand, npuradiezayux S.

Teopema 2. ITycmov u(z) € S. Toeda cywyecmsyem nocmosanunas K > 0 makas,
umo 0as boavwur x

w'(z)| < K ®



f@(m) u?dx < o0, fu”z(x) dr < 0.

Teopema 3. Mroorcecmeo S modrcdecmeenno ¢ MHOMCECMBOM TRET UHMEEDAN08
ypasnenus (a), nepeas npPouscodHas KOMOPHE 02PAHUYEHA Oas OOALWULT .
Ecau u, v eS8 auneiino nesagucumer, mo S moymcdecmeenno ¢ MHONCECTNEOM
6cex AUHETHVLE KOMOUHAYUI % U v (30 UCKAIOUEHUEM MPUBUALLHLT).

Teopema 4. ITycms 0 < m = Q(x). Toeda das awbozo u(x) e S umeem mecmo

lim u(z) = lim %'(z) = 0.

n— oo n— 0
Teopema 5. [Tycmvy 0 = Q(x) = M. Toeda dus awbozo unmezpasa u(zx) e S
uMeem mecmo

Ju"(x) dz < oo,

" (x) oepanunena das 6oavwux x, lim u"(z) = 0.
X—> 0
Teopema 6. Fcau 0 < m =< Q(z) =< M, mo 0as awbozo unmezpara u(zx) e S
umeem mecmo lim u(r) = lim »'(z) = lim «”(z) = lim %" (z) = 0.

X—> 0 ZT—> 0 &T—> 0 XT—> 0

Teopema 7. Ecau y(z) ecmb unmeepaa ypaswenus (a) u y(x) € S, mo

lfy'z(x) de = oo, [(y¥x) + y"*(x))dz = oo .

Teopema 8. lycmv 0 <m = Q(z). ITycmv y(x) ecmv unmeepas ypasrenus (a)
u nyemo y(x) € 8. Tozda y™(z), k = 1, 2, 3, 4 aeasemes neoepanuuentm 0
boaviuz x.

Teopema 9. ycms 0 < m =< Q(x) < M. ITycmo y(x) ecmv unmezpar ypas-
nernus (a) u nyemv y(x) € 8. Toeda y®(z), k.= 0, 1, 2, 3, 4, seasemcs we-
02PAHUNMEHHVM 0N OOALWUT T. -
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