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Чехословацкий математический журнал, т. 9 (84) 1959, Прага 

О К О Л Л Е К Т И В Н О - Н О Р М А Л Ь Н Ы Х И С И Л Ь Н О -
П А Р А К О М П А К Т Н Ы Х ПРОСТРАНСТВАХ 

ВЕРА ШЕДИВА (Vëra Sedivâ), Прага 

(Поступило в редакцию 7 /Ш 1958 г.) 

Статья содержит несколько результатов, касающихся коллек
тивной нормальности и наследственной сильной паракомпактности. 

В первой части настоящей работы рассматриваются коллективно-
нормальные пространства: дается (теорема 1.1) условие, необходимое и до
статочное для того, чтобы пространство было счетно-паракомпактным 
и коллективно-нормальным,1) и доказывается (теорема 1.3), что коллек
тивная нормальность наследственна для i^V-множеств. Во второй части 
рассматриваются, главным образом, вопросы, касающиеся наследственной 
сильной паракомпактности. 

Окончательный вид работа получила после просмотра проф. М. К а 
тетов а, который мне тоже предложил тему этой работы. За это я ему 
выражаю большую благодарность. 

Во всей статье мы называем хаусдорфово топологическое пространство 
просто пространством. Если V есть свойство топологических пространств, 
то мы говорим, что пространство X обладает свойством V наследственно, 
если любое Y с X имеет свойство V, локально, если любая точка х е X 
имеет окрестность U такую, что U имеет свойство V. 

Системы множеств мы будем обозначать иногда одной буквой, иногда 
знаком, напр., {Ua\oc е 4 } и т . п.; при этом, вообще говоря, возможно Ua = 
= Uß при (х ф ß. 

1 

Определения. Пространство называется паракомпактным {счетно пара-
компактным), если в любое его открытое покрытие (счетное открытое по
крытие) можно вписать локально-конечное открытое покрытие. Система 

г) Этот результат (с иным доказательством) содержится также в статье М. К а те-
то в а (3 продолжении локально конечных покрытий, Colloquium Mathematicum в 
(1958) 1 4 5 - 1 5 1 . 
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{ЛА|ЯеЛ} подмножеств пространства X называется дискретной, если она 
локально конечна и ЛА о ЛА> = 0 при X, X' е А, X ф Я'. Пространство X на
зывается коллективно-нормальным, если для любой дискретной системы 
{ЛА|Я € А}, Ах с X существует дискретная система {С?А|Я е А} такая, что 
Ах с 6гл, 6гл открыты в X. 

Теорема 1.1. Ддл того, чтобы пространство X было коллективно-нор
мальным и счетно -пар акомпактным, необходимо и достаточно следующее 
условие: X нормально, и для любой локально-конечной системы {J5AU e Л}, 
где Вх с X, существует локально-конечная система {GX\X е Л) открытых 
подмножеств пространства X такая, что Вх с GA (при любом X е А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть условие выполняется. Если дана дискрет
ная система {ЛА|Я е А} где Ах с X, то существуют открытые 6гА с X такие, 
что {вА|Я е Л} локально конечна и ЛА с Gx (для всех Я е Л). Так как X нор
мально, то для каждого Я е Л существует открытое Нх такое, что ЛА с Нх с 
с Их с Gx — U Ар Положим Vх — Н\ — U Н^. Тогда 7А открыты, Ах с VА 

£1 ф Я /U ф Я 

для каждого Я е Л, FA n FA = 0 для Ях ф Я2. Найдем теперь еще открытые Vх 
так, чтобы ЛА с Ux с J7A с 7А. Тогда, очевидно, {£7А|Я е Л} дискретна. Итак, 

00 

X коллективно-нормально. Если Fk с X замкнуты, f\ Fk — 0, î fc э i^fc+1, 

то {-Ffc} локально конечна, и потому существуют открытые Gk э -Ffc такие, 
00 

что {6г/с} локально конечна; но тогда, очевидно, f| Gk = 0. Итак, (см. [2]), 

X счетно-паракомпактно. 
II . Пусть X счетно-паракомпактно и коллективно-нормально. Так как 

X, очевидно, нормально, то нужно только доказать для любой локально 
конечной системы {ЛА|ЯеЛ}, ЛА с Х существование открытых ffA э ЛА та
ких, что {6гА|Я е Л} локально конечна; при этом можно, конечно, предпо
лагать, что ЛА замкнуты. 

Обозначим через Un множество тех х ç X, которые принадлежат не более 
чем п множествам ЛА.2) Тогда {Un\n = 1,2,...} является счетным открытым 
покрытием X, так что существуют Vn такие, что Vn с Un, {Vn\n = 1, 2, ...} 
является локально конечным открытым покрытием X. 

III . Фиксируем теперь (в этой и следующей части доказательства) 
число п = 1, 2 , . . . и докажем, что существуют открытые Gn

k такие, что система 
{Gn

x\X € Л} локально конечна и ЛА о Vп c G J c Vп для каждого Я е А. 
Обозначим через Bt, г = 1, ...,тг множества всех ß с Л, состоящих из 

n — г + 1 элементов. Построим множества Wi% г — 1, ..., ?г и JF^, М^, Nß, где 
у е J3Z-, г = 1, ..., тг, так, чтобы выполнялись следующие условия: 

2) Точнее говоря, таких ж е ! , что имеется не более чем п индексов А е Л, для кото
рых х е ЛА. 
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(a) Wx = Vn, W{ - Ж,_x _ U iV,; 
ß^i-x 

(b) 2 ^ = Wi n П -4л (ДЛЯ ß e Bi); каждая система {Fß\ß e B{)} дискретна; 
Äeß 

(c) каждая система {М ß\ß еВ{}, {Nß\ß е Bt) является локально конечной 
системой множеств, открытых в В7 -̂; 

(d) если ß e Ви А е /1 , А поп е ß, то 71^ о Ах т= 0; 
(e) JP^ С Nß с IV^ с Mß для любого ß е В{, i = 1, . . . , щ 

При & = 1, 2, . . . , п обозначим через (а7с), . . . , (ок) соответствующие усло
вия, в которых берется только i = 1, . . . , к. 

Множества, удовлетворяющие условиям (ах), . . . , (ех) строятся так: Wt = 
= Vn; Fß = Wx n f\ Ах (для ß e Bx)\ так как {Fß\ß e B±} ялвяется дискрет-

я€/з ' " 
ной системой замкнутых подмножеств Wx, то существуют открытые в Wx 

множества Nß, Mß, где ß е Вг, такие, что Fß с Nß с Nß с Mß — U ^ л и си~ 
Л non e /3 

стема {Мß\ß e JBJ} дискретна. 
Пусть теперь для некоторого к = 1, . . . , тг — 1 уже построены множества, 

удовлетворяющие условиям (afc), . . . , (efc). Положим Wk+X = Wk — | J Nß] 
_____- ß*Bk 

для ß e Bk+1 положим Fß — Prfc+! n П ^4A. Из локальной конечности си-
leß 

стемы {АХ\Х e Л) сразу вытекает, что система {Fß\ß е Вк+1} также локально 
конечна. Если А е Л, ß е Вк+1, А поп с /5, то Ах n i ^ == 0, так как иначе 
существовало бы х e Fß n _4А и, полагая ßr = ß и (А) мы бы имели /?' е _5/с, 
„ e JP7 ,̂ с -V r̂ и следовательно, „ non e И^+ъ что дает противоречие. Из до
казанного соотношения _4Л n Fß = 0 вытекает, далее, немедленно, что 
^/?i п 2^ 2 = 0 Д л я & * 02, 01 е Вк+1ч ß2 e Вк+1. Итак, система {Fß\ß e Вк+1} 
дискретна. Следовательно, условия ( а ^ ) , (bfc+1) выполняются. Из того, что 
пространство X коллективно-нормально, вытекает существование откры
тых в Wk+X множеств Mß _ F'ß, ß e Bk+1 таких, что система {Мß\ß e Вк+1} 
локально конечна (и даже дискретна). При этом, очевидно, можно подо
брать Mß так, чтобы Mfi о __А = 0, когда A non e /3. Возьмем еще открытые 
в Wjç+x множества Nß так, чтобы Fß с Nß с А7,? с Л_у Легко видеть, что 
тогда выполняются все условия (afc+i), •••, (vjc+i)-

Из доказанного вытекает, наконец, существование множеств, удовле
творяющих условиям (а), . . . , (е). 

п 

IV. Положим теперь Щ = U Wi n М Д G* - U Я„. Очевидно, G* с 
Ас/8 

с W1 = F n , множества Яд и 6?™ открыты в X. Докажем, что i A о F n с бт". 
Пусть ÀQeA, х e AÀo n Vn. Возьмем наибольшее h — 1, ...,п такое, что 
х e Wh. Если h < _, то х е И \ , х non TF^+i и поэтому х e (J iV^, „ e U М^, так 

ßeBh ß€Bh 

что при подходящем ß' е _?л имеем „ е Af^, „ е ТГЛ n M ^ . Ввиду х е _4А# не-

г;̂ : 



обходимо будет Я0 е /?', откуда вытекает х е Н^ с Gn
À . Если же h — п, то, 

обозначая через ß0 множество всех À е А для которых х е Ах, а через к число 
таких Я, имеем Я0 е /?0, ß0eBn-k+1, х е Wn-k+1, xeFXo, х е Wn-k+1 n Л /^ с 
э Нп

я~к+1 с С?£. Из того, что {М^|/3 с 2ÎJ локально конечна, легко вытекает, 
что локально конечны также системы {Н\\Л е Л } а потому также {Сг"|Д е Л}. 
Итак, 6?те имеют требуемые свойства. 

00 00 

V. Положим теперь Gx = \J G". Тогда Gx открыты, Ах = у (7И о -4Л) с С?л. 
w = 1 п 1 

Так как система {Vn} локально конечна, то для любого х е X существует 
его окрестность С и число р так, что С n Vn = 0 для ?г ^ £>; Д л я 7г = 1» • • •> Р 
существуют окрестности Сте точки ж такие, что С'и пересекается лишь с ко-

п 
печным числом множеств G\. Легко усмотреть, что С о П ^ пересекается 

г = 1 

только с конечным числом множеств Gx- Итак, {GA|A e А) локально конечна. 

Теорема 1.2. Если пространство X счетно -пар акомпактно и коллектив
но-нормально, а пространство Y является метризуемым и компактным, 
то X X Y счетно-пар акомпактно и коллективно-нормально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть множества АхсХ X Y замкнуты, система 
{Ах\ХеА} локально конечна. Обозначим через Ах проекцию Ах на X (т. е. 
множество х e X таких, что (ж, у) е Ах при подходящем у e Y). Из ком
пактности Y вытекает, что система {̂ 4Л|Я е А] локально-конечна в X. 
Следовательно, существует такая локально конечная система {Gx\ÀxeA} 

открытых в X множеств, что Ах с Gx. Положим Gx = Gx x Y. Тогда, 
очевидно, {Gx\?ieA} локально конечна в X x Y и Ах с Gx (для каждого 
АбЛ). 

Так как X x Y нормально (см. [2]), то из теоремы 1.1 вытекает, что 
X x Y счетно-паракомпактно и коллективно-нормально. 

Теорема 1.3. Каждое Fa - множество коллективно-нормального прост
ранства само является коллективно-нормальным пространством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X коллективно-нормально, Fn с X замкнуты, 
со 

Fn с Fn+1 для п = 1 ,2 , . . . , F = U Fn. Пусть Ах с F замкнуты в F, система 
п » 1 

{Ах\ХеА} дискретна (в F). 
Положим Н°л = К°л = 0 (для всех le А). Пусть теперь уже построены 

(для г = О, 1, . . . , п) дискретные системы {Н\\Х e A}, {K\\X e Л] открытых 
множеств, причем для любого А0 е Л и г = 1, . . . , п имеет место 

(Ак n Ft) и Щ-1 с III с Hi с Kl - и Х Л . (*) 
Л « Л 
Л Ф А 0 
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Тогда {(Ах n Fn+1) и Щ\Х е Л} является дискретной системой замкнутых 
в X множеств; следовательно, существуют дискретные системы открытых 
множеств {7/д+1|А е Л}, [Кп

х
+1\Х е А} такие, что для любого Я0 е А 

(ААо n Fn+1) и Hl с ЯГ; 1 с Я Г 1 с i ^ r 1 - Ö37. 
Л ф Я 0 

Из этого по индукции вытекает существование для всех г = 0, 1, 2, ... 
дискретных систем открытых множеств {Н\\Х е Л}, {К\\Х е А] таких, что 
(*) верно для всех г = 1, 2, ... и всех Я0 е А. 

00 

Положим теперь Я л — (U Щ) n .F. Очевидно, Ах с Нх и Я л п Яя, = 0 
п = 1 

для Я + Я', Я е Л, Я' е Л; из этого вытекает, что i C-F — M, где M обозна
чает множество тех х е F, любая окрестность которых пересекает беско
нечное число множеств Нх, А — U Ах. Так как А и M замкнуты, то Су-
ществует открытое в F множество N такое, что A cNcNnFcF — M. 
Положим теперь G* = N о Нх и найдем открытые в F множества Gx так, 
чтобы Ах с Gx с Gx n F с в*. Тогда Ах с Gx открыты в F, {GX\X e А} дис
кретна в F. Итак, пространство F коллективно-нормально. 

Теорема 1.4. Если каждое открытое множество пространства X яв
ляется коллективно-нормальным пространством, то X. наследственно 
коллективно-нормально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Y с X, множества AxcY замкнуты в Y, си
стема {ЛЛ|Я € А} дискретна в Y. Обозначим через M замыкание множества 

U (AXl n АХ2)- Очевидно, Y n M = 0. Так как M замкнуто, то сущест-
А1 ф Я2 

вует дискретная (в X — М) система {Gf\X е А} открытых множеств такая, 
что Ах с G*. Положим Gx= G* n Y. Тогда Ax с Gx, Gx открыты в Y, {GX\X e A} 
дискретна в Y. 

2 

Система множеств {ЛЛ|Я е Л} называется звездно-конечной (или комби
наторно-конечной), если для любого Я0 е А имеем Ах о Ах Ф 0 только 
для конечного числа индексов Я, называется звездно-счетной, если 
АХо n Ах Ф Ф только для счетного числа индексов Я. Пространство X 
называется сильно-паракомпактным, если в любое его откыртое покры
тие можно вписать звездно-конечное открытое покрытие. 

Легко доказать (аналогично, как для паракомпактных пространств), 
что (1) замкнутое подпространство сильно-паракомпактного пространства, 
(2) произведение силыю-паракомпактного и компактного пространства 
также сильно паракомпактно, и (3) из сильной паракомпактности всех 

М: 



открытых Y с X вытекает наследственная сильная паракомпактность 
пространства X. 

В работе [3] утверждается, что ^ -подмножество сильно-паракомпакт-
ного пространства и произведение ^-компактного3) и сильыо-паракомпакт-
ного пространства также сильно-паракомпактны. В дальнейшем мы по
кажем, что эти утверждения ошибочны.4) Однако, для ^ - м н о ж е с т в , удо
влетворяющих некоторым условиям, сильная паракомпактность все же 
оказывается наследственной (см. теоремы 2.1 и 2.2). 

Д л я сильной паракомпактности и наследственной сильной паракомпакт
ности произведения двух пространств мы также получаем некоторые, 
преимущественно отрицательные результаты (см. теоремы 2.4 и 2.5). 

Напомним теперь еще некоторые известные определения. Пространство 
называется финально-компактным или линделефовским, если всякое его 
открытое покрытие содержит счетное покрытие. Как известно, всякое 
линделефовское регулярное пространство является нормальным. 

Пространство называется совершенно нормальным, если оно нормально 
и всякое его замкнутое подмножество является (^-множеством. 

Весом пространства называется наименьшая мощность его открытой 
базы, локальным весом пространства X в точке х е X называется наимень
шая мощность, являющаяся весом некоторой окрестности точки х\ локаль
ным весом пространства X Ф 0 называется супремум его локальных 
весов во всех точках х е X. 

Введем еще следующие о п р е д е л е н и я : Если U — система множеств, 
то множество А, содержащееся в объединении множеств системы U, назы
вается связным по отношению к U (короче, U-связным), если для любых 
х € А, у € А существуют £7г- из U такие, что х е Ulf у е Un, C7t- n Ui+1 Ф 0, 
i = 1, . . . , п. Максимальное U-связное множество называется компонентой 
системы U. Легко видеть, что различные компоненты системы U имеют 
пустое пересечение; если U — открытое покрытие пространства X, то 
компоненты системы U являются открыто-замкнутыми множествами. 

Приведем теперь несколько лемм (доказательства почти очевидной леммы 
2.1 и хорошо известных лемм 2.2, 2.3, 2.4 опускаются): 

Лемма 2.1. Если система множеств Ц звездно-конечна, то каждая ее 
компонента пересекает лишь счетное число множеств системы U. 

Лемма 2.2. Всякое локально конечное открытое покрытие линделефов-
ского пространства является счетным. 

3) П р о с т р а н с т в о н а з ы в а е т с я т - к о м п а к т н ы м , если его м о ж н о представить к а к объе
динение счетного ч и с л а к о м п а к т н ы х пространств ( к о м п а к т н ы м и мы н а з ы в а е м про
странства , любое открытое п о к р ы т и е к о т о р ы х содержит конечное п о к р ы т и е , т . е. 
пространства, для которых часто употребляется название „бикомпактные"). 

4) См. т а к ж е р а б о т у [7] , в к о т о р о й (на с т р . 169) п о к а з а н о , что п р о и з в е д е н и е о т к р ы 
того и н т е р в а л а и обобщенного пространства Б э р а несчетного веса не я в л я е т с я с и л ь н о -
11аракомпактным. 
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Лемма 2.3. Пространство, представимое как объединение счетного числа 
линделефовских пространств, само является линделефовским. 

Лемма 2.4. Всякое линделефовское пространство является сильно-пара-
компактным. 

Лемма 2.5. Для того, чтобы паракомпактное пространство X было ло
кально линделефовским (имело счетный локальный вес), необходимо и до
статочно, чтобы его можно было представить как объединение непересека
ющихся, открытых множеств, являющихся линделефовскимм простран
ствами (пространствами счетного веса). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность условия очевидна; докажем, что оно 
необходимо. Из паракомпактности X вытекает существование локально 
конечного открытого покрытия II = {UÀ} такого, что каждое U\ является 
линделефовским пространством (соответственно, имеет счетный вес). Из 
леммы 2.2 сразу вытекает, что U звездно-счетно, а из этого следует, что 
каждая it-компонента пространства X является объединением счетного 
числа множеств Ux и, следовательно, линделефовским пространством (со
ответственно, пространством счетного веса). Очевидно, U-комионенты про
странства X открыты в X и взаимно не пересекаются. 

Лемма 2.6. Если сильно-паракомпактное пространство связно (соответ
ственно, если всякая его то та имеет связную окрестность), то оно является 
линделефовским (соответсвенно, локально линделефовским) пространством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дано открытое покрытие {$А} связного силь-
но-паракомпактного пространства X. Впишем в него звездно-конечное 
открытое покрытие Sfe = {Н^}. Из звездной конечности J) вытекает, что 
каждая ^-компонента пространства X является объединением счетного 
числа HjL\ из связности X вытекает, что X само является единственной 
^-компонентой; итак, Jp счетно. 

Теорема 2.1. Пусть пространство X паракомпактно, F а-множество 
У с X является локально линделефовским пространством. Тогда. У сильно-
паракомпактно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как X паракомпактно, то, по известной теореме, 
^ -множество Y также паракомпактно и поэтому, согласно лемме 2.5, 
иредставимо как объединение непересекающихся открытых множеств, 
являющихся линделефовскими и, следовательно, сильно-паракомпактны-
ми пространствами. 

Следствие. Совершенно нормальное локально линделефовское параком
пактное пространство является наследственно сильно -паракомпактным. 

Теорема 2.2. Пусть пространство X силы to-паракомпактно, и каждая 
точка F а-множеств a Y с X имеет связную окрестность в некотором про-
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странстве Z, где Y с Z с X. Тогда пространство Y также сильно-пара-
компактно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если xeY, G связно и является окрестностью 
х в Z, то О (замыкание в X) связно и сильно-паракомпактно и потому, 
согласно лемме 2.6, является линдодефовским пространством. Итак, Y есть 
локально линделефовское пространство, так что мы можем применить 
теорему 2.1. 

Следствие» Если пространство X совершенно нормально и сильно-
паракомпактно, и каждая его точка имеет связную окрестность, то оно на
следственно сильно-паракомпактно. 

О б о з н а ч е н и я . Через И мы будем обозначать т. паз. гильбертов кир
пич, т. е. (с точностью до гомеоморфизма) топологическое произведение 
счетного числа отрезков <(0,1>, через ВТ, где т — мощность, топологическое 
произведение счетного числа дискретных пространств мощности т, т. е. 
так наз. обобщенное бэровское пространство. 

Теорема 2.3. Силъно-паракомпактное метризуемое пространство X веса 
т гомеоморфно подмножеству пространства H X ВТ. 

З а м е ч а н и е . Эта теорема, являющаяся обобщением теоремы 5 из [8], 
содержится (без доказательства) в работе [6] и приводится здесь только 
для полноты изложения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Обозначим через Т дискретное пространство 
мощности т и покажем, что при любом s > О существует такое непрерывное 
отображение g пространства X в H X Т, что для любого х е X найдется 
окрестность W точки у •=• д(х) в H X Т, для которой g~1(W) имеет диа
метр < е. 

Существует звездно-конечное открытое покрытие U = {Ua\i% e А} про
странства X такое, что каждое Ua имеет диаметр < е; найдем еще откры
тые Va так, чтобы Va с Ua, U Va = X. 

Обозначим через {Uß\ß е В) систему компонент системы U. Из звездной 
конечности U легко вытекает, что Uß имеют вид Uß = {J Uа1 где Aß счетны 

и взаимно не пересекаются Легко видеть, что мощность множества В не 
превышает т; поэтому можно предполагать, что В с Т. Возьмем теперь 
для каждого ß e В последовательность {ocß{n)}^^1 так, чтобы Aß было как 
раз множеством всех же членов и положим С7*п = Ua <та), V*>n = Vа (п>, 
U* = {U*t.n\ß e В, п = 1, 2, . . . } . Очевидно, U* состоит из тех же множеств, 
пто и Ц. 

Найдем непрерывные функции fß>n так, чтобы 0 fg fßin{x) ^ 1 Для всех 
х € X, fßtn(x) = 0 для х е X — t/*ïW, fßtn(x) = 1 для .г е F* n . Теперь для 
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x e X обозначим через ß(x) то ß е В с Т, для которого х е Ü ß\ положим h(x) = 
= {fßAx)}n = n г д е ß ^ ß(x) и> наконец, gr(#) = (А(я), /8(ж)). Легко видеть, 
что отображение ^ имеет требуемые свойства. 

I I . При в = —, к = 1, 2, . . . найдем отображения ^ со свойствами, ука-
/с 

занными в I.Положим ср(х) — {^(^)}?=1- Тогда, как легко видеть, 99 является 
гомеоморфным отображением X в произведение счетного числа пространств 
H х Т, т. е., с точностью до гомеоморфизма, как раз в Я x i?7. 

Введем теперь в качестве вспомогательных понятий три типа пространств: 
Рь Р2 и Р- Пространством типа р̂ , мы будем называть метризуемое прост
ранство X такое, что существует а е X и открытые Un с X со следующими 

оо 

свойствами: (1) а е Un с Un+1, п = 1, 2, . . . , (2) JJ £7П = X, (3) если G с X 
п = 1 

открыто-замкнуто, а е G, то все G — £7И непусты. Пространством типа 
р2 мы называем метризуемое пространство несчетного локального веса 
с единственной неизолированной точкой. Легко установить, что Y является 
пространством типа р2 тогда и только тогда, если оно имеет вид Y = (£) и 

со - с о 

и у ^4П? где Ап несчетны и взаимно не пересекаются, точки у е {J Ап изо-
п = 1 оо п = 1 

лированы в F, a множества (!) и Ц| Л п составляют полную систему окрест-
п = р 

ностей точки f. 
Назовем, наконец, пространством типа р топологическое произведение 

пространства типа рх и пространства типа р2 . 
Докажем теперь несколько лемм. 

Лемма 2.7. Для того, чтобы метризуемое пространство X имело счет
ный локальный вес, необходимо и достаточно каждое из следующих условий: 
(а) X не содерэжит подпространство типа р2; (Ь) X не содержит замкну
того подпространства типа р2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем только, что условие (Ь) достаточно; все 
остальные утверждения леммы тогда будут очевидными. Итак, пусть 
метризуемое пространство X имеет несчетный локальный вес; покажем, 
что тогда условие (Ь) не выполняется. Пусть X имеет в точке х е X несчет
ный локальный вес. Обозначим через 8п , п = 1, 2, . . . множество уеХ 

таких, что < р(х, у) < — ; обозначим через M множество чисел 
п + 1 - : п L 

п таких, что вес пространства 8п несчетен. Очевидно, множество M беско
нечно; пусть п]с € М, пг < п2 < . . . При подходящем sk > О существуют 
несчетные Ак с SUk такие, что q(y, z) ^> ек для у е Ак, z е Ак, у Ф z. Положим 

со 

Y = (х) и U Ак. Легко усмотреть, что Y замкнуто в Х и является иростраи-

ством типа р2. 
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Напомним теперь вкратце определение малой индуктивной размерности 
ind X топологического пространства X: ind X =- — 1 если (и только если) 
X = 0; если уже определено, что значит ind X = — 1, 0, . . . , п, то пола
гаем ind X = п + 1, если не имеет место ind X = к при /с = — 1 , 0, . . . , тг, 
однако каждая точка х е X имеет как угодно малые окрестности U такие, 
что ind (U — U) ^ п. 

Напомним еще, что размерность dim X определяется как наименьшее 
п такое, что в любое конечное открытое покрытие пространства X можно 
вписать открытое покрытие кратности ^ п + 1. 

Лемма 2.8. Если X — пространство типа р ь то ind X > 0. ЕЪш X — 
метризуемое пространство, ind X > 0, то X содержит открытое под
пространство типа рх . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X — пространство типа рх; пусть a, TJп имеют 
свойства, указанные в определении. Очевидно, не существует открыто-
замкнутой окрестности точки а, содержащейся в Ux. Пусть X — метри
зуемое пространство, ind X > 0. Тогда существует а е X и замкнутое 
F с X такое, что а е X — F и всякая открыто-замкнутая окресность точки 

а пересекает F. Положим Y = X — F ж Un =\y e X\q(y, F) > — J-. Пусть 

G с Y открыто-замкнуто в Y, a e G. Предположим, что G с Un при подхо
дящем щ тогда G открыто-замкнуто также в X, и мы получаем противо
речие. 

Лемма 2.9. Пространство типа р не является сильно -пар акомпактным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X = Хг х Х2 , где Х х — пространство типа 
р ь Х 2 — пространство типа р2 . Пусть a, Un имеют (для пространства Хг) 
свойства, указанные в определении пространства типа рх; пусть Х 2 = (£) и 

00 
и U ^п» причем | является единственной неизолированной точкой про-

п = 1 

странства Х 2 , Ап несчетны и взаимно не пересекаются, а множества Nk = 
00 

= U Ап составляют полную систему окрестностей точки f. Для г = 2, 3, . . . 
n = Jc 

г - 1 

и для у e U А1с положим Vi%y = U{ х (у)] для г = 1, 2, . . . положим Yг = 

= U, X Лт,. 
Система 33 всех множеств Vi%y1 V t является, очевидно, открытым покры

тием пространства X. Предположим, что в нее можно вписать звездно-
конечное открытое покрытие J£> и выведем отсюда противоречие; этим бу
дет уже доказана наша лемма. 

Возьмем H из S} такое, что (a, £ ) е Н, и затем найдем окрестность G точки 
а в Хх и число I так, чтобы (а, | ) e G X Nt с Я . Обозначим через M компо-
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ненту системы j£>, содержащую (a, £); для каждого у € Х2 обозначим через 
M J, множество тех ж е Х1} для которых (х, у) е М. Так как M открыто-
замкнуто, то также каждое Му открыто-замкнуто; если у е Nt, то {а, у) е 
€ H с М, так что а е М у . Из свойств множеств Un теперь вытекает, что каж
дое Му, где у € Ni, пересекает все Хг — Un и, в частности, для каждого 
у € Аг существует Ъу е Хг—Ut такое, что (Ьу,у)еМ. Если бы для двух 
различных уг € А г, у2 е Аг точки (hVi, ух), (bVt, у J лежали в одном и том же 
множестве H системы Sp, то они лежали бы в одном множестве из 33. Это од
нако, очевидно, невозможно для множества Т7

г- у, а множество V г, г = 1 ,2. . . . 
вообще, как легко видеть, не может содержать точки вида (6, у), где b e 
€ Хг — Uu у € Аг. Итак, при различных у1 е Аг, у2е Аг точки (Ьу , уг), (6 у2) 
лежат в различных множествах системы JJ и, следовательно (так как Аг не
счетно), имеется несчетное число множеств из системы Jj), пересекающих 
М. Так как $ звездно-конечна, то мы получили противоречие (см. лемму 
2.1). 

Следствие. Если пространство Хг связно и нет компактоое, пространство 
Х2 является метризуемым, а Хг X Х2 сильно-паракомпактно, то Х2 имеет 
счетный локальный вес. В частности, произведение открытого интервала 
(значит, ^-компактного пространства) и метризуемого пространства с нес
четным локальным весом не может быть сильно-паракомпактным. 

Теорема 2.4. Пусть Хъ Х2 — метризуемые пространства, X = Х1 X Х2. 
Если Хг, Х2 имеют счетный локальный вес, то X наследственно сильно-
паракомпактно. Если одно из пространств Хг, Х2 имеет несчетный ло
кальный вес, а другое имеет положительную малую индуктивную размер
ность, то X не является наследственно сильно-паракомпактным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из лемм 2.4, 2.7, 2.8, 2.9. 

З а м е ч а н и е . Остаются открытыми (т. е. неизвестно, при каких условиях 
Хг х Х2 является наследственно сильно-паракомпактным) следующие слу
чай: 

I. dim Хг = 0, dim Х2 > 0, Хг имеет счетный а Х2 — несчетный локаль
ный вес, 

I I . ind Хг = ind Х2 = О, Хг и Х2 имеют несчетный локальный вес.5) 

Теорема 2.5. Пусть Хъ Х2 — метризуемые пространства, X = Хг X X2 

Пусть Хг имеет счетный локальный вес, dim Х2 ^ 0. Для того, чтобы 
5) Разумеется, этот случай бы отпал, если бы оказалось, что для метризуемых Y из 

ind Y ^ 0 вытекает dim Г ^ 0 . 
Можно показать, что для метризуемых Y следующие утверждения являются экви

валентными: 
a) если ind Y = 0, то dim Y = 0, 
b) если ind Y = 0, то Y сильно-паракомпактно, 
c) если Y = Хг х Х2, ind Xx = ind X2 = 0, то Y является наследственно сильно-

п а ракомпа ктным. 
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X было наследственно сильно-паракомпактным, необходимо и достаточно 
каждое из следующих условий: (а) X не содержит подпространства типа 
р\ (Ь) или d im X <^ 0 или X имеет счетный локальный вес. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возможны следующие случай, которые взаимно 
исключаются: (1) dim Х1 5g 0; (2) dim X1 > 0, Х2 имеет счетный локальный 
вес; (3) dim Х1 > 0, Х2 имеет несчетный локальный вес. В случае (1) имеем 
dim X ^ 0 согласно известным теоремам (см., напр., [4], стр. 364) и, сле
довательно, X наследственно сильно-паракомпактно (так как тогда для 
каждого Y с X имеем dim Y fg 0, так что в любое открытое покрытие Y мож
но вписать открытое покрытие, состоящее из непересекающихся множеств); 
а из этого вытекает, согласно лемме 2.9, что условие (а) выполняется. 
В случае (2) пространство X, очевидно, имеет счетный локальный вес 
и потому наследственно сильно-паракомпактно; выполнение условий (а), 
(Ь) очевидно. В случае (3) из лемм 2.7, 2.8 вытекает, что X содержит 
пространство типа р и потому (см. лемму 2.9) не является наследственно 
сильно-паракомпактным; условие (Ь), очевидно, не выполняется. 

З а м е ч а н и е . Было бы интересно знать, нельзя ли найти такой доста
точно простой тип пространства, чтобы метризуемое пространство X (или, 
по крайней мере, всякое метризуемое X вида X = Хг х Х2) было наслед
ственно сильно-паракомпактным тогда, когда оно не содержит пространства 
этого типа. 
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S u m m a r y 

ON COLLECTIONWISE NORMAL AND HYPOCOMPACT SPACES 

V E R A SEDIVÂ, P raha 

(Received March 7, 1958) 

The present note contains several theorems concerning collectionwise nor

mality (cf. [1]) and hypocompactness (cf. [3]). 

The following main r e s u l t s are proved: 

Theorem 1.1. A Hausdorf space X is collectionwise normal and countably 
paracompact if and only if it is normal and has the following property: If 
{BÀ\À € Л} is a locally finite collection of subsets of X, then there exist a locally 
finite collection {GA|A € A) of open sets such that В\ с Gx (for every A e A). 

Theorem 1.2. / / X is countably paracompact and collection-wise normal> 
Y is compact metrizable, then X x Y is countably paracompact collectionwise 
normal. 

Theorem 1.3. Collectionwise normality is hereditary for F^-subsets. 

Theorem 2.1. In a paracompact space, every F'^-subset which is locally a 
Lindelöf space is hypocompact. 

Theorem 2.2. If X is hypocompact and every point of a Fa-subset Y с X has 
a connected neighbourhood in some subspace Z, Y с Z с X, then Y is hypo-
compact. 

Theorem 2.4. Let Хг, X2 be metrizable spaces, X = Xx x X2. If Xx, X2 are 
locally separable, then X is hereditarily hypocompact. If Хг is not locally sepa
rable, and ind X2 > 0 (where ind denotes the inductive dimension) then X is not 
hereditarily hypocompact. 

Theorem 2.5. Let Хг, X2 be metrizable, X = X± x X2, let X± be locally se-
parable, dim X2 rgj 0. Then X is hereditarily hypocompact if and only if either 
X is locally separable or dim X ^ 0. 

••: 


		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T18:14:56+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




