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Yexocaopaukuii MaTeMaTHiecknii xkypuana 1. 11 (86) 1961, Ilpara

LES COMPLEXES OSCULATEURS DES CONGRUENCES DE DROITES

ViAapmmiR HORAK, Brno

(Regu le 10 mai 1960)

L’auteur étudie dans ’espace projectif a cinq dimensions de Klein les varié-
tés (£2) qui sont les images secondaires des complexes linéaires osculateurs des
droites des congruences non-paraboliques, c.-a-d. des congruences W et des
congruences qui possédent une surface focale développable et une courbe
directrice non rectiligne. Moyennant des variétés (£2), 'auteur décrit quel-
quesuns des types remarquables des congruences W et déduit leurs nouvelles
propriétés.

1. Au Mémoire [1] on considére une congruence non-parabolique L de droites
dans I’espace projectif P, en faisant usage du repére
(1.1) Ay, Az, A3, A,
assujetti a la condition
(1.2) [4,4,4;54,] =1

et tel que [A4,4,] soit la droite génératrice de Let que [A,A4;], [4,4,] en soient les
deux transformées de Laplace. La congruence Lest déterminée (abstraction faite de la
position dans I’espace projectif P;) par les équations ([1], (1.12))

(1.3) dd; = @y Ay + 0,004, + @4,
: d4, = 0,04, + 0,4, + w,A, ,
dd; = w34, + w34, + 03345+ fr0,4,,
dA; = w4141 + 044, + B1wyA; + @444,
(o0 wyy + ;5 + w33 + w4y = 0) dont les conditions d’intégrabilité sont
(1.4) [ws0,] + [doy + (205, — @4y — w4,) @] =0,
[day + y(20yy — wy; — w33) 0] + [w4y0,] =0,
— [wa104] + [dBy + By(wys + w33 — 204,) w,] =0,
[dB; + Bow11 + 04s — 203;3) ©,] — [w;3,0,] = 0.
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D’apreés la classification de M. E. CECH on a les 10 types suivants de congruences non-
paraboliques:

Type I: 0,0, 8, + 0 des congruences qui possédent deux surfaces focales (4;),
(A,) non-développables.

Type II: o,,B, + 0 = a, ou a,Bf, * 0= o, des congruences dont la surface
focale (4;) ou (4,) est non-développable et la surface focale (4,) ou (4,) est une
courbe non-rectiligne.

Type II*: aja,B; + 0 = B, ou a;a,8, + 0 = f, corrélatif au type IL.

Type III: o8, + 0 = a, = B, ou a,f; #+ 0 = a; = f3, des congruences dont la
surface focale (4;) ou (4,) est non-développable et (4,) ou (4,) est une droite di-
rectrice.’)

TypeIV: ayf, £ 0 = a0y = B, ou o;f8; + 0 = a, = B, des congruences dont la
surface focale (4;) ou (4,) est une courbe et (4,) ou (4, ) est une surface développable.

Type V. BB, #+ 0 = a; = a, des congruences pour lesquelles (Al) aussi bien que
(A,) sont des courbes directrices non-rectilignes.

Type V*: aya, & 0 = B, corrélatif au type V.

Type VI: f, # 0 =a; =a, = f; ou B, + 0 =a, = a, = f§, des congruences
pour lesquelles (4,) ou (4,) est une courbe directrice non-rectiligne et (4,) ou (4,) est
une droite.")

Type VI*: o, # 0 =0y =, =, ou a; +0=0a, = f; =, corrélatif au
type VI. '
Type VII: oy = a, = B, = B, = 0 des congruences pour lesquelles (4,) aussi que
(A,) sont des droites et Lest alors une congruence linéaire non-parabolique.
En considérant le repere
(1.5) E, = [4,454,], E, = — [4,434,], E;=[A4,4,4,],
E, = — [4,4,45]

corrélatif au repére (1.1) on voit qu’aux équations (1.3) correspondent les équations

([1], (1.18))

(1.6) dE; + 01E; + 0,0,E, + w3E3 + w,E4 =0,
dE, + ayw,E; + ,,E, + w3,E;3 + w,Ef =0,
dE; + o,E, + w33E; + Biw,E, =0,
dE, +  WE, + B0 E3 + 4Bl =03

les plans E; et E, sont les plans focaux de la congruence L.

1) Les équations 1 = B2 =00ua, = f; = Oentrainent w3, = 0 ouwy; = 0 respectivement.

441



Pour le repére T€gl¢ [A4,4,], [4,4,], [4,4,], [4,A44], [4,45], [434,] on obtient
de (1.3) ([1], (1.19))
(1.7) d[4;4,] = (0, + 0,,)[414,] + 0,[4,4,] — ©,[4,4,],
d[A4,4;] = 03,[A4,4,] + (0,1 + 033)[4;45] + B [A1A4] + 0y0,[A545]
d[A4,A4,] = — w44[AA45] + 0,0,[A,A,] + Biw,[A,45] +
+ (032 + 044)[4244]
d[A4,4,] = w42[A1Az] + Biw,[A1A45] + (a’u + a)44)[A1A4] +
+ oyw,[A,A4] + 0,[A34,],

d[AzA:,] = = w31[A1A2] + azwl[A1A3] + (wzz + w33)[A2A3] +
+ Brwy[A,A4,] — @[ A5A4,],
d[A434,] = — 04[4,4;] + 03,[A414,] — 04,[4,45] + 03,[4,4,] +

+ (033 + 044)[434,] .
En outre on a ([1], (3.18))

(1.8) d’[4,4,] = (doy; + 0y + 04y + w222 + 0310, + 040,)[A4;4,] +
+ (do, + 2011 + wyy + 0440,)[414,] — (doy + 0 + 20,5, + ©330;) .
[A,45] + (Brod — 0y07)[4,45] + (0F — Bro})[A244] + 20,0,[434,]

et

(1.9) d*[E3E,] = (— dws; + w4y + @33 + w442 + 03,07 + w4,0,)[EsE,] +

+ (dw, — 2033 + 044 + @5,0,)[ELEs] — (do; — 033 + 2044 + 05,04) .
JEEL] = (0003 — Boo})[E Es] — (B3 — a,03)[ELE,] + 20,0,[E(E,] .

L’équation différentielle des lignes asymptotiques de la premiére ou seconde surface
focale est

(1.10) B0} + v;w3 =0 ou w0} + fw3 =0.
2. Posons
(2.1) Q= a,[AA;] + ax[A1As] + as[AAL] + au[AAL] + as[A,45] +
+ ag[A3A,] .

La condition nécessaire et suffisante pour que le complexe Q soit le complexe oscu-
lateur de la génératrice [A1Az] de la congruence Lest

(2.2) Q.[4,4,] =Q.d[4,4,] =Q.d*[4,4,] =0,
d’ou il s’ensuit, en y substituant d’aprés (1.7) et (1.8),
(2.3) a,=a,=as=ag=0,

ao; +azfy =0, aB, +azu, =0.
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On voit sans peine que les congruences des types 11, IT*, V, V* n’admettent aucun
complexe osculateur (a; = 0,i = 1, 2, ...., 6) et le complexe osculateur des congruen-
ces du type VII n’est pas unique; chacune des congruences du type III ou VI ou VI*
appartient a un complexe linéaire spécial qui est son complexe osculateur. Si Lest du
type I, le complexe osculateur n’existe que pour les congruences satisfaisant a la con-
dition

(2'4) 0, — BBy =0,
c.-a-d. pour les congruences Wet on a
(2.5) Q = o(py[A;45] — 0y[A4,A4,]), o %0,

et alors ce complexe osculateur est déterminé comme une variété géométrique.?)

SiLestdutypeIVetona a8y = 0 = a, = f,oun,f, + 0 = a; = B,, on obtient
les complexes osculateurs

(2.6) 'Q="10(p,[A4145] — 0,[4,4,]) ou *Q = ?0(a,[A,4,] — B,[4,A4.]),
60, i=1,2 '
respectivement.
Dorénavant nous nous bornons a I’étude des congruences du type I qui sont des
congruences W et des congruences du type IV (o, + 0 = o, = ).
Dans I’espace corrélatif 2 I’espace P on obtient pour les congruenées du type I qui
satisfont la relation (2.4) le complexe osculateur de [E;E, ]

(2.7) Q* = o*(oy[E{Es] — B1[EzE4])s o* £ 0

et pour les congruences du type IV (o, 8, + 0 = o, = f8,) le complexe

(2.8) 'Q* = 'o*(o,[EEy] — By[E2EL]), 'o* % 0.
Ona

(2.9) dQ = a[A,A45] — b[A,A4,] + [A,4,],

(2.10) d’Q = (dc¢ + aws, + by + cm)[AlAz] +

+ (da + awyy + w33)[4;45] + (db + bw,, + w44)[A,4,4] +
+ (aB, — boayoy + cwy)[A14,] + (axy — bPyw, — cw)[A,45]
ou
(211)  a =d(epy) + oBy(wy; + ws3), b = d(ooy) + oos(w,yy + @was),
¢ = 0(B103; + 0y04y) .

Les expressions qui expriment d'Q, d*'Q résultent de (2.9), (2.10) et (2.11) en y
substituant

(2.12) c=1%, a,=8,=0.

2) Vu ’étude d’autres problémes, il est convenable d’examiner le complexe osculateur comme
une variété géométrique, c.-a-d. avec o = 0, arbitraire.
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Dans le cas corrélatif, on obtient dQ* et d2Q* de (2.9) et (2.10) par la transformation

([2]. (2.14), (2.15), (2.16))
(2'13) <A15 AZ’ A39 A45 @y, Wy, Uy, %3, ﬁl’ ﬁZ’ Q )
E3a _E43 _Ela EZ’ @y, W3, ﬁl’ ﬂ25 Ay, O, Q*
et
(2-14) ( Wiy, D33, W33, D4y, W31, Dyp, D32, ‘041>
— W33, —Wa4, —O11, —WOr3, O31, W43, —Wsy, —W33)"

On exprime d'Q* et d>!Q* d’une maniére analogue.

Lensemble des images secondaires des complexes osculateurs des droites de la
congruence Ldans I’espace a cinq dimensions de Klein est soit une variété a deux ou
a une dimension que nous allons désigner par (), soit cet ensemble est monoponctuel
(un poit fixe) et la congruence Lappartient & un complexe linéaire.

3. Soit Ldu type IV (¢;8; # 0 = a, = B,) en sorte que dans (1.3) il est
(3.1) Wy = W34 = 0.

Des relations (1.4), 4 il résulte alors

(3'2) W33 = P10, Mgy = Y0, ,
day + 012055 — 05y — Wg) = 7104 + 730,
g, + ﬂ1(w22 + W33 — 2(1’44) = — Y205 + Y40, .

Avant de passer a I’étude de ces congruences nous allons effectuer une particularisa-
tion du repére. Par différentiation extérieure des relations (3.2) on obtient ([dw, | =

= [wy; — w33 0], [dw,] = [w,;, — w44 0,])
(3-3) [dY1 + 71(20;;, — @33 — a)44) — W3y wz] =0,
[dy, + Vz(wll + wy;) + w3y 0] =0,
[dy: + 712w, — w35 — w44) — o3y 0] +
+ [dy; + 733w, — @y — 2044) + 3004, w,] =0,
[—dy, + ?2(20)44 — 0y — 0y;) — fio3 0] +
+ [dys + 7420, + @33 — 30w44) — 3B104, w,] =0.
Si I’on pose e, = wik(é), la différentiation 6 ne se rapportant qu’aux parameétres
secondaires, on a
(3.4) 0y, + V1(2ezz — €33 — €44) — 0ye3; =0,
0y, + Yz(eu + e5;) + Pies; =0,
6y + 73(3es; — eyq — 2e44) + 3wy, =0,
074 + ')’4(2922 + e33 — 3‘344) — 3B1es + 27,644 = 0.

Pour les congruences qui satisfont & la relation e3; = 0 (ey, = 0) 71> 72 (?3) sont
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les invariants rélatifs; d’'une maniére analogue pour les congruences satisfaisant aux
relations e3; = e43 = 0 ou e3; = e3, = €44 = 0 sont 1, Y2, Y3 OU Py, V3, V3, V4 les
invariants rélatifs.

On voit des relations (3.4), , que si y; = 0 ou y, = 0, alors y, ou y, respective-
ment est un invariant rélatif.

Les courbes w, = 0 sont des génératrices de la surface focale (Al) parce que pour
®, = 0il résulte que dA4; et d?4, sont les combinaisons linéaires des points 4, et 4;.

On voit sans peine que le repére peut étre particularisé de maniere a avoir y; = 0, de
sorte que

(3.5) w3, =0.
Le point A5 décrit alors ’aréte de rebroussement de la surface focale développable
(Ay).
Par différentiation extérieure de (3.5) et d’aprés le lemme de Cartan il résulte
(3.6) w31 = ')75602 .

La surface (A,) est une surface de tangentes d’une courbe gauche ou un céne si et
seulement si on a

(3.7 ys+0 ouys=0

respectivement.

Soit y5 = 0, alors I’équation (3.6) est complétement intégrable.

De (2.9) on obtient a I'aide de (2.12), (3.2) et (3.5)
(3-8) d'Q = 'o(— ys0; + 7’4602[141143] - szz[AzAA] — W3y — Wiy — 2“’4419 +
' + ayy,m,[4;4,]) .
Pour les génératrices de la congruence Lqui sont tangentes a la surface focale (A )le
long des courbes w, = 0 on obtient de (3.8) et (2.10) (c = 0, w3, = w,; = 0)
(3.9) d'Q = to(~ y,0,[4,45]) + ()@,

d*'Q = comb. lin. ([4,4;], [4,44])

de sorte que les complexes osculateurs de ces génératrices sont en tout différents; il en
résulte aussi que les courbes w, = 0 sur la variété ('Q) sont des droites si et seulement
siona

(3.10) 72+ 0.

La variété ('Q) des images secondaires des complexes osculateurs de la congruence
du type IV (y, = 0) est une surface réglée. Dans le chap. 5 nous allons démontrer
aussi le théoreme inverse.

Sionay, =0, alors
(3.11) w4, =0,
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ensuite le long des courbes w, = 0 on obtient de (3.5)

(3.12) d'e =(.)e,

de fagon que le point 'Qest fixe. Par différentiation extérieure de (3.11) il résulte d’aprés
(3.5) et wys3 = Byw, que

(3.13) [dws ] = [w4303,] = 0.
Déterminons la signification géométrique de la relation y, = 0 ou bien (3.5). De
(2.3), il résulte dans le cas considéré

(3.14) d*4, = comb. lin. de (4,, A3, Ay) .

On a donc: Les plans osculateurs de la courbe focale (A,) passent par le point
correspondant Ay qui est le point de I’aréte de rebroussement de la surface focale
développable (A,) si et seulement si on'a y, = 0; les complexes osculateurs le long
de tous les génératrices de la congruence du type IV (y, = 0) qui sortent d’un point
focal A, commun coincident, de sorte que la variété ('Q) des images secondaires dans
Pespace de Klein est une courbe dont les plans osculateurs P, sont tangents d la
K-quadrique au K-point [A,A45].%)

On prouve la derniére assertion d’une maniére suivante: d’aprés (3.8), (2.10) et
(2.12) il résulte

(3.15) ['Q, d'@, d*'Q] = ()[[4:4,], [4:4.], [4,45]]

et, comme ce plan osculateur contient les K-droites [ A, A3 |[ A,A45] et [A,A44][4,45]
qui ont le K-point [A,4;] commun, ce plan est alors tangent a la K-quadrique.

Remarquons encore: aux congruences du type précedent on peut, au sens de
M. C. SEGRE, introduire les congruences dites associées dont la courbe directrice est
I'aréte de rebroussement de la surface focale (4,) et dont la surface focale dévelop-
pable a pour Iaréte de rebroussement la courbe focale (A4,). Si (4,) est un cone, alors
la congruence associée se réduit & un faisceau de droites parce que la courbe (A4,) est
plane et son plan osculateur passe par le sommet de ce cone.

Nous avons particularisé le repére de telle fagon que y; = 0. Il a été aussi possible
de particulariser le repere de maniere a avoir tout d’abord

(3.16) 7,=0, y,+0.

La signification géométrique de ces relations est celle-ci: le plan osculateur de la
courbe (Az) passe par le point A5 qui, en raison de y, = 0, n’est pas situé sur I’aréte
de rebroussement de la surface (4,). Nous obtenons de nouveau un type géométri-
quement particulier si y; = y, = 0.

Il'y a 4 espéces suivantes de congruences non-paraboliques du type IV:

TypelVi:aB1y,7s + 0 — la surface focale (Al) est une surface développable non-
conique et (4,) est une courbe directrice; les plans osculateurs de la courbe (4,) en

3) Nous allons nommer les points de I’hyperquadrique de Klein (K-quadrique) K-points et les
figures compossées des K-points — K-figures.
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leurs points d’intersection avec les plans tangents  la surface (4,) ne passent pas par
les points correspondants de I'aréte de rebroussement de la surface (4,).

Type IV,: o1y, + 0 = ys — la surface (4,) est un cone et les plans osculateurs
de la courbe focale (4,) ne passent pas par son somment.

Type IVy: o,8,7s + 0 = y, — la surface focale (4,) est une surface développable
non-conique et (A ,) est une courbe gauche; les plans osculateurs de la courbe (Az) en
leurs points d’intersection avec les plans tangents & la surface (4,) passent par les
points correspondants de ’aréte de rebroussement de la surface (4,).

Type IV,: af; £ 0 = y, = ys — la surface développable (AI) est un cone et la
courbe directrice (4,) est une courbe plane dont le plan passe par le sommet du
cone (A4,).

Passons a la détermination de I’existence et de la généralité des congruences envi-
sagées. Il s’agit alors de discuter le systeme de Pfaff
(3-17) Wy =040y, O3 =0, 0=0, 03y =0, 0;3=0, 0, =o0,,

W31 = P50y, W3 =0, 03=0, w4 =70,, 045 =po,.
La différentiation extérieure entraine:
(3-18) [doy + 22wy, — wyy — 044) @] =0,
[dys + ys(011 + @32 — 035 — 44) @] =0,
[dy: + ya(@1; + @32 = 2044) @] = 0,
valwi@,] + [dBy + i@z + w35 — 2044) 0,] = 0.
On voit sans peine que le systéme fermé est en involution et les classes des con-

gruences du type IVy ou IV, ou IV ou 1V, dépendent par ordre de 4 ou de 3, 3, 2
fonctions arbitraires d’une variable respectivement.

4. Dorénavant soit Lune congruence W. Supposons que le repére soit particularisé
de telle fagon que (cf. [2], (2.1))

(4.1) =Py, ot =p;;
alors il résulte de (2.5), (2.9) et (2.10):
(4.2) Q = o([4:4;] — [4,4,]),

dQ = o{ws, + w4[A1A4,] + 015 + 035([A4145] + [4,44))} +

+ do([4,45] — [4,4,]),
d?Q = o{[d(w;; + w41) + O3x(01; — W) + wa1(0;7 — w33)][414,] +
+ [d(or; + 053) + (01 + ©033)"][4:45] = [d(0,; + 04) + (022 + ©44)7] -
[A244] + [0a(03; + 041) + 20,0, (0, + 033)|[4;44] +
+ [— 0i(03 + 041) + 2005(01; + 033)][A4,45]} +

+ 2do{(w3; + 04)[4142] + (011 + wy3)([A4145] + [424.])} +

+ d0([A4,45] - [4,4,]) -
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On obtient de (4.2) les expressions pour Q*, dQ*, d2Q* par les transformations (2.13)
et (2.14).

Soit (@) ou (@*) I'image de Klein de la congruence L engendrée par la droite
[4,A4,] ou [E5E,]. Le plan tangent de la surface (®) ou bien de (¢*) est

(4.3) P = {[4:14,], [4:4,], [4245]} ou Py = {[E;Es4], [ELE;]. [E1E4]}

respectivement. Chacune des deux surfaces (@) et (#*) posséde un réseau conjugué;
les espaces a quatre dimensions osculateurs de la surface (®) ou (¢*) sont

(4.4) P} = {[4,4,], [A145] + [A,4,], [4,4,], [A245], [4:4,]}
(4.5) Py = {[E:E,], [E\Es] + [E:E.]. [EEs], [E E.], [E\E,]}

et ’équation différentielle
(4.6) w,0? + aywi =0

des courbes asymptotiques des surfaces focales de Lreprésente aussi ’équation diffé-
rentielle du réseau conjugué de la surface (@) ou (%)

Supposons tout d’abord que nous ayons
(4.7) 0 % w3, + 0y * k(wy; + waq) =0, k =const +0,

Cest-a-dire que la variété (Q) soit & deux dimensions. Les espaces tangents et oscula-
teurs de la surface () sont donnés par

(4.8) P} = {[4,4,], [4:145], [4244]} »
Py = {[A1A2], [A1A3]’ [A2A4]’ [A1A4]’ [A2A3]} :

On voit des relations (4.2), (4.3), (4.4) et (4.8) que, dans la polarité par rapport & la
K-quadrique, Q, P$, P? et P$, P%, ® se correspondent réciproquement par ordre.
Mais la polarité transforme chaque surface développable de nouveau en une surface
développable et donc si le point @ décrit une courbe du réseau sur la surface (@), le
pdle réciproque Q décrit une courbe du réseau sur la surface (Q). Alors: la surface (Q)
posséde une réseau conjugué et (4.6) est I'équation différentielle de ce réseau. 1l en
va de méme pour la dualisation de la congruence L.

De (4.3) et (4.8) il résulte que les espaces P, P5, P§ sont tangents & la K-quadrique
au K-point [A4;4,]. Chacun des plans tangents P et P§ qui possédent le K-point
[A1A4,] commun coupe la K-quadrique dans une conique singuliére. La conique dans
le plan PJ (P3) est 'image de Klein du faisceau de droites dans le plan focal E, (E;)
dont le sommet est A, et du faisceau de droites dans le plan E; (E,) dont le sommet est
le point 4,.

La tangente {Q, dQ} de la surface (2) coupe la K-quadrique aux K-points

(4.9) Xy = M(ws; + 041)[A14,] — 20y, + 0335)[4:45]},
X, = M(ws; + 049)[414;] + 2w,y + @33)[A4,, 44]}, A+ 0, arb.
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De (4.9) on voit que les tangentes des courbes
(4.10) @gq + 33 = 0

sont tangents a la K-quadriques au K-point [4,4,]. Comme on a w;; + w,, +
+ w33 + w4y = 0, il résulte de (4.2) pour les courbes (4.10) (d signifie la différentia-
tion sous la supposition (4.10)):

(4.11) d?Q = d{o(w;, + ws)[414,]} + (035 + w44)(do)[4,4,] +
+ ([4:45] — [4,44]) d%0

et donc pour w;; + ws; = 0 les points Q, dQ, d’Q sont situés dans le plan tangent de
la K-quadrique de sorte que les plans osculateurs des courbes (4.10) sont tangents a la
K-quadrique aux points [ 4;4,] et contiennent les tangentes des courbes (4.10) de la
surface (). Nous allons expliquer la signification géométrique de ces courbes dans le
chap. 5. On peut résumer les résultats précédents de la maniére suivante:

Les espaces osculateurs de la surface (Q) réalisent une correspondance ponctuelle
(Q) > (@) entre les surfaces (Q) et (®); la méme correspondance est réalisée par les
espaces tangents P5 de la surface (Q) de méme que par les tangentes et les espaces
osculateurs des courbes (4.10). Les espaces, les plans, les tangentes précités sont tan-
gents d la K-quadrique au point correspondant ® = [A,A,] de la surface (®). La
correspondance ponctuelle (@) — (Q)réalise la polarité par rapport a la K-quadrique
de maniére que les points Q sont des péles des espaces osculateurs de. la surface (P)
au K-point @ considéré.

Passons a I’étude du cas ou la variété (Q) est une courbe. Ensuite, nécessairement,
la congruence est décomposable & une couche a un parametre de surfaces réglées de
facon que pour toutes les droites de la méme surface de cette couche les complexes
osculateurs coincident. Quand aw; + bw, = 0 est 'équation différentielle de cette
couche (a, b ne sont pas en méme temps nuls) ensuite on a le long des courbes
aw,; + bw, = 0 nécessairement

(4.12) dQ = 0Q, o arb.
Sous la supposition (4.1), on obtient de (1.4)
(4.13) [@3: + 04 01] = 20[wyy + 033 0] =0,

[(U32 + Wyq a)z] + 20(2[(1)11 + CU33 a)l] = 0
et, d’apres le lemme de Cartan, il en résulte

(4.14) W33 + W4y = ?(tzazwg — 100,),
Wy + w33 = Lo, + 1o, .

Autant qu’on a tt, + 0, la condition nécessaire et suffissante pour que la variété
(Q) soit une courbe est

(4.15) oy + 2o, =0.
Dans le chap. 5 nous allons voir que les nappes focales de ces congruences sont

réglées.
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Lorsqu’on a
(4.16) ;1 = 22 S 0 C.'é,'d. w32 + 0)41 = 0)11 + w33 = O 5

la relation (4.12) est remplie pour toutes les génératrices de la congruence Let celle-ci
appartient & un complexe linéaire (cf. [2], p. 404). Ces congruences seront exclues de
nos considérations.

5. Le repére soit particularisé de telle fagon que ([2], p. 405)
(5.1) do=fi= —oy=— Py =1.
Ensuite on a ([2], p. 406 —408)

(5.2) Wy + Wy = W3y + w33 =0,

(5.3) W1 = W33 = Wy — Wyq = Ly + [0,

Wy — Wy = W33 — Wyq = L0y + 1,05,

(5:4) w3 = (2 =)o +(zp = 1) 0,
w4 = = (23 + ) o = (21 + 1) 0,
(5.5) [do,] = — z[w0,], [do,] = z;[w0,],
(5.6) w3 = (p + 21y + 227 + 1]) 01 + 3251 — 212 — 2) @,
Wy = %(212 — 23 = 2) oy + (p + 23 + 225 + t%) s,
(5.7) dt; = (s — 3zyty) oy + (r — z31y) @, ,
dt, = (r — z4t,) 01 + (s — 32,1,) o,
(5.8) dzy = z,0, + 2z;,0,,
dz, = 73101 + 25,0,
(5.9) Q= 0([A1A3] — [A2A4]) ,

(5.10) dQ = o{(r,0, + ,0,)([A,4;] + [4,4,]) — 2,0, — t,0,)[4,4,]} +
+ do([A,45] — [4,4,]) .
(5.11) d?Q = o{[ - 2d(t,00, + 1,0,) + 2(t;z, — tz,)(w] — w3)][4,4,] +
+ [d(ty0, + t,0,) + (o, + t,0,)*][A4,4;5] +
+ [d(tyoy + t,0,) — (1o, + t,0,)*][4,4,] —
= 2,0} + 26,0,0, + ) [A1A44] + 20! + 2t o 0, + L) [AA5]} +
+ 2do{(tym; + t,0,)([A;145] + [A2A44]) — 2(t,0; + 1,0,)[A14,]} +
+ d20([A,45] — [4,4,]) .
Vu (5.1), la relation (4.15) est remplacée par
(5.12) i —13=0, t;.t, %0

de sorte que les congruences L pour lesquelles la variété (Q) est une courbe gauche
sont les congruences qui possédent deux nappes focales réglées (| 7], [4]; [3]. chap. 2).
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Nous allons les appeler congruences W de Segre. (Cf. [4].) Les images de Klein des
nappes focales de ces congruences sont les courbes d’intersection des tangentes a la
courbe (Q) avec la K-quadrique.

Avant tout nous allons démontrer: Si (Q) est une surface, elle est non-réglée.
(Cf. chap. 3.) Pourque les courbes aw; + bw, = 0 sur la surface (Q2) soient droites, il
faut que les plans osculateurs de ces courbes soient indéfinis et alors pour aw; +
+ bw, = 0 on a nécessairement d?2Q = comb. lin. de (Q, dQ); il s’ensuit que les coeffi-
cients de [A,4,] et [4,4;] dans la relation (5.11) sont nuls pour aw, + bw, = 0,
ce qui signifie soit t; — t3 =0 soit t; = t, = 0 et alors (@) est une courbe ou un
point fixe.

Supposons maintenant pour les congruences Lla relation
(5.13) fn—15+0.

A chaque courbe sur la surface (Q) dont les espaces osculateurs P,, P, ne sont pas
tangents a la K-quadrique®) il correspond dans I’espace P; une congruence W de
Segre qui nous allons appeler congruence W de Segre tangente d la congruence L. La
raison de cette dénomination s’éclaircira plus tard.

En ce qui concerne des courbes sur la surface () pour lesquelles les plans oscula-
teurs sont tangents a la K-quadrique et qui correspondent aux congruences tangentes
du type IV3, il en sera question plus loin.

Les tangentes {Q, dQ} de la surface (Q) sont tangentes d la K-quadrique seulement
lorsqu’elles sont en méme temps tangentes aux courbes

(514) tla)l + tzwz = Wqq + W33 = 0

de (Q), c.-a-d. (d’apres [2], p. 406) aux courbes qui correspondent a la décom-
position canonique relative a la dualisation en tant que déformation projective de
la congruence L envisagée.

On voit sans peine de (1.7), que les tangentes aux courbes (5.14) de la surface (@)
ne passent pas par les points correspondants de ().

Aux courbes (5.14) de la surface (Q) il correspond dans 'espace P certaines con-
gruences paraboliques dont les nappes focales confondues sont les surfaces de la
décomposition canonique envisagée.

Le plan osculateur d’une courbe quelconque (5.14) est déterminé par les points

(5.15) Q = o([4,45] — [4,4.]), d@ = ()[4,4,2] + ()2,

©Q = ()[4, 4,] + 2?;(@ @) o(t[Agds] + L[As4s]) + ()2

4) Aux Mémoires [4] et [5], auteur a étudié les congruences W de Segre en supposant qu’aucun
des espaces osculateurs Py, P,, P5, P, de la courbe qui représente la congruence W de Segre dans
I’espace de Klein n’est pas tangent a la K-quadrique. Dans les considérations présentes il suffit de
faire la supposition précédente pour les espaces 351 et ]52 seulement.
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et est tangent a la K-quadrique au point [AlAz]- Ce plan CO‘.JPe la K-qua_ldrique dans
les deux K-droites qui joignent le K-point [ A4 4A,] aux K-points

(5.16) p,,=(){£ \/— 1,1,([4,45] — [A2A4] + t[A44,] + ,[4,4;]}

Le plan polaire au plan osculateur précédent coupe la K-quadrique dans deux K-
droites qui joignent le K-point [A4,4,] aux K-points

(517) 12 = (){+ /= :1:([A145] + [4244] + 1,[4,4,] — 1,[A,4,] =
= (WA £ V= Ay 5/t As £ /= 145].

Ces deux K-droites-1a sont des K-images de deux faisceaux de droites qui possédent
des sommets différents sur la droite [ 4,4, ]; chacune des droites g, et g, appartient
a un des faisceaux déterminés et comme on a ¢q, . g, * 0 il en résulte que g, et g, ne
se coupent pas. Chacune des congruences paraboliques mentionnées se compose de
deux ensembles de faisceaux de droites a un paramétre; les sommets de ces faisceaux

(5.18) JhAy + =14, et S 4, — = 14,

décrivent sur la surface focale réglée (sur la surface de la décomposition) deux
courbes (les courbes focales) et les droites de ces faisceaux sont situées dans les
plans tangents de la surface focale aux points des courbes focales.s) Les points
(5.18) et les points focaux A, et A, se séparent harmoniquement.

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites (K-points) py, p, ou gy, 4,
coincident, est qu’au moins une des fonctions ¢, et t, soit nulle, c’est-a-dire: la dualisa-
tion de Lest une déformation projective demi-singuliére ([2], p. 406); il sera question
de ces congruences plus loin. Quand on a t; = t, = 0, la considération perd son
sens, parce que (@) est un point fixe, ce que nous avons exclu.

Supposons maintenant
(5.13) (7 — ) t,t, 0.

Déterminons sur la surface (Q) les courbes dont les plans osculateurs sont tangents
a la K-quadrique; a ces courbes, tant que leurs tangentes ne sont pas tangentes a la
K-quadriques, il correspond des congruences tangentes du type IV (v. chap. 3).

L’équation différentielle
(5.17) aw; + bw, =0

ol a, b ne sont pas en méme temps nuls fournit sur la surface (2) une couche de cour-
bes & un paramétre. Les points (5.9)—(5.11) ol on a substitué d’aprés (5.19), déter-
minent les plans osculateurs des courbes (5.19) et le point général de ce plan est donné
par la relation

(5.20) X =12 + pdQ + vd*Q.
La condition nécessaire et suffisante pour que ce plan soit tangent a la K-quadrique

5) M. C. SEGRE signale ces congruences paraboliques au Mémoire [7].
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est celle-ci: la conique d’intersection de ce plan et de la K-quadrique est singuliére,
c’est-a-dire

(5.21) 2.0 0.do Q.d%
Q.dQ dQ.dQ dQ.d%*Q|=
Q.d’Q dQ.d*Q d?Q. d*Q
1 0 T?
=0 -T2 —T, dT, =0
T} —T\dT, —2(dT,)*+T1+4(t;0} +2t,0,0, + 1, 03) (30} + 20,0, + 1,03)

ol Ty = t;w; + t,m,; de (5.21) il résulte
(5.22) Ti(t,0y + 2t,0,0, + 1,03)(t,0] + 2t;0 0, + t,w3) = 0.

D’aprés cette relation, on a T2 = 0, ce qui détermine les courbes de la décomposition
canonique de L. Vu la supposition t,t, % 0, ni o, = 0, ni w, = 0 n’est une solution
de I’équation (5.22) qui est une équation différentielle de 4-iéme degré et alors: Les
courbes dont les plans osculateurs sont tangents d la K-quadrique (les tangentes de
ces courbes ne sont pas tangentes a la K-quadrique) constituent sur la surface (Q) une
4-couche. A cela il correspond dans I’espace Py les congruences tu type IV tangentes
a la congruence L.

Considérons maintenant sur la surface (Q) une couche de courbes arbitraire
(5.23) w, =cwy, oty + t,¢) + 0

ou (5.23) ne doit pas étre la solution de (5.22). A chaque courbe de cette couche il
correspond dans I’espace P; une certaine congruence de Segre dont les nappes focales
engendrent les droites

(5.29) X, = 2h0,{(t; + t,c)[4,45] — (8, + t10)[4,4,]},
X, = 220,{(t; + t,c)[A,4,] — (8, + t;0)[4,4,]}, A +0 arb.
Les K-images de ces droites sont les points d’intersection des tangentes de la courbe
(5.23) avec la K-quadrique. Chacune de ces droites est située dans un des plans focaux
de la génératrice [ A,A4,] de Let donc: Les nappes focales de la congruence tangente

de Segre sont tangentes aux nappes focales de la congruence L aux points des
courbes (5.23), ce qui motive la raison de leur dénomination.

Si dans (5.23) la fonction ¢ varie, alors dans chaque plan focal d’une génératrice
fixe [A;4,] les droites (5.24) engendrent deux faisceaux dont les droites correspon-
dent projectivement.

Passons a la détermination des points focaux correspondants sur les droites X, et
X, des congruences tangentes de Segre.

Pour abréger posons

(5.25) Tl = tl + Ct2 s T2 = t2 + Ctl s Zl = Z + czZ,, ZZ = Zy + CZy .

453



Pour que les points
(526) A, = a,A;, + by(T\A; — T,A,), A, = a4, + by(TyA, + ThA,)
soient des points focaux d’une méme génératrice de la congruence tangente de Segre,
il est nécessaire, et il suffit, que le plan tangent au point A, de la surface focale en-

gendrée par la droite X, passe par le point 4, et le plan tangent au point 4, de la sur-
face focale engendrée par X, passe par 4, et donc qu’on ait

(5.27) abiwy(Ty + ¢T;) + bya,wy(T, + Tic) +
+ b b,[(T3Z, — T\ T,Zy)w, + by(T, dT, — T, dT,)] = 0
ou

(5.28) T, + cT, = t; + 2ct, + c*t;,
T, + ¢Ty =ty + 2cty + *t,,
blTl(Tizz - Tzzl) = bl(tl + tzc)(l - CZ)(tIZZ - tzzl) 5
T, dT, — T, dT, = dc(t3 — 1]) + (L — 2)(1, dt; — 1, dt,).

Déterminons les équations différentielles des surfaces développables des congruen-
ces tangentes de Segre. Pour que le point A,, resp. 4, décrit I’aréte de rebroussement
d’une surface développable, il est nécessaire, et il suffit, que d4, = comb. lin. de
(A, A,), resp. dA4, = comb. lin. de (4, 4,).

Ona (T} + 0)

— TZ
dAl = <da1 + a,wyq + b1T1w31 + 2b1T2w1 + Cwlbl FZ)AI +
1
b, dT;
a;my Nt Slet ' b1w33> (T1A3 — TzAz) +

1 1

+ (db1 +

+ (alcwl — by dT, — b T\w3, — Thbyw,; — 033 +

4 a,w,T, + b, T, dT, A, —
T, T,

by,

(Tl + TZC)(T1A4 + T2A1)7

1

_ —_— T,
d4, = <“ a,wy + by AT, + by Tiwyay + by Thwyy — W4 — azi,;‘l*"z -
1
dT, b .
— b,T, _TJ) A, + 2;“ (Tye + T,)(Tyd; — Ty A5) +
1/ 1

b, T
+ (daz + a,0,5 + by Ty, + 2b,Thew, + 2 T2w1>A2 +
1

dT,
T <db2 + a,Ccmy =+ b2 Tl‘ + b2w44> (T1A4 + T2A1) .
1 1

Les coefficients de A, Ty A5 — T,A, et A,, T{A, + T,A, doivent &tre proportionnels
aux coefficients a,, by et a,, b, et donc ils doivent satisfaire la relation (5.27). En
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substituant dans cette relation, on obtient les équations différentielles des surfaces
développables sous la forme (w,Ty(T; + ¢T,)(T, + ¢Ty) + 0)

(5.29) T,b, da; — a; d(T;b,) = [af — a by Ty(zy + cz,) —
T. T}
—(T,b,) w3y +2 2+ c 2| oy,
( 1 1) ( 31 Tl T% 1
(5.30) T,b, da, — a, d(Tyb,) = [a%c — a,b,Ty(zy + cz,) —
T. T;
— (Tyhy)?* (w4, + 22+ 2) |0,
: ( 1 2) ( 42 T, T2 1
Vu les relations précédentes on voit que pour ¢ = = 11la relation (5.27) se simplifiea
(5.31) ayby + bya; =0,
ou le signe supérieur (inférieur) se rapporte ¢ = 1 (¢ = — 1). Sion ac = +1 ensuite

T, = +Ty; en substituant dans (5.26) d’aprés (5.28) et en posant a, = a, = a, b, Ty =
= b,Ty = b on voit que les génératrices des congruences tangentes de Segre sont
déterminées par les points (focaux)

(5.32) TA; = ad; + b(4, — 43), *4,
et

(5.33) “A; = ad, + b(4, + 4;), “A, = ad, + b(A, — A;) pour c¢=-—1.

ad, + b(4, + A;) pour c=1

Par un calcul simple on obtient pour les congruences tangentes de Segre les équa-
tions différentielles des surfaces développables dont les arétes de rebroussement sont
situées sur la nappe focale engendrée par X; ou X, sous la forme

(5.29') bda — adb =
=[Fa®—ab(zy £ z,) + P’Q + 3z, —zy, £ p + 244 + 227 + )] 04,

ou.
(5.30) bda —adb =
=[+ a® — ab(z, + Zz) - bz(z + %‘212 — Zy & P+ Zy + 225 + t%)] Wy

respectivement, ou toutes les fonctiones qui y apparaissent ont été introduites dans
les relations (5.3)—(5.8); les signes supérieurs (inférieurs) dans (5.29') ou (5.30") se
rapportenta ¢ = 1(c = — 1). Signalons encore que dans les relations (5.29") et (5.30")
pour toutes les deux congruences on a désigné les paramétres par les mémes lettres
a et b, mais leurs valeurs sont en général différentes.

Considérons maintenant le type des congruences W dont la dualisation en tant que
déformation projective est demi-singuliére, c.-a-d. les congruences pour lesquelles

([2], p- 406)
(5.34) L EO=1y.
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Comme on sait, la décomposition canonique (relative a la dualisation en tant que
déformation projective) est engendrée par les surfaces w; = 0. Les tangentes des
courbes w, = 0 de la surface (Q), et seulement de ces courbes, sont tangentes a la
K-quadrique en [A4,4,]. Les plans osculateurs des courbes w, = 0 sont déterminés
par les points

(5.35) Q = o([4,45] — [4:4,]), dQ = — 20t,0,[4,4,] + ()@,
d?Q = [o(— 2dt,0, — 2t,z,03) — 4dot,0,][4,4,] — 20t,03[A4,4,] + (.)Q

et coupent la K-quadrique dans la droite [ A;4,][4;44] qui est la K-image du faisceau
de droites ayant le point 4, pour son sommet et étant situé dans le plan E; =
= [Ay, A;, A,]- Le plan polairement conjugué au plan osculateur ci-dessus mentionné
est déterminé par les points [A.4,], [4;4,], [A145] + [4,4,], de sorte qu’il est
tangent a la K-quadrique le long de la droite [A,A,|[A;4,]. Chaque surface de la
décomposition canonique de la congruence Ldont la dualisation en tant que défor-
mation projective est demi-singuliére est une nappe focale d’une certaine congruence
parabolique qui d’aprés (5.18) a pour sa courbe focale sur cette nappe la courbe
décrite par le point A,; dans chaque plan tangent de la surface focale (A,) de L au
point A, les génératrices de cette congruence parabolique engendrent un faisceau
dont le sommet est le point Ay. Sur la surface (Q) il existe trois couches de courbes
qui correspondent aux congruences tangentes du type IV,. L’équation différentielle
-de ces couches résulte de (5.22) d’aprés (5.34); une de ces couches est formée par les
courbes w, = 0.

6. Supposons, dans la suite, t7 — t3 # 0. Désig'nons la transformée de Laplace de
la surface (Q) dans le sens des courbes w; + w, = 0 ou w; — w, = 0 par (2,,) ou
(©-,) respectivement. Par un calcul aisé on obtient que ces surfaces sont engendrées
par les points

(6.1) Q.y = 1 {(t; + )[4, 45] + [4,44] + 2[A4,14,] +
+ (21 + z2)[A14;5] — [4244]} = o, {(t; + 1, + 2z + 2,)[A4,45] +
+ (ty + 1, — z; — 25)[A2A44] + 2(t; + 1,)[4145]}, 7, + 0 arb.

et

(6.2) Q_y = 1_{(t; — t,)[A145] + [4,44] — 2[A,4,] +
+ (21 = 2)[414;5] = [A24a]} = 11 {(t; — t, + 2z, — 2,)[A4,45] +
+ (t; — ty — 24 + z,)[A244] — 2(t; — t,)[4,4,]}, t—; £ 0 arb.

Au Mémoire [3] on a déterminé les éléments linéaires projectifs des surfaces focales
de Lsous la forme ([3], (1.10), (1.11))

(6.3)

+ (Zl + Zz - tl -_ tl)(wl + w2)3 + (Zl —_ Zz - tl + tz)(wl - w2)3
Yof - o)
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pour la surface (4,), et
(6.4) — (21 4 2z, + 1y + K)o + 0,)° = (zy — 2, + t; — L) (0, — ©,)°

4of — w3)
pour la surface (4,).
La condition nécessaire et suffisante pour que le point Q. , ou Q_, soit un K-point
est
(6.5) (ty + 1, —(zy + 2, =0 ou (t; — 1;)> —(z; — z,)> =0.
Si p. ex. la surface (A,) ou (A4,) est reglée et ses génératrices sont déterminées par
I’équation différentielle w, + w, = 0, alors d’aprés (6.3) ou (6.4) il résulte

(6.6) Zg—zy =1t —t, ou z; —z,=—(t; — 1),
et inversement; de (6.2) on obtient, sous la supposition (6.6),

(67) Q- =()[4:4:] = [4:142]) ou @y = ()([4244] — [4:4.])

de sorte que le point Q_, est un K-point et la surface développable correspondant aux
courbes w; + w, = 0 du réseau est un cone. De la méme fagon on obtient les résul-
tats analogues lorsque les courbes w; — w, = 0 sont droites. On a alors: La condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’une (et seulement une) des nappes focales de la
congruence Ldont les génératrices sont les courbes w; + w, = 0 soit réglée, est: la
transformée de Laplace (Q. ) est située sur la K-quadrique et elle dégenére en une
courbe de la maniére de Laplace.

Les transformées de Laplace (Q, ) et (2_,) ne peuvent pas dégénerer en un point;
les espaces tangents des surfaces (Q2..,) et (Q_l) ne sont pas tangents a la K-quadri-
que. On a p. ex.:

(6.8) dQ,, = 7, {[dt; + dt, + 2(z; + z,)(t;0; + t,w,)([A145] + [424,] +
+ 2[A414,]) + [dzy + dz, + (¢ + t)(tioy + 1,0,)|([4145] — [4244]) +
dz
+ 2ty + )0, — 0)([4144] + [4,45] + —Q,44;
Ty
pour que le point Q. , soit fixe on doit avoir nécessairement ¢, + t, = 0, ce qui est
en contradiction avec la supposition t3 — t3 % 0. On peut exprimer le point général
de 'espace tangent a la surface (Q,) par la formule
(69) X = a([A,A;] + [A4,4,] + 2[4, 4,]) + b([AA45] — [4,4,]) +
+ c([4144] + [4245]) 5
la condition nécessaire et suffisante pour que le point (6.9) soit situé sur la K-quadrique
est
(6.10) X.X=a*>-b*+c2=0;

mais la conique (6.10) n’est pas singuliére et alors les plans tangents a la surface (2, ;)
ne sont pas tangents a la K-quadrique; il en est d’une maniére analogue pour la sur-
face (Q_,).
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Les points Q. etQ_ sont conjugués par rapport a la K-quadrique si et seulement
siona (i — 13+ 0)

(6.11) (t-8B)-(E-23)=0,
ou
t, —
(6.12) hzb _ZitZ_ 4 a0 ar.

Zy — Z, t, + t,

Sionak =1 oubien k = — 1, la surface focale (A,), ou (A,) respectivement, est
une quadrique, comme on voit de (6.3) ou (6.4).

Le point Q est conjugué au point Q. ou Q_; par rapport d la K-quadrique si et
seulement si (17 — 15 + 0)

(6.13) Z,+2z,=0 ou z;, —z,=

La condition nécessaire et suffisante pour que le point Q soit conjugué en méme
temps aux deux points Q. et Q_, par rapport d la K-quadrique est: la surface (Q)
représente dans I'espace de Klein une congruence D (z; = z, = 0), c.-a-d. une
congruence qui réalise I'applicabilité projective des deux nappes focales (cf. [3],
chap. 5, [4], chap. 11).

Vu les relations (6.5) et (6.13), on voit que les congruences déterminées par la
relation (6.13,) ou (6.13,) et qui ne sont pas de Segre, ne peuvent pas posséder une
quadrique pour leur surface focale. Si une des surfaces focales de la congruence L
du type (6.13) est une quadrique, alors nécessairement les deux surfaces focales sont
reglées, comme il résulte de (6.3) et (6.4).

Notons encore que dans toutes les considérations précédentes la dualisation de la
congruence Ldoit étre déformation projective demi-singuliére,c.-a-d.onat; =0 = ¢,
outy =0=Ft,
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Pe3romMe

COIIPUKACAIONMECS KOMIIJIEKCHI KOHI'PYSHIIUM ITPAMBIX
BIIAAVUMUP T'OPAK (Vladimir Hordk), Bpuao

B paboTe m3yyaroTcsi Mo MeToAy NMOABMXHOTO permepa Kaprana npsiMoJsiuHeiHbIe
HemapaboJMyecKue KOHTPYIHIMM, JIONYCKAoIMe JIMHEWHBI COMpPUKACAIOIIMHCS
KOMILJIEKC, TpPH TMOMOLUM MHOroobpasuil msTumepHoro mnpoctpaHcTBa Kieiina,
TOYKM KOTOPBIX SIBJISIOTCS BTOPUYHBIMU 00pa3aMU JIMHEHHBIX CONPUKACAFOIIMXCS
komiutekcoB. C ToYkU 3peHust KiacCu(pukanuud npsiMOJIMHEHHBIX Henmapadonyeckux
KOHIPy3HLWii corsacHo J. Yexy (cm. [l]) JIMHEHHBIE CONPHUKACAIOLIMECT KOMILIEKCHI
NPSIMBIX JIONyCKAKOT KOHPYdHUMH THIa I (KOHrpysHIMH C Hepa3BepTHIBAIOLIMMUCS
(OKanbHEIMU IOBEPXHOCTSMH), SIBJISFOLIMECS KOHTPYSHUMSMA W, ¥ KOHIPYSHLMH
tuna IV (ogsa okaibHasi MOBEPXHOCTH €CTh Pa3BEPTHIBAIOLIASCS MOBEPXHOCT,
a Jpyrasi BBIDOXKAACTCSL B KPUBYIO). MHOrooGpasue BTOPHYHBIX 0OPa3oB compHKa-
CaroLIMXCsl KOMIUIEKCOB KOHrpy3HImii Tuna I u IV MbI 0603HauaeM COOTBETCTBEHHO
uepes (Q) u (' Q).

ABTOD onpezensieT YeTbipe Buaa KoHrpysHumit tuna IV. Tun IV, (IV;), coots. IV,
(IV,): onna u3 (oKaIbHBIX MOBEPXHOCTEH SBIISETCS TOBEPXHOCTHIO KacaTEeIbHbIX
MPOCTPAHCTBEHHON KPHBOM, COOTB. KOHHYECKOH MOBEPXHOCTHIO, a NIpyrasi BBIPOXK-
JIaeTCsl B KPUBYIO; IPUTOM CONPHUKACAFOIIMECS TIIOCKOCTH (POKAIbHOM KPUBOI B TOY-
KaX IepecevyeHHs C KacaTeJbHbIMU IUIOCKOCTSIMH pa3BepThiBarolleiics (okasibHOM
MOBEPXHOCTH HEe NMPOXOAAT (IIPOXOJSIT) 4epe3 COOTBETCTBEHHbIE TOUKH pebpa BO3-
BpaTa pa3BepTHIBAIOLICHCS (OKAIBHOM IOBEPXHOCTH, COOTB. He MPOXOAAT (poxo-
ISIT) 4Yepe3 BEpIUMHY KOHMYECKOH (okaibHON moBepxHOCTH. B ciydae Tmma IV,
(doxanbHast XpUBas sSIBISETCS MIJIOCKOMU.

st xourpysuuuit tTuna IV gokaspiBaroTcs clieqyroLIUe Te€OPEeMBI:

1. Konepysnyuu muna IV, (1V,) cywyecmeyrom u sagucam om 4 (3) dynxyuii 0onozo
nepemennozo. Mnozoobpasue (*Q) saeasemcs aumeiivamoii nosepxnocmvlo 041
KOHZPYIHYUL 3MUX MUN08 U MOAbKO 044 HUX, MOUKU OOHOU U Moil dHce npAMOotl MHO-
2006paszus (1Q) seasomes emoOpUUHBIMU 0GPA3AMU CONPUKACAIOWUXCA KOMAACKCOB
Ayyeli KOH2PYIHYUU, UMeIowux 00uuli hoxkyc Ha PoKaibHOT KPUBOIlL.

11. Konepysnyuu muna 1V (IV,)cywecmsyrom u 3asucam om 3 (2) ¢ynxyuii 00Ho20
nepemennozo. Mrnozoobpasue (*Q) eviposcoaemes 6 Kpugyto, KacameabHbie K KOMOPOLi
He A6410McA KacameabHbimu K eunepkeaopuxe Kaeiina (K-xeadpuxe), Ho conpukacaro-
wuecs npocmpancmea P, seasiomes xacameavuvimu npocmpancmeamu K-xeadpuxu.
JIyuu konepysuyuu, umerowue obwuii Gokyc Ha GoKaibHOl Kpugoli, umerom u obuuil
AUHEUHBI conpukacarowyuiicsa KoOMniexc.

IIycte (@) — kueitHOBcKkuit 006pa3 koHrpysHuuu L, xotopas sisiasercs W. Ecnu
(doxanbHble TOBEPXHOCTH KOHIPY3HIMK L — jiiHEHYaThie MOBEPXHOCTH, TO MBI Ha-
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30BeM ee kouepysHyueli Ceepe Tuna W. [na xoHrpysnnuid Tuma 1 mokaseiBaroTcs
CJIEYIOLIHe TEOPEMBI:

II1. MHuozoo06pasue (Q) agasemca Kpusoii, KacameabHvle NpAMble U CONPUKACAIO-
wuecs nAOCKOCMU KOMOpPOLi He A6A810mcs kacameavHbimu K K-keadpuke, ecau u moas-
Ko ecau L ecmo xonepysnyus Ceepe.

IV. Ecau L ne ssasemcs kounepyenyueii Cezpe, mo muozoobpasue () npedcmasnsem
€0001i NOBEPXHOCMb C CONPANCEHHOI cemblo, Juddepenyuanvroe ypasHeHue KOmopoti
A6AAemMcA 8 Mo dice 8pema OupdepenyuaibHoim YpasHeHuem acuMNmMOmMuU4ecKux
AUHUTE POKANbHBIX noBepXHOCmel KoHepyIHyuu L.

V. IHoaspumem omuocumeavho K-keadpuxu ocywecmeasem coomeemcmaue
(@) — (Q), npuuem mouxa Q A6459emcs NOAOCOM CONPUKACAIOWE20CA NPOCIMPAHCINEA
6 mouxe @ nosepxrnocmu (®). Toueunoe coomeemcemsue (Q) — (P) ocywecmsaisemcs
CONPUKACAIOWUMUCA U KACAMEAbHLIMU NPOCMpaHcmeamu nosepxrocmu (), komopeole
o6yoym ob6azamenvHo Kacameavhuimu K K-xeaopuke.

B nanbHeiflleM M3y4aloTCsi CIOM KPHBHIX Ha HOBepXHOCTH (Q) M omnpezesseTcs
FEOMETPHUYECKHIA CMBICT 3THX KPUBBIX Ui KOHTpysHImu L. OTMeTHM 0c000:

V1. Kanonuueckomy pazaogcenuio konepysuyuu L omuocumeavho Oyasusayuu, Kax
NPOEKMUSHOMY U32UOAHUIO, Omeeydem CA0ti KPUBbLX, KAcameabHble npamvie U COnpu-
Kacarowuecsa nA0CKOCmu KOmopulx AgAAomcea kacameavhvimu K K-xeadpuke u onpe-
deasaom paghvim obpazom coomeemcmeue (Q) — (D). IosepxHocmu KaAHOHUUECKO20
DPA3A0%4CEHUA ABAAIOMCA PHOKAALHBIMU HOBEPXHOCHAMU HEKOMOPBIX NAPAGOAUYECKUX
KOH2PYIHYUil.

Kpupoit Ha moBepxHocTH (), KOTOpasi He JEXHT B CJOE, COOTBETCTBYIOILEM
KaHOHHMYECKOMY Dpa3JIOKEHUIO, OTBeyaeT T. Ha3. KacaTejbHast KoHrpysHuus Cerpe
UJM KacaTeslbHast KOHrpyaHnus tuna I'V. ABTop HccienyeM CBOMCTBA 3THX KacaTellb-
HBIX KOHI'DYSHLUH.

VII. Ecau u moavko ecau 00Ho u3 npeobpazosanuii Jlaniaca nosepxrocmu () evi-
poxcoaemces 8 Kpugyro, Komopasa aexcum obazameavHo Ha K-xeaopuke, mo 6 mou-
Hocmu 00Ha POKAAbHAA NOBEePXHOCMb KoHepYIHyuu L 6ydem auneiiuamoil.

VIII. Ecau u moavko ecau mouka £ 0OHOBPEMEHHO CONPANCEHA OMHOCUMEAbHO
K-xeaopuxu ¢ oboumu npeobpazosanuamu Jlanaaca @ u Q_,, mo L b6ydem rouepy-
snyueti D. (Cm. [3] u [4].)
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