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Чехословацкий математический журнал, т. 12 (87) 1962, Прага 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 
В ЦЕНТРОЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ Ес

п 

ЧЕСТМИР ВИТНЕР (Cestmïr Vitner), Прага 

(Поступило в редакцию 1/VI 1960 г.) 

В работе вводятся основные объекты дифференциальной геометрии 
гиперповерхностей в центроевклидовом пространстве. Показано, что 
гиперповерхность однозначно определяется, с точностью до центроевкли-
довых движений, расстоянием от начала Q И первым центроевклидовым 
тензором aik. В работе вводится еще второй центроевклидовый тензор QiQk, 
и отыскиваются направления, в которых инвариант 1/ р^ 1 в точке гиперпо­
верхности принимает экстремальное значение. Далее в работе указана 
связь между изложенной центроевклидовой теорией и. теориями евкли­
довой и центроаффинной. В конце приводится несколько замечаний о по­
верхностях в трехмерном пространстве Е%. 

1. ЦЕНТРОЕВКЛИДОВА ТЕОРИЯ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 

Пусть мы имеем регулярную гиперповерхность в Е%, которая не проходит 
через начало и касательная гиперплоскость которой ни в какой точке не про­
ходит через начало пространства. Гиперповерхность можно задать параметри­
чески, выразив радиус-вектор г через параметры £\ i = 1, 2 , . . . , п — 1: 

Од) г = г{е,е,...л-~1). 
У векторной функции (1,1) мы будем предполагать существование непрерывных 
частных производных до третьего порядка включительно. Эти производные мы 
обозначим сокращенно при помощи индексов: дг/dÇ1 == гь д2г/дС1 д£к = rik 

и т. д. 
Упомянутое условие регулярности говорит, что для векторного произведе­

ния гх л г2 л ... л #•„_! имеет место соотношение 

(1.2) \г± л г2 л . . . л г„_г | ф 0 . 

Условие, что касательная гиперплоскость не проходит через начало про­
странства, говорит, что для определителя [г, rl9 г2, ..., r/J_1] имеет место 

(1.3) \r,rl9r29...9rn^"\ Ф 0 . 
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Обозначив \r\ — g, можно писать 

(1.4) г = да 

где о — единичный вектор, параллельный радиусу-вектору г и обращенный в ту 
же сторону, и, очевидно, Q > 0. Одновременно с гиперповерхностью г можно, 
следовательно, рассматривать единичную гиперсферу о, параметризация ко­
торой а = г/|г|, также регулярна. Эту единичную гиперсферу мы будем на­
зывать индикатрис ей гиперповерхности г. 

Пусть г = г(^(г) , . . . , ^и"~1(г)) - кривая на гиперповерхности. (Мы пред­
полагаем, что вектор dÇl/dt на гиперповерхности отличен от нуля.) Рассмотрим 
на этой кривой центроевклидову дугу ср (см. [1]). Для нее 

(1.5) dcp2 = da . do . 

Центроевклидова дуга является ввиду (1.5) обычной евклидовой дугой на 
кривой a(Çl(t),..., £""*(*)), которая получается путем проектирования кривой 
r(t) из центра пространства на индикатрису гиперповерхности. 

Формулы (1,5) можно переписать в виде 

(1.6) dcp2 = ütüj dC d£> = a v d£' d{ ' , 

где aij — очевидно, составляющие квадратичного, ковариантного, симметрич­
ного положительно-определенного тензора на гиперповерхности г(£). Этот 
тензор можно также истолковать как первый евклидов тензор на индикатрисе 
а(£). Тензор aik мы будем называть первым центр о евклидовым тензором ги­
перповерхности г(£), а форму d<p2 — первой центроевклидовой формой гиперпо-
верхнпсти г(£). 

При помощи тензора aik можно дать определение центроевклидовой длиы 
и центроевклидовой перпендикулярности векторов в касательной гиперплоскости. 

Рассмотрим теперь, кроме гиперповерхности г = r(<J), другую гиперповерх­
ность R, которую отнесем к той же системе параметров: 

(1.7) R = 0(É)r(É), g(t)>0. 

Этим дано отображение поверхностей г и Я друг на друга такое, что точки на 
тех же полупрямых, проходящих через центр пространства, соответствуют 
одна другой. В соответственных точках эти две поверхности имеют, очевидно, 
тот же центроевклидовый тензор — тот же самый, как и их общая индикатриса 
а(£). Поверхности г и R отличаются, конечно, своим расстоянием от начала 
пространства. 

Дискриминант формы dcp2 обозначим через 

(1.8) а = \аг А а2 А . . . л ан_л\ . 
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Вектор а является, очевидно, единичным вектором нормали к индикатрисе 
гиперповерхности; для него имеет место 

(1.9) o = e a t л . . . л о „ _ 1 ; 

а 

где 6 = 1 , если вектор ах л ... л ап_1 ориентирован одинаково с вектором о, 
г = — 1 при противоположной ориентации. Из формулы (1,9) получаем не­
посредственно 

(1.10) а(а1 л ... л on_j) = [о, аи ..., а ^ ] = га . 

Для 8 можно, следовательно, написать 

(1.11) г = sgn [a, al9 . . . , o ^ J . 

Из формулы о . о = 1 получим последовательным дифференцированием 

(1.12) aa, = 0 , 

(1.13) а.о ; = ~ааи. 

Для векторов о,7 можно написать в базисе al9 ..., cr„_l5 а 

(1,14)* аи = ук
иак+ Ьиа, 

где ук
и — символы Христоффеля, Ьи — второй основной тензор в евклидовой 

геометрии на гиперсфере. Если определить вектор ак соотношением ак = atalk, 
где aik дано соотношением aikakJ = öj

h то получим для ykj 

(1,15) У ^ = о ; у . 

Кроме того имеют место обычные формулы 

(ив) ^ = l^fe+^_^A. 

Для bu имеет место btj = аиа = — аи. Итак, уравнение (1,14) можно пере­
писать в виде 

(1,17) а у = ук
иак - а ..а. 

Объект yk
ij9 рассматриваемый в связи с гиперповерхностью г(£), мы будем 

ввиду (1,16) называть центроевклидовой связностью на гиперповерхности 

При помощи связности ykj можно определить тензор кривизны 

( U 8 ) k)ns = — ylj - — yl„ - у\]У1 + yl
sjy\r, 

причем для тензора 

(1,19) kiJrs = k\jrals 
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имеет место равенство 

(1.20) kiJrs = airajs - aisajr . 

Как известно, уравнения (1,20) являются условиями интегрируемости сле­
дующей системы дифференциальных уравнений в частных производных (пред­
ставляющих собой иную транскрипцию уравнений (1,17)) 

(1.21) — aj = у%ак~ аиа. 

Отсюда следует (зт. наз. построение Бонне для гиперповерхности), что гипер­
сфера о однозначно определяется первым евклидовым тензором aik (удовле­
творяющим условию (1,20)) с точностью до евклидовых движений; радиус-
вектор о определяется однозначно с точностью до движений центроевклидо-
вых. Из радиуса-вектора о далее получаем гиперповерхность г при помощи 
соотношения г = оа. 

Из предыдущих рассуждений непосредственно следует доказательство 
основной теоремы центроевклидовой теории гиперповерхностией. 

Теорема 1,1. Пусть функции Q(Ç), a^Ç) обладают непрерывными частичыми 
производными до третьего порядка включительно и удовлетворяют следующим 
условиям: a) Q(Ç) > 0, б) матрица а^(£) положительно определена, в) функции 
kijrs, определенные уравнениями (1,16), (1,18) и (1,19) удовлетворяют условиям 
(1,20). Тогда с точностью до центроевклидовых движений существует одна 
единственная гиперповерхность, для которой Q является расстоянием от начала, 
a atj — первым центроевклидовым тензором. 

Помимо первой центроевклидовой формы dcp2 можно ввести в рассмотрение 
еще вторую центроевклидову форму 

(1.22) d£2 = Q#J d?d&. 

Эта форма является, очевидно, сингулярной ранга 1. Если в точке гиперповерх­
ности имеет тождественно место do2*= 0, то есть gt = 0 для i = 1, . . . , п — 1, 
то мы ее называем сферической точкой гиперповерхности. Если все точки 
гиперповерхности — сферические, то поверхность будет, очевидно, гипер­
сферой с центром в начале пространства. В дальнейшем мы исключим такие 
точки из наших рассуждений. 

Для кривой на гиперповерхности имеет, согласно [1], место 

1 
= Q IcOtg <X| = •— , 

рсох 

где а — угол радиуса-вектора с касательной к кривой (мы допускаем и возмож­
ность llpœl = 0). Этот инвариант зависит, очевидно, от направления касатель­
ной, а не от самой кривой. 

(1,23) de 
d(p 
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Теперь мы будем искать направления и1 на поверхности, для которых инва­
риант 1/ро>1 принимает экстремальные значения. Ввиду того, что рсох > О, 
достаточно исследовать вопрос, когда принимает экстремальные значения 
квадрат 

1 __ д{дки1ик 

pœ\ aiku
luk 

Притом можно ограничиться единичными в центроевклидовом смысле векто­
рами, т. е. векторами, удовлетворяющими условию аии1и] = 1. Итак, задача 
сводится к отысканию экстремума функции QiQkuluk при дополнительном 
условии aikuluk = 1. Ввиду положительной определенности формы d<p2 мно­
жество векторов, удовлетворяющих условию aikuluk = 1 в точке поверхности, 
компактно. Так как, далее, исследуемая функция QtQkuluk переменных и1 не­
прерывна, то существование экстремальных значений обеспечено. Следова­
тельно, достаточно отыскать „стационарные векторы". Используем для этой 
цели метод Лагранжа. Положим 

Q = QiQkuluk — X{aikuluk — 1) . 

Для стационарных точек должно иметь место ôQ/du-1' = 0. Несложными вы­
кладками обнаружим, что 

(1.24) (в1в, - Аау) и ' = 0 . 

Это — однородная система, обладающая нетривиальным решением лишь 
в случае 

(1.25) \QiQj - Ллц\ = 0 . 

Если X — решение уравнения (1,25), то согласно (1,24) для соответственного 
стационарного вектора и1 имеет, очевидно, место 

(1.26) QiQjUJ = Xatjuj. 

Умножая на uj и складывая, мы получим отсюда, ввиду соотношения a uuluJ = 1, 

X = QiQjUlUj . 

Итак, для соответственного параметра 

( U 7 ) i - ^ . 

где рсог — инвариант в рассматримаемом направлении. Нетрудно видеть, 
что стационарные направления, соответствующие двум различным корням 
уравнения (1,25), являются сопряженными относительно обоих тензоров QIQJ 
и atj. 

Действительно, 

QiQjU1 = Л±аии1, QiQjUj = X2auuj. 
1 1 2 2 
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Умножением первого уравнения на uj, второго — на и\ свертыванием и вы-
2 1 

читанием полученных уравнений мы убеждаемся, что (Я2 — кх) a{jUluJ = О, 
1 2 

т. е. üijuV = О, что и доказывает сопряженность относительно тензора а{}. 
1 2 

Сопряженность относительно тензора QtQj следует отсюда непосредственно 
в силу уравнений (1,24). 

Путем несложных рассуждений мы обнаружим, что уравнение (1,25) сво­
дится к 

(1,28) ( - A ) " - 2 QiQkaika + ( -Я)"" 1 а = О, 

то есть 

Уравнение (1,25) имеет, следовательно, только два различных корня: (п — 2)-
кратный корень Я•= 0 и простой корень Я = QiQkalk. Второй корень, очевидно, 
ненулевой, так как положительно определенный тензор aik и сингулярный тен­
зор QiQk не могут быть аполярными. Отсюда следует, что для векторов, соот­
ветствующих корню Я = 0, инвариант \jp(û1 = у/к принимает минимальное 
значение, для векторов же, соответствующих корню Я = QiQjCilJ\ инвариант 
\jpœ1 = yjк принимает максимальное значение. 

Найдем еще эти экстремальные векторы. Однако, мы уже не будем ограни­
чиваться центроевклидовски единичными векторами. Справедливы утвержде­
ния: а) Экстремальные векторы, соответствующие корню Я = 0, образуют 
{п — 2)-мерное подпространство, центроевклидовски перпендикулярное гра­
диенту Qi и являющееся касательным пространством к (п — 2)-мерному много­
образию Q = konst на рассматриваемой гиперповерхности, б) Экстремальные 
векторы, соответствующие корню Я = QiQjalj, образуют одномерное простран­
ство, параллельное градиенту. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Подставив в уравнение (1,24) Я = 0, мы получим 
QiQjUj = 0, то есть QjUj = 0. Отсюда следует утверждение а). 

б) Подставив в левую часть уравнения (1,24) Я = g^ja4, uJ = Qkakj, нетрудно 
обнаружить, что градиент удовлетворяет этому уравнению для Я = QiQjalJ. 
Последнее утверждение об одномерности следует из того, что векторы, соот­
ветствующие корням 1 = 0 и 1 = QiQkalk, должны быть центроевклидовски 
перпендикулярными друг другу, что корню Я = 0 соответствует (п — 2)-мерное 
подпространство, и что градиент gt является с точностью до параллельных ему 
векторов единственным вектором, перпендикулярным этому подпространству. 
Это и требовалось доказать. Полученные результаты можно срезюмировать 
в виде 

Теоремы 1,2. Инвариант \jp(ol в точке поверхности минимален — равен 
нулю — для касательных векторов к (п — 2)-мерноми многообразию g = konst. 

236 



Он будет максимальным для направления, данного градиентом Q{\ для \1РОУ1 

в этом направлении имеет место 

(1,29) 1 
—Z = QiQkal 

pœ: 

2. СВЯЗЬ МЕЖДУ ЦЕНТРОЕВКЛИДОВОИ, ЕВКЛИДОВОЙ И ЦЕНТРОАФФИННОИ 
ТЕОРИЯМИ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 

Для того, чтобы установить связь между евклидовой и центроевклидовой 
теориями гиперповерхностей, выразим прежде всего первую евклидову форму 
гиперповерхности ds2 = Ац dÇ dÇj при помощи расстояния g от начала про­
странства и первой центроевклидовой формы гиперповерхности. Справедлива 

Теорема 2,1. Для первой евклидовой формы ds2 гиперповерхности имеет место 

(2.1) ds2 = de2 + g2d(p\ 

что для соответствующих тензоров означает 

(2.2) Аи = QtQj + g2atj. 

Для дискриминанта А тензора Atj имеем 

(2.3) А = Q2n-\QiQkaik + Q2) a . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы г = да получаем дифференцированием 

(2.4) г, = 6ia + QQi. 

Отсюда скалярным умножением r^j тотчас же следует формула (2,2), а, сле­
довательно, и (2,1). Формулу (2,3) можно вывести из (2,2) несложными выклад­
ками, подобно тому, как формула (1,28) была выведена из (1,25). 

Замечание 2,1. Из теорем 1,1 и 2,1 следует, что центроевклидова теория по­
верхностей полностью характеризуется расстоянием g от начала и первым 
евклидовым тензором вместо первого центроевклидова тензора. 

Замечание 2,2. В теореме 1,2 были найдены направления на гиперповерх­
ности, в которых инвариант 

1 
= g |cotg a| = dcp 

принимает экстремальные значения, то есть, собственно говоря, направления, 
в которых экстремальные значения принимает угол направления на гипер­
поверхности с радиусом-вектором. Следовательно, в найденных направле­
ниях примет экстремальное значение и инвариант (см. [1]) 

|dg| 
ds 
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Точно так же, как и в § 1, можно показать, что касательные направления много­
образия g — konst на гиперповерхности сопряжены с градиентом gt относи­
тельно евклидова тензора Aik, то есть евклидовски перпендикулярны. Для 
(минимального) инварианта sœll

pœ1 в направлении градиента тогда легко 
получить 

(2.5) (-^Л = cos2 a = QtQkAik , 

где тензор А1к определяется соотношением Ai}Ajk — ök. 
Установим теперь связь между евклидовой и центроевклидовои связностями 

Гф ук
ц. Справедлива 

Теорема 2.2. Для евклидовых и центроевклидовых символов Христоффеля 
второго рода Г ijk = Г^А8к, yijk = у*иа8к имеют место формулы 

(2.6) rijk = (QU - Qdij) Qk + Q{Qiajk + Qjaik + gyijk) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы будем исходить из формул Гик = г^гк. Для rtj 

нетрудно получить дифференцированием 

(2.7) ги = (Qij - Qdij) а + QiQj + Qjai + дук
иак . 

Помножив скалярно на гк = ока + оак, мы легко получим доказываемую 
формулу, ч. т. д. 

Из формулы (2,6) мы без труда получили бы умножением на Aks формулы, 
связывающие г £ и ук

и. 
Найдем теперь соотношение между вторым евклидовым тензором Bijy с од­

ной стороны, и расстоянием Q И тензором aij9 с другой. Таким образом вопрос 
о связи между евклидовой и центроевклидовои теориями гиперповерхностей 
будет решен до конца. Справедлива 

Теорема 2,3. Для второго евклидова тензора Ви имеет место формула 

(2.8) Ви = ?2£— [Q(6ÎJ - Qatj) - Qk{Qiôk + Qjôï + oiïj)] . 
A 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы исходим из определяющего соотношения 

(2.9) Ви = ^ [ г у , г 1 , . . . , г 1 | - 1 ] . 

А 

Формулу (2,7) для ги можно переписать в виде 

(2.10) г у = (QU - gay) a + (Qiökj + Qjô\ + oykij) ak . 

Пользуясь для краткости обозначениями 

(2.11) QiJ - Qau = <хи , g fi) + Qjôk
t + oy% = ßk

u , 
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мы получим из (2,10) 

= О у в + ßkijabQia + eai , . . . , е*о + № .... ^ - i a + Qan~\~] = 

= а у б " " 1 ^ ai> •••> °n- i ] + /?Цак, QQU ...9Qak_l9Qka, gak + u ..., ga^^ = 

= Ы1'1 ~ ßkuQn~2Qk)l^ °i, . . . , 0 . - 1 ] • 

Итак, мы в общем получаем 

(2,12) [г /у, г ь ..., r n _ J = еадп-2(дсси ~ Qkföj) . 

Из формул (2,9), (2,11) и (2,12) непосредственно следует утверждение теоремы. 
Рассмотрим еще связь между центроевклидовой и центроаффинной теориями 

гиперповерхностей. В центроаффинной теории гиперповерхность снабжена 
в каждой точке центроевклидовой нормалью г. Притом имеет место основное 
уравнение 

(2ДЗ) г у = С'игя + дцг, 

где C]j — центроаффинная связность первого рода, a gtj — асимптотический 
тензор. Как известно, центроаффинная теория гиперповерхностей полностью 
характеризуется центроаффинной связностью Cs

tj (см., напр., П. А. Ш и р о к о в 
и А. П. Широков : Аффинная дифференциальная геометрия. Москва 1959). 

Итак, для установления связи между центроафинной и центроевклидовой 
теориями гиперповерхностей достаточно выразить центроаффинную связ­
ность Ck

tj при помощи объектов центроевклидовой теории. Справедлива 

Теорема 2,4. Для центроаффинной связности первого рода C\j имеет место 

(2.14) С% = I*j - В,кВи 3,1g M , 

где 

(2.15) со = ^ v о"а 

a Bsk — тензор, взаимный тензору Вц (т. е. B{jBik = ôk). 

Доказательство. Введем вектор 

(2.16) Ь = coN, 

где N = [I/A] (rt л . . . л г„_х) есть единичный вектор евклидовой нормали, 
так что 

(2.17) Ьг = 1 . 

В силу определения вектора Ь 

(2.18) Ьг, = V = 0 , 

(2.19) « у . = -Ыи. 
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Ввиду условия (2,17) мы получим для скаляра со после несложных выкладок 

ш[г, г1? ..., ги_1] = û?[go, g^q + gq l9 ..., дп_ха + g ^ - j ] = 

Л А 
содпеа л еА 

— = 1 , то есть со = — , 
А дпа 

что представляет собой формулу (2,15) (со является, очевидно, обратной вели­
чиной длины проекции радиуса-вектора на евклидову нормаль). 

Из уравнений (2,13), (2,18) и из определения тензора Btj следует прежде всего 

(2.20) ди = rtjh = coruN = coBtj . 

Далее, из уравнения (2,13) следует, с учетом (2,19) и (2,20), —rijhl = Cs
{jgsl = 

= соС^В^. Отсюда следует 

-rij(cotN + coNt) = coCs
uBsl, 

что в силу уравнений Гаусса и Вейнгартена дает 

(2.21) - ( Г у г , + B,jH) (Ü),N - coBs
trs) = а>ГцВй1, 

где Bs
k = BkjAjs. После преобразований получим из (2,21) 

-œfitj + coBuHj = а>СацВя1. 

Отсюда, умножая на В1к, мы получим 

~щВ1кВи + соГк
и = соС\п ч. т. д. 

Без принципиальных трудностей можно было бы при помощи получе­
нных уже результатов выразить Ск

и только через основные центроевклидовы 
объекты ^ и О0- и их производные. 

3. ПОВЕРХНОСТИ В Е% 

Все результаты, полученные в двух предыдущих параграфах, дают в случае 
п — 3 специальные результаты для центроевклидовой теории поверхностей 
в трехмерном центроевклидовом пространстве. Приведем несколько замечаний 
к ним. 

А. Условие (1,20) в основной теореме 1,2 можно, как известно, заменить 
условием, чтобы гауссова кривизна к, определенная при помощи yk

ij9 равнялась 
единице. 

Б. (п — 2)-мерное многообразие g = konst из теоремы 1,2 и замечания 2,2 
сводится к кривой, так что в каждой точке поверхности существуют в точности 
два взаимно перпендикулярных замечательных направления, в которых ин­
вариант \jpco1 принимает экстремальное значение, а именно касательное на­
правление кривой Q = konst и направление, определяемое градиентом gt. 
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При помощи этих направлений можно на поверхности определить два орто­
гональных семейства замечательных кривых. 

В. Выведем теперь формулу для центроевклидовои кривизны <pœ2 кривой 
на поверхности. Справедлива 

Теорема 3,1. Для центроевклидовои кривизны фсо2 кривой в точке поверхности 
имеет место 

(3,0 "Ч-rînl-
| d(p dcp I 

где ô — символ абсолютной производной, определенной при помощи центро­
евклидовои связности у\р a sik есть бивектор 

(3.2) eik = [a, ah afc] 

с существенной ненулевой координатой 

(3.3) 812 = га . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из [1] следует для <рсо2 формула 
do d2o" (3,4) 

Для dal dcp имеет место 

(3,5) 

" с о , о, dcp dcp2 

da_ 
dcp ' dcp 

Для d2a/d<p2 получаем с учетом уравнений (1,17) 
d_!°_ 
dcp2 dcp dc/> dcp2 

d^ dÇ/ 

dcp dcp 

то есть 

(3,6) 
d2ö d2Ç 2zk 

dcp2 dcp2 

Подставляя (3,5) и (3,6) в (3,4), мы получаем 

dcp dcp2 К ah ak] 4. т. д. 

Замечание 3,1. Формулу (3,1) можно переписать в виде 

(3,7) 
(pcD2 — ci абс. вел. 

d i l , 
dcp , 

ö2e 
dcp2 

<щ 
àq> ] 

ô2e\ 
dtp 2 ' 

Отсюда следует, что кривая на поверхности будет центроевклидовои геодези­
ческой линией если и только если в ее точках фш2 = 0, т. е. если она является 
кривой в плоскости, проходящей через центр пространства. 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

DIFFERENTIALGEOMETRIE DER HYPERFLÄCHEN 
IM ZENTROEUKLIDISCHEN RAUM Ec

n 

CESTMIR VITNER, Praha 

In dieser Arbeit werden die Hyperflächen im Zentroeuklidischen Raum E% studiert. 
Den Ausgangspunkt zu diesem Studium bildet die Zentroeuklidische Kurventheorie, 
die in Arbeit [1] des Autors erweitert wird. Die Arbeit besteht aus drei Teilen. 
- Im ersten Teil wird mit Hilfe des Zentroeuklidischen Bogens q> der Kurven auf 
der Ну perfläche der erste zentroeuklidische Tensor aik definiert, der mit der Ent­
fernung Q vom Ursprung des Raumes die Hyperfläche bis auf die zentroeuklidischen 
Bewegungen im Raum eindeutig bestimmt. Neben dem Tensor aik wird in der vor­
liegenden Arbeit ein weiterer zentroeuklidischer Tensor Qtgk betrachtet, sowie der 
mit diesen beiden verbundene Invariant dg/dcp, welcher nur von der Richtung in der 
tangentiellen Hyperebene der Hyperfläche abhängig ist. Es werden in dieser Arbeit 
Richtungen angeführt, für welche dieser Invariant extrem ist. 

Der zweite Teil der vorgelegten Arbeit deutet den Zusammenhang der euklidischen, 
der zentroeuklidischen und der zentroaffinen Theorie der Hyperflächen an. Es ist 
die Beziehung zwischen dem ersten euklidischen Tensor, der Entfernung vom Ur­
sprung des Raumes und dem ersten zentroeuklidischen Tensor angegeben. Weiter 
wird auch die Beziehung zwischen dem euklidischen und dem zentroeuklidischen 
Zusammenhang und endlich die Beziehung zwischen dem zweiten euklidischen 
Tensor und den zentroeuklidischen Grundobjekten angeführt. Die Beziehung zwi­
schen der zentroeuklidischen und zentroaffinen Theorie der Hyperflächen wird da­
durch ausgedrückt, dass der zentroaffine Zusammenhang ersten Grades durch 
Zentroeuklidische Objekte dargestellt wird. 

Im dritten Teil dieser Arbeit werden einige spezielle Anmerkungen für Flächen 
in E% angeführt. Es wird unter anderem die Formel für die zentroeuklidische Krüm­
mung der Kurven auf der Fläche angegeben und gezeigt, dass die zentroeuklidischen 
geodetischen Linien ebene Kurven sind, welche in den durch den Mittelpunkt des 
Raumes gehenden Ebenen liegen. 
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