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YexocaoBauknii MaTemMaTnyecknii xypuan, 1. 13 (88) 1963, INpara

NICHTOSZILLATORISCHE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
2. ORDNUNG

JAN MARiK, Praha und MiLo§ RAB, Brno

(Eingelangt am 2. Mirz 1961)

Es werden asymptotische Eigenschaften von Losungen einer nichtoszilla-
torischen Gleichung y” + p(x) ¥’ + q(x) y = 0 im Zusammenhang mit
Losungen einer Riccatischen Gleichung 6(x) z' + z2 + P(x) z + Q(x) = 0
studiert. Dieser Zusammenhang erméglicht die logarithmische Ableitung von
Losungen der ersten Gleichung eingehend zu untersuchen und eine Reihe
von asymptotischen Formeln insbesondere fiir Losungen der Gleichung
y" = A(x) y abzuleiten.

1. Bezeichnungen und Verabredungen. Es sei E; die Menge aller (endlichen)
reellen Zahlen. In der ganzen Arbeit ist a € E; und J = {a, o). Es sei ferner C, das
System aller (endlichen) reellen in J k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
(k =0,1, ) Die Zeichen —, lim, lim sup usw. beziehen sich immer auf den Fall,
dass die unabhéngige Verdnderliche gegen oo strebt. Anstatt |} f(x) dx werden wir
oft [} f schreiben. Wenn kein Missverstiindnis zu befiirchten ist, werden wir in Be-
ziehungen wie z.B. ,,f'(x) = g(x), f(x) > h(x) (b; < x < b,)* das x auslassen und
einfach ,,f" =g, f > h in {(by, b,>* oder nur ,,.f" =g, f > h* schreiben. Das
Symbol f ~ g wird bedeuten, dass die Funktionen f, g in einem Intervall <{b, oo)-
definiert sind und dass es eine Funktion ¢ mit den Eigenschaften f = ¢g, ¢ - 1
gibt.

Wenn jede nichttriviale Losung der Gleichung

(1) Y +py +qy=0 (p.qeC)

nur endlichviele Nullstellen in J hat, so heisst die Gleichung (1) nichtoszillato-
risch.

2. Definitionen. Wir sagen, dass die Gleichung
(2) 82 +z22+Pz+ Q=0 (5,P,QeCy 5> 0)

reguldr ist, wenn sie eine Losung in einem Intervall (b, o) hat.
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Wenn f in einem Intervall <b, ¢) (a £ b < ¢ £ o0) stetig ist, so setzen wir

x t
107, b, ) =j 5_l(t)exp{— f 571 (of + P)} dt (b<x<d).
b b
Es sei ferner z eine Losung von (2) im Intervall (b, oo) und es gelte I(z, b, c0) = oo.

Dann sagen wir, dass z eine Hauptlosung ist.’)

3. Lemma. Es sei z, eine Losung von (2) im Intervall J, = <b,c) < J; es sei
Be€E, und I(zy, b, x) # B fiir x € Jo. Dann ist die Funktion

_ exp{—[507".(2z; + P)}
o) i = i) + S !

auch eine Lésung von (2) in J, und es gibt Zahlen ky,x, (x; > 0) mit

Ky
B — 1(zy4, b, x)
Ist ¢ = oo, so ist die Bedingung I(z,, b, ©) = f8 notwendig und hinreichend, dass z,
eine Hauptlosung ist; in diesem Fall ist z, < z,.

Beweis. Wir setzen g,(x) =exp{— [367'.(2z; + P)} (j =12), fi(x) =
=1I(zy, b,x) = B, fo(x) = I(z5, b, x) (x€ J,). Es gilt offenbar of; = g;, o9} +
+ ¢;.(2z; + P) = 0; daraus folgt nach kurzer Rechnung, dass z, = z, + gfit
eine Losung von (2) ist. Aus der Gleichheit 2z, + P = 2z, + P + 2g,f; ' folgen
‘die Beziehungen (logg,) = —(2z, + P)6 ' = —(2z, + P) 7' = 29,67 'f7' =
= (logg,) — Aifit = (logg,fl_z)', 92 = K9 S1 % [3= 92067 =907 7% =
=xf1f12 = (= f1Y), fo = —Kk.f1' + K, womit (4) bewiesen ist; der Rest ist
jetzt klar.

(4) I(z;, b, x) = + 1, (xelJo).

4. Satz. Es seien zy, z, zwei verschiedene Liésungen von (2) im Intervall J, =
= (b, c) = J; wir setzen ff = (z,(b) — z,(b))"", f(x) = I(zy, b, x) (x € J,). Dann
ist

(S ’
(5) =z I
f-8B

Beweis. Wegen 8(x) f'(x) = exp {—[; 07" .(2z, + P)} ist(5) mit(3) identisch.
Wenn wir also z* = z; + §f".(f — )™ setzen, so ist nach Lemma 3 die Funktion z*
in ihrem Definitionsbereich eine Lsung von (2). Es gilt aber z*(b) = z,(b) — 7' =
= zz(b); daraus folgt leicht, dass f % ff und z* = z, in J, ist.

5. Satz. Wenn die Gleichung (2) eine Losung in {b, o0) hat, so hat sie in diesem
Intervall genau eine Hauptlisung z,. Ist z, eine Losung in J, = {c, o) (¢ 2 b),
S0 istzy = zq in Jy.

(Folgt unmittelbar aus Satz 4 und Lemma 3.)

1) Den Begriff einer Hauptlosung der Gleichung #” = A(x) — u? hat . M. Co6ous in [3]
eingefiihrt. N
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6. Satz. Es seien z,, zy, z, Losungen von (2) im Intervall (b, o); wir nehmen an,
dass z, eine Hauptlésung und z, # z, % z, ist. Dann gilt (z; — z,)/(z; — zo) = 0.
Ist [ 67" = o0, so haben wir lim inf |z, — z,| = 0.

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall z; # z, und schreiben y = (z(b) —
— zo(b))™'. Wenn wir die Bezeichnungen aus Satz 4 behalten, so haben wir z, =
=z+ 0 . (f=PB)" zo=2z, +3f .(f—y)""'; nach Lemma 3 ist f—>y + B
und somit

LR G Bl R

Zo—zy f—P
Aus (z, — z;). 67" = f".(f — B)~ ' folgt leicht die Beziehung [° |z, — z,|. 67" <
< oo; wenn also das Integral | 67 divergiert, muss die Gleichheit lim inf |z, — z;|=
= 0 bestehen.

7. Lemma. Es gelte e Ey, oy, a5, 0 € Cy, ay = 05, 9 > 0, Jo =<(b, ¢) = J; z sei
eine Losung der Gleichung
(6) 0z +(z —ay)(z — ) =0

in Jo, Yy sei eine nichtfallende und \y eine nichtwachsende Funktion in J,. Dann
gelten { fiir das Intervall J,) die folgenden Implikationen:

I 2(b) Yu(b), oy Sy =z =Yy
I zZ(b) > Y(b), a, <Y <oy =>z>y;
1I1. z(b)<pLo,=>z<f.

Beweis. Es sei z. B. z(b) > y(b), a, < ¢ < a; in J,. Gesetzt, es gibe ein x € J,
mit z(x) < Y(x); es sei x, das Infimum der Menge aller x mit dieser Eigenschaft.
Man sieht leicht, dass z(x,) = y(x,) ist. Wegen z(x,) < o(x,) gibt es ein solches
x; €(b, xo), dass im Intervall L = (x;, x,) dic Ungleichung z < o besteht; in L
gilt aber auch z >y = «a,. Daraus folgt nach (6) z’ > 0 in L, was der Bezichung
z(x4) > Y(x1) = ¥(xo) = z(x,) widerspricht. Dadurch ist II. bewiesen. Ahnlich kann
man I. und III. beweisen.

8. Satz. Es sei b = a, fe E;. Wenn in (b, o) keine Ldsung z von (2) mit
z(b) = B existiert, so gibt es ein ¢ > b und eine Losung z* von (2) in (b, ¢) mit den
Eigenschaften z*(b) = B und lim z*(x) = — o0.

x—ec—

(Der Beweis kann dem Leser iiberlassen werden.)

9. Satz. Esgelte ay, a,, € Cy, d > 0, b = a. Es sei \y eine solche nichtwachsende
Funktion, dass a, < < oy in (b, oo) ist. Dann hat (6) eine Losung in {b, oo) und
fiir die Hauptlosung zq von (6) gilt zo < . '
kation I1.) folgt leicht, dass es eine Ldsung z von (6) in (x,, 00) mit z(x,) = Y(x,) + ¢
gibt. Da nach Satz 5 zy(x,) < z(x,) ist, haben wir zy(x,) < ¥(x,) und somit z, < Y.

Beweis. Wir wihlen ein ¢ > 0 und ein x, = b. Aus Satz 8 und Lemma 7 (Impli-
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10. Satz. Es gelte oy, oy, 5€ Co, oy = a1y, 8 > 0, [ 571 = 05 wir s.etzen 0 =
= limsup a;, ¢; = liminfa; (i = 1,2) und nehmen an, dass di¢ Relation 6, < 1
besteht. Dann ist die Gleichung (6) reguldr; ihre Hauptldsung Zo erfiillt die Be-
dingungen

(7) t, £liminfzy,, limsupz, < 0,

und fiir jede Funktion z, welche in einem Intervall (b, o) eine Ldsung von (6),
jedoch keine Hauptlésung ist, hat man

(8) t; £liminfz, limsupz < oy .

Wenn s eine nichtfallende Funktion mit y < a, in J ist, so gilt (im Definitions-
bereich von z,) die Ungleichung ‘

) Zo =Y.

Beweis. Wir wihlen ein f e E; mit g, < f§ < ¢;. Es gibt ein b, > a derart, dass
w, < B < oy in (by, oo) ist. Nach Satz 9 hat (6) in <b;, ) eine Losung und die
Hauptldsung z, von (6) erfiillt dort die Bedingung zo < B; daraus folgt

(10) limsupzy £ o0,.

Es sei nun i eine in J nichtfallende Funktion mit < «, (der Fall y = — oo wird
nicht ausgeschlossen). Gesetzt, es wiire zo(xo) < ¥(Xo) fiir irgendein x. In {x,, o)
haben wir dann k < ¥ < a, mit x© = Y(x,), also (nach III. aus Lemma 7) z, < «,
—zp = 6" (g — zo) (o — zo) = 87 .(k — z¢)%; fiir x > x, ist demnach
= (2o(x0) — 1) ™" > (zo(x) — K) ™" = (z0(x0) — K)™' = J3, —zf . (20 — )P 2
2 [%, 67" = oo. Durch diesen Widerspruch ist (9) bewiesen. Wihlen wir y(x) =
= inf ay(t), so sehen wir, dass lim inf z, 2 limy = ¢, ist, was mit (10) die Bezichung

t2x
(7) ergibt.

Es sei nun z eine Losung von (6) in (b, o), die keine Hauptldsung ist. Wir wihlen
Zahlen y, ¢ mit 0, <7y <y + ¢ < ¢;. Es gibt ein b, derart, dass in <{b,, oo) die
Ungleichungen a, <y, y + ¢ < o; < 0y + ¢ bestehen. Laut Satz 8 und Lemma 7
(Implikationen I. und IL) existiert eine Losung z* von (6) mit z*(b,) = a(b,)
und y + ¢ < z* £ 6, + ¢ in {b,, ). Aus (7) folgt z* # z, und nach Satz 6 ist
liminf |z — z*| = 0. Daraus ergibt sich die Existenz einer Zahl b; > b, mit
|z(bs) — z*%(bs)| < &; es gilt offenbar y < z(b;) < ¢, + 2¢. Nach Lemma 7 haben
wiry < z < g, + 2¢in (b3, o), womit auch (8) bewiesen ist.

11. Satz. Es gelte p, g€ Cy, y, 0 € Cy, 6 > 0; wir setzen
(11) P=pé—356 +2,
(12) Q=g+ 9> + pyd + 7’6 —

und behaupten:
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. Wenn y eine Losung von (1) im Intervall J, = J und wenn y % 0 in J, ist,
dann ist die Funktion

(13) z=3yy ' —y
eine Lésung von (2) in J,.

II. Wenn z eine Losung von (2) im Intervall Jo = J und wenn b e J, ist, dann ist
die Funktion

(14 5(x) = exp { j e y>a-1} (xe o)

b
eine Losung von (1) in J,.
1. Die Gleichung (1) ist dann und nur dann nichtoszillatorisch, wenn (2)
reguldr ist.

Beweis. Es sei zundchst y eine beliebige in J, zweimal differenzierbare Funktion,
welche dort keine Nullstelle hat. Wir setzen

(15) Vo+py tay=f

und definieren eine Funktion z durch (13). Dann ist 2’ = (8'yy’ + 8y . (f — py’ —
—qy) =y .y =y =y (8 = 0p) = (VYo —qd—y + ofyTh.
Wenn wir da (z + y) 6! statt y’y~! schreiben, so bekommen wir

(16) 2= —=06"".(22+ Pz + Q)+ &fy”",

wie man leicht nachrechnet. Wenn nun y eine Losung von (1) ist, so haben wir f = 0
und z ist eine Ldsung von (2). Wenn umgekehrt z eine Losung von (2) ist und wenn
wir y, f durch (14) und (15) bestimmen, so gilt offensichtlich auch (13) und (16),
was f = 0 ergibt. Damit ist I. und II. bewiesen; daraus folgt sofort III.

12. Definition. Wir nehmen an, dass die Gleichung (1) nichtoszillatorisch ist,
und setzen W(x) = exp {— [} p}. Es sei y eine Losung von (1). Wir sagen, dass y eine
Hauptlosung ist, wenn eine solche Zahl b existiert, dass die Beziechungen y = 0
in (b, o0) und [ Wy~? bestehen.

13. Satz. Es sei (1) eine nichtoszillatorische Gleichung.
L. Es existiert eine Hauptlésung von (1) und je zwei Hauptlosungen sind linear
abhdngig.

II. Es gelte y,5€ Cy, 8 > 0; wir definieren P, Q durch (11) und (12). Unter
diesen Bedingungen ist eine Losung y von (1) genau dann eine Hauptlésung,
wenn es eine solche Zahl b gibt, dass die Funktion (13) eine Hauptlosung von 2
in {b, o) ist.

Beweis. Es sei y eine beliebige nichttriviale Losung von (1) und es sei y(x) & 0
fiir x 2 b. Wir definieren in <{b, c0) eine Funktion z durch (13). Da 2z + P =
= 20y'y™' + pd — &' ist, haben wir (3671 .(2z + P) = [} (2y'y"' = 867" + p),

213



exp{—=[307".(2z + P)} = «.8(x). y~*(x). W(x) (x > 0) und folglich I(z, b, o0) =
=« [y Wy~?, was mit Satz 11 die Behauptung II. ergibt. Laut Satz 6 existiert aber
in (b, o) genau eine Hauptlésung z von (2) und durch (13) ist y bis auf eine multi-
plikative Konstante bestimmt.

14. Satz. Es gelte p,qe Cy, 7,0€Cy, 6 >0, [P 57" = c0; es sei weiter 4 =
= (6" — p8)* — 45 .(y' + qd) = 0. Wir setzene, = 1,¢, = —1,

(17) H(x) = [207", K(x)= [Iys7",
(18) a; = =y + 3(8" — pd + g,4'1?), ’
(19) ; = liminfo;, o;=Ilimsupa;, (i=1,2)

und nehmen an, dass 6, < t, ist. Dann ist die Gleichung (1) nichtoszillatorisch und
fiir jedes Fundamentalsystem y,, y, von (1), wo y, eine Hauptlgsung ist, gilt
(20) u < liminf (8yiy7 ' —p), limsup (3yiy;' —y) < oy,
(21) ¢ < liminf((log |y — K).H™'), limsup((log |y — K).H™') < 0;.
.Weiter setzen wir voraus, dass die Beziehung
(22) —0 <l =0,<( =0, <®©
besteht und dass eine von den folgenden drei Bedingungen erfiillt ist:
1) [ 1doy| < oo
2) J& 1day| < o0 ;
3) es gibt eine nichtnegative nichtwachsende Funktion ¢ mit [ ¢~ < oo und
la; = 0,] < @.
Dann gibt es Zahlen c,, c, mit
(23)  yix) ~ ciexp {3 + 7)07'} = c;exp {K(x)} exp {[Fa07'} (i=1,2).
Beweis. Wenn wir P, Q durch (11) und (12) definieren, so gilt
(24) wto, =0 —pd—2=~-P, ou=0,

wie man leicht nachrechnet; in diesem Fall ist also (2) mit (6) identisch und laut
Satz 10 ist (6) reguldr. Nach Satz 11 ist (1) nichtoszillatorisch und die Funktionen
z; = 6y}y; ' — y sind Losungen von (6) (in einem Intervall (b, c0)); auf Grund von
Satz 13 folgen jetzt die Beziehungen (20) aus (7) und (8).

Es sei nun t eine beliebige Zahl grosser als a,. Es gibt ein by mit 5y5y; ' — 9y < T
in (by, ©); demnach hat man y3y;' — 6~ < 67! und log|y,] — K = tH +
+ Ky (k, € E;). Wegen H » oo gilt limsup ((log |y,| — K). H™') £ t; mithin
ist lim sup ((log |y,| — K). H™") < ¢,. Ahnlich kann man die iibrigen Ungleichun-
gen in (21) beweisen.

Es gelte nun (22). Wenn 3) erfiillt ist, so haben wir offensichtlich ¢ — 0; es gibt
daher ein b mit 6, + ¢ < a, in (b, ©). Wenn man in Satz 10 o, — ¢ statt  und

214



in Satz 9 ¢, + ¢ statt ¢ schreibt, so sieht man, dass g, — ¢ < z, £ 0, + ¢, also
|z, — o3| < 20 in (b, ) ist; daraus ergibt sich die Existenz eines endlichen Grenz-
wertes

(25) lim f ey —a2) 57"

a

Ist 1) erfiillt, so bestimmen wir zunichst cin b mit z, < a, in {b, ). Da

log (2y(x) — z(x)) = +de(°‘_x"?_2) o +J* W f 2,

b % T 22

ist, haben wir

(26) J T~ log () — 5() + j

b %1 T Z2

* doy

(x > b).

b %1 2

Nach (6) gilt (z, — 0,) 67" = 2z . (¢; — z,)”", was mit (26) wieder die Existenz
eines endlichen Grenzwertes (25) ergibt. Man hat offenbar y5y; ' — (a; + ) 67! =
= (z, — a,) 67'; wenn also 1) oder 3) in Kraft ist, so existieren endliche Grenz-
werte lim (log [y,(x)| — [¥ (o + ) 87Y), lim (yy(x) . exp {=[3 (20, + 7) 67'}) =
= ¢, =+ 0. Daraus folgt (23) fiir i = 2.

Setzen wir ferner W(x) = exp {—[J p}, so haben wir oW.(y,y,)"" = K;6.
iy = ya) ()T =ka(zy — z) > ke F 0, also py(x) ~ ks . 0(x) . W(x).
3 (x) ~ ke O(x) . exp {[Z(=p — (a; + ) 87")}. Wegen (24) ist jedoch —pé —
— (0, + ) =0y +9 — &, s0dass y;(x) ~ kg .5(x).exp {5 (ay +y—0)d7 "} =
= ¢; . 8(x).exp {[I(o;+ 7)1} exp {— log 8(x)} = ¢, . exp {JJ (o + y) 6~ '} ist.
Daraus folgt (23) fiir i = 1.

Wenn schliesslich 2) erfiillt ist, so beweisen wir zunédchst die Existenz von ¢; und
daraus leiten wir die Existenz von ¢, her.

15. Satz. Es gelte p, g € Co, [ |dp] < oo, [T |dg| < oo0; wir setzen 4 = p* — 4q
und nehmen an, dass lim 4 > 0 ist. Dann ist die Gleichung (1) nichtoszillatorisch
und hat ein Fundamentalsystem y,, y, mit

o)~ exp {[ Y e (o= en = -1

b

y, ist eine Hauptlésung.?)

Beweis. Es geniigt, in Satz 14 y = 0 und 6 = 1 zu setzen.

16. Satz. Es sei Ae C;, A > 0 und

27) f 447172 < w .

2) Fiir p = 0 hat diese Formeln A. WINTNER in [4] abgeleitet.
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Wir setzen o = 1, & = —1, 2 = lim (A, 6, = 11 1 o2 + 1) (1 = 1),
Dann ist [ A'* = oo und die Gleichung

(28) y” = Ay

hat ein Fundamentalsystem yy, ¥, mit

.V.-(x) ~ A—m(x) . exXp {gij ALz (1 + _11_6A,2A-3)1/2}’

1/2 .
Vi~ oAy

y, ist eine Hauptlosung.®)

Beweis. Wir schreiben § = A™"2, o, = 2(6" + &0 + 4)'/3). Aus &' » 1 < 0
folgt zundchst o(x).x"'-— 1, also [?A'Y? = [?5™' = co. Offensichtlich ist
lima, =0, <0 <o, =lima; und wegen (27) gilt [ |do;| < o0 (i = 1,2). Da
(82 + 4)/2.(28)7" = AY2 (1 + LAA%)1/2 und [£(20)71. 8 = K, + Llog 6 =
= Ky + log A7"* ist, haben wir exp {[Ta 07"} = Kk, . A7V¥(x) . exp {¢; [F A"2.
(1 4+ £A2473)"2). Wenn nun Y, eine Hauptldsung und Y, eine von Y, unab-
hiingige Losung der Gleichung (28) ist, so haben wir nach Satz 14 (wo wir y =
=p=0, g = —A setzen) 8Y/Y ! - o,. Daraus bekommen wir nach Satz 14 unsere
Behauptung.

17. Satz. Es gelte A€ Cy, d € Cy, 5 > 0, sup |§'| < oo, sup 46* < oo, inf 46% > 0.
Wir setzen H(x) = (567", a; = 3(8" + g0 + 445%)1?) (g = 1, &, = —1), 1; =
= liminfa;, 0; = lim sup a;. Es sei y, eine Hauptlésung und y, eine von y, un-
abhdngige Ldsung der Gleichung (28). Wenn wir noch W= yiy, — yy5, f =
= y,y,W™! setzen, so gilt

(29) , ]imH=J 07l =00,

(30) —0 <y, 6, <0<y, o <00,

(31) t; < liminf 8yjy; ', limsup dyiy;*' < o,

(32) ty— 0, £ liminf §f~1, limsup6f ' < o, — ¢y,

(33) —1 < (i + 1) (1 — )7 " < liminff’,
limsup f' < (6, + 0,) (0, —0;)7 " <1,

(34) ¢ < liminf (H™" . log |y;|), limsup(H™'.loglyl) < oy,

(35) log |yl ~ —log Iyl (k * i).

Beweis. Aus der Beziehung sup ¢’ < oo folgt leicht (29). Wir definieren nun 5 =
= inf 46% und ¢ t) =t + (1> + n)"/? (t€ E,). Es ist leicht zu sehen, dass ¢;

3) Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Resultates von P. HARTMAN und A. WINTNER
([1], S. 82).
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wachsende Funktionen sind. Daraus folgt 20, > §’ + (6'* + n)'’? =z @, (inf &),
20, £ 6 — (8" + n)'* < ¢, (sup &'), also ¢; > 0, 6, < 0; offensichtlich ist ¢, >
> —, 0; < co. Wenn wir in Satz 14 y = p = 0, g = — A4 setzen, so bekommen
wir (31), (34) und wegen f ' = 8. (¥iys — yiyh). (yyy,) "t = Syiyrt — dyhyat
gilt (32). Aus (30) und (31) sehen wir, dass y,y5 + 0 in einem Intervall (b, o) ist;
daher konnen wir h = —(y{y,) . (y;»2) " setzen und auf Grund von h = —(3yiyy ).
. (6y4y7 ') " erhalten wir nach (30) und (31)

1

(36) 0< — ;' <liminfh, limsuph £ —0g,0;,' < .

Esistf = (yiy, + y1y2) - (Vi — y1y3) "1 also f/(x) = g(h(x)) mit g(t) = (1 - 1).
(t+1)7". Da g(1) fiir t > 0 wichst, gilt nach (36) liminff" = g(lim inf h) >
= g(-—LIL;I) = (Ll +L2) (¢ —Lz)‘l > —1, limsup f'= g(lim sup h) < g(——alaz_‘) =
= (0, + 0,) (6, — 0,)7" < 1, womit (33) bewiesen ist.

Auf Grund von (29) und (34) hat man

(37) log |y;| = o, logly,| » —w

(also [y] = o, |y,] = 0). Aus (33) und aus den Beziehungen 2yiy, = W(1 + f'),
=2y, y3 = W(1 — f) ergibt sich ferner, dass log|yi| + log|y,| = log|yiy.| =
= O(1), log |yl + log|ys| = log|y,y5| = O(1) ist; daraus folgt nach (37) die
Beziehung (35).

18. Satz. Es sei Ae Cy; wir setzen j(x) = x, I(x) = logx, A = lim inf Aj* und
nehmen an, dass A > —i— ist. Dann ist die Gleichung (28) nichtoszillatorisch; es
sei y, eine Hauptlosung und y, eine von y, unabhdngige Losung der Gleichung
(28). Wenn wir noch A = limsup Aj%, g, = 3(1 + (1 + 44)'7?), ¢, = A+ (1 +
+ AV, g, = 11— (1 4 40)12), 1, = Y1 — (1 + 44)'7?) setzen®), so gelten die
Abschdtzungen

(38) t; £ liminfjyly;', lim sup jyiyi ' <oy,

(39) i < liminf (171 . log |y,[), limsup (I™" - logly;l) < o;,

(40) 4 — 1 < liminf (17 . log |yy]) . limsup (17" - log yil) < oy — 1;
fiir 2 > 0 ist

(41) 1, — L <liminf(I"1 . log|yy]), limsup (/™" loglyal) <oy — 1,
fiir A <0 ist
log|yil ~ —loglnl (i1
Beweis. Wenn wir in Satz 14 6 =j, p=7=0. 4 = —A setzen, so haben wir
o = X1 + &1 + 44j2)'/?), also ¢, = lim inf a;, 0; = lim sup &; und aus (20), (21)
folgen unmittelbar die Beziehungen (38), (39)-

#) Fiir 4 = o0 ist also 0y = 00, t; = — 0-
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Wegen ¢, > L gibtesein b > 1 mitjyiy; ' > jin (b, ). Daraus folgt log [yi| >
> log [ys] — | = log2, I7'.log|yj| > 17" log |yl — 1 = o(1), lim inf(I"".
log [y;]) = liminf (/7" .log |y,]) — 1 = ¢ — 1; dhnlich beweist man die zweite
Ungleichung in (40). Ist A > 0, so haben wir ¢, < 0; nach (38) gibt es also ein ¢ > 0
und ein b > 1 mit [jy,y; ! > ¢ in (b, o). Daraus folgt nach (39) die erste Unglei-
chung in (41); dhnlich kann man die zweite beweisen. Es sei schliesslich 4 < 0.
Dann ist 0 < ¢, 0y < 1; die Funktion h = yiy,.(y,y3)"" erfiillt laut (38) die Be-
ziehungen 1 < /o, < liminf h, lim sup h < 64/t, < oo und nach (39) ist |y;| = o
(i = 1, 2). Aus der Identitit y,y5 = (yiy2 — y,¥3) (h — 1)7" folgt nun log [yiyil =
= 0(1), also log [yi| ~ — log |yl (k # i). Damit ist alles bewiesen.

Bemerkung. Ist 0 < A, A < oo, so folgen die Beziehungen log |y;| ~ — log |yl
aus Satz 17 (wo wir 6 = j setzen).

19. Satz. Es sei Ae C,, A > 0; wir setzen j(x) = x, H(x) = [5 A"/* und nehmen
an, dass ein endlicher Grenzwert lim (A™"?)' = 1 existiert. Es sei y, eine Haupt-
losung und y, eine von y, unabhdngige Losung der Gleichung (28). Dann hat man
H— o0, j 2. A7 - 22 fiir A = 0 gilt
(42) log [y,| ~ log [yi| ~ — log |yl ~ — log|yal ~ H,
fiir 2 > 0 gilt
(43)  loglysl ~ —log|ys ~ &logj, logl|yil ~ —logly,|l ~ (£ — 1)logj,
wo & = 3(1 + (1 + 4172)12) ist.

Beweis. Man hat offenbar j~'. 47"% —» 1, also lim H = [ 4" = c0. Es sei
zundchst 2 = 0. Wenn wir in Satz 17 § = 47*/% setzen, so ist ¢; = ¢; = ¢; und (42)
folgt unmittelbar aus (34) und (35). Wenn nun 1 > 0 ist, so kdnnen wir Satz 18

anwenden, wo wir 472 statt A schreiben. Dannisto, = ¢; = &, 0, = 1, = — £ + 1
und aus (39)—(41) folgt (43).

20. Satz. Es sei Ae Co. Wir setzen j(x) = x, I(x) =logx, y(x) = [}jA und
nehmen an, dass p = limsupy — liminfy < 1 ist. Dann ist die Gleichung (28)
nichtoszillatorisch; ist y, eine Hauptlosung und y, eine von y, unabhdngige
Lésung dieser Gleichung, so gilt

(44) limsup [jysys 'l € p, limsup [jyiyy' = 1 < g,
(45) limsup [I7! . log [p,l| £ u, limsup|I™' . log|y,| — 1| £ p.
Weiter setzen wir voraus, dass eine von den folgenden zwei Bedingungen erfiillt ist:

1) [2jIA] < oo;
2) es ist u = 0 und es gibt eine nichtnegative nichtwachsende Funktion ¢ mit

(46) jwj"<oo, ly — limy| £ ¢.

a
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Dann gibt es Zahlen c,, ¢, mit

(47) Vi~ e, Y2~ €,
(48) Yi~en, yy=o0(").
Beweis. In Satz 14 setzen wir 6 = j, g = — A, p = 0. Wegen y’ = jAd = — ¢é
ist 4 =1, also
(49) w=1-y, ag=—y,
(50) 6, = — liminfy <1 — limsupy = ¢, .
Nach (20) ist
(51) — u =1, + liminfy < liminfjy,p; "',

limsup jy,y; ' <o, + limsupy = u;

damit ist die erste Ungleichung in (44) bewiesen. Daraus ergibt sich leicht die erste
Ungleichung in (45). Ahnlich beweist man die entsprechenden Beziehungen fiir y,.
Wenn also p = 0 ist, so haben wir

(52) Jyayat =0, jyiyit -1

Gibt es ausserdem eine nichtnegative nichtwachsende Funktion ¢ mit den Eigen-
schaften (46), so ist die Bedingung 3) aus Satz 14 erfiillt; wenn [° jl4| < oo gilt,
soist 4 = 0 und es sind die Bedingungen 1) und 2) aus Satz 14 in Kraft. Da nach
(49) exp {[5(ay + ) 67"} =xyx, exp {[J(xy +y) 67"} =1 ist, kénnen wir auf
Grund von Satz 14 solche Zahlen ¢y, ¢, bestimmen, dass (47) besteht, und nach (52)
gilt dann auch (43).

21. Satz. Es gelte A, Be C, und die Gleichung
(53) Y” = BY
sei nichtoszillatorisch. Es sei Y,, Y, ein Fundamentalsystem dieser Gleichung;
Y, sei eine Hauptlosung und es gelte Y| Y, & 0 in J. Wir setzen W = Y| Y, — Y, Y5,
f=YY,W™ ' F=f?(A— B) und nehmen an, dass inf F > —} ist. Dann ist
auch die Gleichung (28) nichtoszillatorisch; es sei yy, y, ein Fundamentalsystem
von (28), y, sei eine Hauptlosung. Wenn wir noch 2 = liminf F, A = limsup F,

oy =(14+4)"2 =1 +4)"% 0, = -1, 1, = —0,6,=lL,e, = —1,0; =
=30, — &), 9; = 3(t; — &) setzen, so haben wir
(54) i < liminf (2fyiy;7 ' = f), limsup (2fyiyi' — f) £ o,
20-1 2,-1

(55) ; < lim infloLyif_—1 , lim sup logyif 7 <o,

log |Y; Y3 log |Y,Y ;!
(56)  9; <liminff. (yiy;' = YiY7"), limsupf.(yiyi' — YiY7') = 0,,

-1 -1

(57) 9, < liming B Ly g e Y Ly )

log|Y, Y, log |Y;Y ;|

Ferner gelten die folgenden Behauptungen:
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1) Wenn F — 0 ist und wenn das Paar (i, k) die Bedingungen i # k, liminf [Y}Y,| >
> 0 erfiillt, so haben wir
(58) ATIRED 0 I
2) Ist A < o und |Y,Y5| - oo, so gilt (58) fiir i =1, 2.
3) Ist [?|dF| < oo, so gibt es Zahlen by, ¢; mit
(59) yi~ b fU2. % = ¢, Y. &,
wo G(x) = [F(1 + 4F)"> . (2f)" und o(x) = [F2F .f~1.(1 + (1 + 4F)"/*)7" ist
4) Wenn |2 |dF| < oo ist und wenn das Integral 7 f.(A — B) konvergiert®),
soist F - 0(also 9; = ©; = 0) und es gibt Zahlen cf, ¢ mit

It

(60) Vi~ CT . Yi .

Beweis. Wenn wirin Satz 14 p = 0,9 = — A4, 6 = 2f, y = f’ setzen, so haben wir
a; = 364", 4 = 4f'2 — 8f (f" — 24f), 14 =(V[Y, + Yle’)ZW‘Z —2Y, Y, WL,
A(Y1Yy + 2Y]Y, 4+ Y\ YOW T 4 44f? = (Y{Y, — Y, Y5)PW T2 -2, Y, W .

2BY, Y,W ! 4 4Af? = 1 + 4f%.(A—B), also a;=¢,;. (1 +4F)"? lim sup o; = o,
lim inf o; = 1, Wegen 4> —1 ist 0, <0 < ¢;; ferner gilt (Y;Y;') = Wy;?,
mithin (da Y, eine Hauptlosung ist) Y; . (WY,)™! — co.Daraus ergibt sich | Y, Y;'| -
— o und f> 0. Auf Grund von (log|Y;Y;'|) = W.(Y,Yy) ' =f"1 =257"
erhidlt man

(61) H =k, +3log|Y,Y;'| >0
Wegen y6~* = f.(2f)"" = J(logf)’ ist
(62) K=K, + 3logf;

aus (20), (21), (61) und (62) folgen die Ungleichungen (54) und (55). Aus (54) und

YRR L RO GRS
Y]Y, — Y,Y} woy, Y:
folgt (56); aus (55) und yif ~' = yIW(Y,Y,)"! = (y,¥; 7). W.(Y,Y, ') folgt (57).
Es sei nun F - 0 und liminf |Y}Y,| > 0. Dann ist 3; = ©; = 0 und nach (56)
haben wir yiy; ' =YY  + o(1).f7' = YV, (L + o(1) . (YiY) ) = YiY; .
. (1 + o(1)); damit ist (58) bewiesen.
Wenn A < o0 und |Y;Y,| - oo ist, so haben wir wegen Y|Y, — Y, Y, = konst.
auch |Y;Y,] - o0 und laut. (56) gilt yiy;' =YY, +0().f = vy !
A1+ 0(1) . (YY) = YiY; ' (1 + o1)), woraus sich wieder (58) ergibt.
Es ist offenbar [ a;67"' = ¢, G(x) und laut (62) gilt e = x,f"/?; daraus folgt

(63) exp {Jx(y +a) 5-1} — ey f2(x) €O

) Es w1rd keine absolute Konvergenz, sondern nur die Existenz eines endlichen Grenzwertes
lim fa f.(A — B) gemeint.
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Ferner gilt G — H = ¢, wie man leicht nachrechnet; (61) ergibt e = x, . |Y, Y, !|/2,
also f1/2 . e = k. Y. So kommt

(64) f1/2 . eaiG =fl/2 . eSiH . eEi(G—ll) = Ks. Yi X ee,-qp .

Wenn [ |[dF| < oo ist, so gilt offenbar auch [ |de;| < oo und
(65) J [d(L + (1 4+ 4F)"*)7' < o0 ;

aus (23), (63) und (64) erhalten wir (59). Konvergiert ausserdem noch das Integral
[2f.(A—=B) = [?Ff™", so konvergiert wegen (65) auch [P2F.f ' (1 +
+ (1 + 4F)"/?)™" und die Funktionen ¢* haben positive endliche Grenzwerte;
daraus ergibt sich nach (59) die Beziehung (60). Aus der Konvergenz von [ Ff ™!
und der Divergenz von [ /' folgt sofort F — 0. Damit ist alles bewiesen.

22.Satz. Wir setzen j(x) = log, x = x, Mo(x) = 1,108, x = log (log, x), M, 4, =
=M,.log, Z,=YM;* (n=0,1,...). Es gelte m,ceE,, m ganz, m =0,
k=1

c<1,reCy, [1dr| < . Wir nehmen an, dass das Integral I r.M,1l, kon-
vergiert, und setzen

(66) Bi=31+ze(1—c)'?) (e,=1,¢ = -1).
Dann hat die Gleichung

(67) Y+ MZ 4 e+ 1) M2y =0

ein Fundamentalsystem y, y, mit

(68) yi~loghi . M) (i=1,2);

Y, ist eine Hauptlosung und es gilt

(69) it = B (m=05i=12),

(70) 2jyi~y; (m>0;i=12).

Beweis. Wir setzen A= —YZ, + (c + 7). M, %), B= —%Z, + My,
Y, =loghi . M,/* (i=1,2),S, =Y M. Die Funktionen Y, Y, bilden ein Funda-
k=1

mentalsystem der Gleichung Y” = BY; Y, ist eine Hauptlosung. Da

(71) Y/ =Y. (BMnly + 3S.)
und Y,Y, = M, ist, haben wir
(72) Y Y, =p; + M, S, (k*1i).

Wenn wir die Bezeichnungen aus Satz 21 benutzen, so erhalten wir f = My W71,
F = —1rW~2; wir sehen, dass [ |dF| < oo ist und dass das Integral [ f. (A — B)=
= [ Ff " konvergiert. Es ist also 9; = @; = 0 und laut (60) gibt es ein Fundamen-
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talsystem yy, y, von (67) mit y; ~ Y, (i = 1, 2); y, ist eine Hauptldsung. Fiir m = 0
ist M,y =J, jY/ = f;Y; und nach (56) haben wir jyiy; ' — Bi=j(yiyi ' = ¥/ ¥, ") >
— 0. Fiir m > 0 ist offenbar M,,,,S,, — co und nach (72) ist auch Y'Y, —» o
(k # i). Wegen (71) und 2j.(B:M,}{ + 3S,) — 1 gilt 2jY] ~ Y, was mit (58) die
Beziehung (70) ergibt. Damit ist alles bewiesen.

Bemerkung. Wenn m = ¢ = 0 ist, so haben wir f, = 0 und laut (68) und (69)
gilt y, = o(j~'). Wenn m = 0 ist und wenn das Paar (¢, i) nicht mit (0, 2) identisch
ist, so haben wir B; % 0 und statt (69) konnen wir y; ~ B;.y;.j" ' ~ B;.jF1
schreiben.

23. Satz. Es sei he C,, A,y e Cy und es gelte h >0, [P h™? = o0, y >0,
[ 1dy] < 0, Yy = n* (n > 0), [&|hh" + Yyh™? — Ah*| < 0. Setzen wir G(x) =
=[Sy . h72 ¢, = 1,8, = —1, so hat die Gleichung (28) ein Fundamentalsystem
Zy, Z, Mit

z;~h. ¢ (i=1,2);

z, ist eine Hauptlosung. Ist lim sup |hh'| < 7, so gilt noch
zi~h7t (e + hh) . &C (i=1,2).

Beweis. Es sei 4, = yh™* + h"h™', B=h"* + h"h™'. Laut [2], Satz 15 hat
die Gleichung Y” = BY ein solches Fundamentalsystem Y, Y,, dass Y, eine Haupt-
lssung ist und dass die Beziehung Y, Y,W ™' = 1h? besteht (W = Y/Y, — Y,Y;).
Setzen wir f = 3h%, F = f2 (4, — B),soist F = J(y — 1),lim F > —%, [ |dF| <
< oo, [¥(1 + 4F)'? . (2f)™" = G(x) und fiir die in Satz 21 definierten Zahlen ¢, ¢;
gilt 6; = ; = ¢. Nach Satz 21 (Formeln (59) und (54)) hat also die Gleichung

(73) Y= Ay

ein Fundamentalsystem y,, y, mit

(74) ‘ yi~ b,
(75) Wyt — hh = em.

Ist lim sup |hh'| < 7, so haben wir lim inf [s;7 + hh'| > O und aus (74), (75) folgt
leicht

(76) vy~ (em + hh') . h™' . &5

Nach (74) ist
(77) h* =y (1= 1);

aus (75) folgen jetzt die Beziehungen y.yiy, — hh' = e, x.(¥iy, — y1y5) = 2n,
7. (¥iys + y1ys) — 2hh — 0. Wenn wir nun Wy = yiy, — yy5, f1 = yy, Wit
setzen, so ist W, = 2n, y.f{ — n~'.hh’ - 0. Falls lim sup |hh'| < 7 ist, so haben
wir lim sup |f1] < 1, so dass die Gleichung (73) regelmissig ist ([2], Definition 12).
Wegen (77) und [ h*|A; — Al = [7 |[Yh™2 + hh" — AR*| < 0 ist [y y,|4; — A] <
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< 0. Nach [2], Satz 20 hat also die Gleichung (28) ein Fundamentalsystem z,, z,
mit z; ~ y;; ist (73) regelmissig, so gilt auch zi ~ y;. Daraus folgt leicht unsere
Behauptung.

24. Satz. Es sei Ae Cy, A > 0 und f,‘:’ AY? = . Wenn es ein he C, mith > 0,
[ |hh"] < oo, [P |d(AR*)| < oo, lim Ah* > O gibt, dann hat die Gleichung (28)
ein Fundamentalsystem yy, y, mit

%) 549~ 4714 xp e [ 2} ) ~ - e [ )

(e, = 1, &, = —1); y, ist eine Hauptlosung.

Beweis. Wenn wir y = Ah* setzen, so sehen wir, dass die Voraussetzungen von
Satz 23 erfiillt sind und dass G(x) = [} A4"/%, h ~ n'/* . A="/* ist (G, n haben dieselbe
Bedeutung wie in Satz 23). Nach [2] "Lemma 26 ist hh* — 0. Die Gleichung (28) hat
demnach ein Fundamentalsystem z,, z, mit z; ~ h. e*% 2z} ~ gyh™1e'%; z, ist eine
Hauptlosung. Setzen wir schliesslich y; = z;. 772, soist y, ~ 5 "% . h.e"¢ ~
~ ATHAEC Y e 2T 1efC g 41465, Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Verschiedene hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit von
f&|hh"| < oo kann der Leser in [2], Lemma 26 und Satz 30 finden.

25. Satz. Es gelte A,Be Cy, A,B>0, A~ B und [?|A"?* — B'*| < 0. Die
Gleichung Y" = BY habe ein Fundamentalsystem Y,, Y, mit

(19) Y{x) ~ B~4(x) . exp {s,f:B”z}, Y{(x) ~ &B'*(x) . exp {e,.J:B”Z}

(e, =1, &, = —1). Dann ist [? A'* = o und die Gleichung (28) hat ein Funda-
mentalsystem yy, y, mit den Eigenschaften (78); y, ist eine Hauptlésung.

Beweis. Zunichst nehmen wir an, es sei [;° B'/?> < co; wir wollen zu einem Wider-
spruch kommen. Wegen (79) gibt es dann positive Zahlen b, Ky, Kk, mitic, B~1* < Yy,
0 < Y/ <x,B"* in <b, ). Daraus folgt Y{Y; ' <,k 'B"?; log ¥, und somit
auch Y, ist daher beschrinkt. Wegen Y; > x;B~!/* gibt es ein k3 > 0 mit x5 < B,
so dass doch [;* B'/? = oo ist. Weil nach Voraussetzung [|4'/* — B'/?| < woist,
erhalten wir jetzt [? A'? = oo und aus Y(x).V;'(x) ~exp{2[;B'*} >
folgt, dass Y, eine Hauptlosung ist ([2], Satz 7). Wegen Y,Y, ~ 1, Y,Y; ~ —1
gilt (Y,Y,) =YY, + Y,Y; - 0; die Gleichung Y” = BY ist daher regelméssig
([2], Definition 12). Ferner hat man Y,Y,(4 — B) ~ B~'* (A — B) = B™'/*.
(AY? 4 BY?) . (4'? — BY?) ~ 2(A'? — B'2), also [ |Y; Y,(4 — B)| < 0. Nach
Satz 20 aus [2] hat die Gleichung (28) ein Fundamentalsystem y;, y, mit y;, ~ Y,
yi ~ Yi; y, ist eine Hauptlosung. Aus der Beziehung exp {[ A%} ~ k exp {J B'/*}
ergibt sich sofort unsere Behauptung.
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Pe3rome

HEKOJIEBJIIOIMUECS JIMHENHBIE JU®OEPEHLIVIATTBHLIE
VPABHEHUA 2-OI'O0 IMOPAOKA

SAH MAPXUK (Jan Mafik), ITpara u MUAJIOLI PAB (Milo$ R4b), Bpro

IycTe p, g — HenpepbiBuble GyHKIMHM B MHTepRate J = {a, o0) i nycTb W(x) =
= exp {—[7 p}. Cxaxem, 4TO pelenye y ypaBHEHV st

(1) Y +py +qy=0

IJIABHO, €CIIM CYLIECTBYET Takoe b = a, 4To y(x) # 0 s peex x = huvto [ Wy ?=
= 0. MOXHO Noka3aTb, 4TO BCsikoe HekoseGumomieecs ypasuenue (1) nmecet ras-
HOE pEICHUE M YTO BCSKMX [Ba TJIABHBIX DCIUCHHUSI JIHHENHO 3aBUCHMBL. Jlerko

MOXHO yﬁe,u,mbcx, YTO NOACTaHOBKA

@ z=3yy ' =y

NEepeBOIUT ypPaBHEHUE (]) B ypaBHeHue Pukkatu

(3) 6z +z2 +Pz+Q=0,

roe P=pé— 08 42y, Q=g + 9>+ pyd +79'6 —y%. Ecan y — riasHoe pe-

wenne ypastenust (1) u ecn y(x) = 0 juis Beex x = b, 10 Qynkuus (2) — HauMeHb-
wwiast U3 BCeX pereHuit ypauenust (3), onpenenennbix B (b, o).
Ha OCHOBaHMM JTHX CBsi3€ii BbIBEJIEH PAJ ACHMITOTHYECKHX OLEHOK H ACHMIITOTH-

yeckux (opmyst st petennit ypasrenns (1). Tpusoanm 3/1ech TOJBKO HEKOTOpPbIE
Ppe3yJIbTaThI, Kacarolecs: ypaBHCHUS

4) Y = Ay.
Bmecto lim f(x) = ¢, lim f(x)/g(x) = 1 6ymem nucate f—c, f~g (wm f(x) ~

X0

~ g(x)).
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1. Tlycts A — nonoxuTesbHASL GyHKUUSA C HENPepLIBHOM MPOU3BO/IHOM B MHTEp-
aie J, (A7'2) - ) < co. IycTh y,, y, — He3aBuCHMBIE ELICHUS YPaBHEHUS (4),
ya — rmaskoe peuwenne. [Momoxum H(x) = [XAY2 j(x) = x. Torma H — oo,
(jPA)™' = 2% ecu A = 0, To

log |y,| ~ log [yi| ~ — log|y,| ~ — log [yal ~ H,

ecim 4 > 0, To

log |y,| ~ — log [y5] ~ logj*, log|yj| ~ — log |y, ~ logj*™",

rpe & = ;(| + (1 ¢ 41—2)1/2).

Mycre, panee, [ |d(A™"?)| < oo; nomokum ¢ =1, & = =1, 0, = %(} +-
+ &A% 4 1)'/?). Torna cyleCTBYIOT TakuC Cy, ¢, YTO

yix) ~ e ATVH() Cexp {e; . [RAYR(1 4 JgAPATH2Y
Vi(x) ~a;. AP (x) . yfx).

2. Nycrb A, B — HenpepsiBhble Gynkmun B uuteppaje J. Iycts Y = BY — ne-
KoJiebmoligecs  ypasHeHue, Y, Y, — He3aBHCHMBIE pELICHHS 3TOr0 ypaBHEHMS,
Y, — rnasiioe pewenue. [ogoxum W =YY, — Y,Y;,f = Y, ,W ', F = (4 — B) 2.
Ecmu lim inf F(x) > — 3, 1o u (4) — nekoneGmoueeca ypaerewue. Ipeanosnoxim

X oo

nanee, wro [° |dF| < oo u uTO cylecTByeT Koxeunbiii mpezpest lim [} f. (A4 — B);
X0

MycTh p,, y, — HE3ABMCUMbBIC DelucHus ypaBHeHusi (4), y, — TNaBHOE pelIcHHE.
Torga F — 0, i CyUIECTBYIOT TAKUE ¢y, €5, 4TO y; ~ ¢; Y, yivi ' = YY1 + o(f71)
(i=1,2).
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