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Чехословацкий математический журнал, т. 13 (88) 1963, Прага 

NICHTOSZILLATORISCHE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

2. ORDNUNG 

JAN MARIK, Praha und MILO§ RAB, Brno 

(Eingelangt am 2. März 1961) 

Es werden asymptotische Eigenschaften von Lösungen einer nichtoszilla-
torischen Gleichung y'^ + p(x) y' + q{x) j = 0 im Zusammenhang mit 
Lösungen einer Riccatischen Gleichung à{pc) z' -\- z^ -\- P(x) z + Q(x) = 0 
studiert. Dieser Zusammenhang ermöglicht die logarithmische Ableitung von 
Lösungen der ersten Gleichung eingehend zu untersuchen und eine Reihe 
von asymptotischen Formeln insbesondere für Lösungen der Gleichung 
y" = A{x) y abzuleiten. 

1. Bezeichnungen und Verabredungen. Es sei E^ die Menge aller (endlichen) 
reellen Zahlen. In der ganzen Arbeit ist a G E^ und J = <a, oo). Es sei ferner Q das 
System aller (endlichen) reellen in J /c-mal stetig differenzierbaren Funktionen 
(k = 0, 1, . . . ) . Die Zeichen ->, lim, lim sup usw. beziehen sich immer auf den Fall, 
dass die unabhängige Veränderliche gegen oo strebt. Anstatt ^lf{x) dx werden wir 
oft jlf schreiben. Wenn kein Miss Verständnis zu befürchten ist, werden wir in Be­
ziehungen wie z.B. „/ '(x) = g{x), f(x) > h(x) (b^ ^ x ^ ^2)" das x auslassen und 
einfach „ / ' = g, f > h in {b^, 62)" oder nur , , / ' — g, f > /7" schreiben. Das 
Symbol f '^ g wird bedeuten, dass die Funktionen / , g in einem Intervall <b, 00) 
definiert sind und dass es eine Funktion cp mit den Eigenschaften f ~ cpg^ cp -^ t 
gibt. 

Wenn jede nichttriviale Lösung der Gleichung 

(1) y" + p/ + qy = 0 (p, q e Q ) 

nur endlich viele Nullstellen in J hat, so heisst die Gleichung (1) n i c h t o s z i l i a t o -
r isch. 

2. Definitionen. Wir sagen, dass die Gleichung 

(2) 5z' + z^ + Pz + б = 0 ((5, P, Q G Co, 5 > 0) 

r e g u l ä r ist, wenn sie eine Lösung in einem Intervall <b, 00) hat. 
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W e n n / i n einem Intervall <Ь, с) (0 ^ Ь < с ^ oo) stetig ist, so setzen wir 

/ ( / , /7, x) = Г(5"Х0 ^^P j - r ^ ~ ' • ( y + ^ ) | ^^ (b их йс). 

Es sei ferner z eine Lösung von (2) im Intervall <b, 00) und es gelte /(z, b, 00) = 00. 
Dann sagen wir, dass z eine H a u p t l ö s u n g ist.^) 

3. Lemma. £5 sei z^ eine Lösung von (2) im Intervall JQ — <(b, c) c= J; es sei 
ß e El und /(zi, b, x) ф /^/w> x e JQ. Dann ist die Funktion 

(3) z.M = .,M + -«Pt/'ÇfiiJ-J21 
/(zi , b, X) - ß 

auch eine Lösung von (2) in JQ und es gibt Zahlen к^, К2 (KJ > 0) mit 

(4) /(z2, b, x) == ""' + K2 (x e JQ) . 
ß — /(zi , b, X) 

Ist с = CO, so ist die Bedingung l{zi, b, 00) = ß notwendig und hinreichend, dass Zj 
eine Hauptlösung ist; in diesem Fall ist Z2 < Zj. 

Beweis. Wir setzen gj{x) - exp {- JJ 0'^ . (2z .̂ + P)} {j = 1, 2), / i (x) = 
= /(zi , b, x) — ß, ЛО^) = 1(^2, b, x) (x E JQ). ES gilt offenbar ôfj = gj, ög'j + 
+ gj . (2zj + P) = 0; daraus folgt nach kurzer Rechnung, dass Z2 = Zj + gifï^ 
eine Lösung von (2) ist. Aus der Gleichheit 2z2 + P = 2zi + P + 2gЛ^ folgen 
die Beziehungen (log^2)' -= -(2^2 + P)^~^ = -{^-i + P) ^'^ - ^gi(>~'f7^ = 
= (logö^i)' - ? / ; / r^ = {loggj^^y, g2 = KigJl^, /2 = б̂ 2<5~̂  = ^iQi^^'H^ = 
= Kif[fî^ = { — Kifî^y, /2 == —^ifï^ + ^2, womit (4) bewiesen ist; der Rest ist 

jetzt klar. 

4. Satz. Es seien z^, Z2 zwei verschiedene Lösungen von (2) im Intervall JQ ~ 
= <b, c) CI J ; wir setzen ß = (^i(b) — Z2{b))'~\ f{x) ~ l[zi, b, x) (x G JQ). Dann 
ist 

of 
(5) ^2 = z, + 

f 
Beweis. Wegen ö{x)f\x) =- exp{~J^^"^ . (2zi + P)} ist (5) mit (3) identisch. 

Wenn wir also z"^ =^ z^ + df . ( / — ß)~^ setzen, so ist nach Lemma 3 die Funktion z* 
in ihrem Definitionsbereich eine Lösung von (2). Es gilt aber z*(b) = Zi(b) — ß~^ ~ 
= Z2{b); daraus folgt leicht, dass / ф ß und z* = Z2 in JQ ist. 

5. Satz. Wenn die Gleichung (2) eine Lösung in (b, 00) hat, so hat sie in diesem 
Intervall genau eine Hauptlösung ZQ. Ist z^ eine Lösung in J^ = <c, 00) (c ^ b), 
so ist Zj ^ ZQ in Ji. 

(Folgt unmittelbar aus Satz 4 und Lemma 3.) 

)̂ Den Begriff einer Hauptlösung der Gleichung u' = A(x) — ŵ  hat И. M. Соболь in [3] 
eingeführt. 
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6. Satz. Es seien ZQ, Z | , Z2 Lösungen von (2) im Intervall <b, 00); wir nehmen an, 
dass ZQ eine Hauptlösung und z^ ф Zç^ Ф Z2 /sL Da/in ^///' (z^ — Z2)/(zî  — ZQ) -> 0. 
/5^ J^^~^ = 00, so haben wir lim inf |z2 — z j = 0. 

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall ẑ  Ф Z2 und schreiben у = (zi(b) — 
— Zo(b))~^ Wenn wir die Bezeichnungen aus Satz 4 behalten, so haben wir Z2 — 
= zi + bf . ( / - ру\ Zo = zj + bf . ( / - >')-'; nach Lemma 3 ist / -^ ); Ф Д 
und somit 

^2 - ^1 ^j - 1 _^ Q 
^ 0 - ^ - 1 / - ^ 

Aus (z2 - z i ) . (5-^ =.f',[f- /?)-! folgt leicht die Beziehung ^^ {z^ - z j . (5~^ < 
< 00; wenn also das Integral J^ ^"^ divergiert, muss die Gleichheit lim inf |z2 — z^\ = 
= 0 bestehen. 

7. Lemma. Es gelte ß e E^, a^, a2, ô e Q , oĉ  ^ «2, (5 > 0, JQ = <b, c) с J; z sei 
eine Lösung der Gleichung 

(6) öz' + (z •- ai) (z - a2) = 0 

in JQ, Ф1 sei eine nichtfallende und ф eine nichtwachsende Funktion in JQ. Dann 
gelten [für das Intervall JQ) die folgenden Implikationen: 

I. z{b) й lAi(b) , (x^ йФ1=> z йФ1; 
IL z(h) > ф{Ъ) , a2 ^ Ф < 0^1 => z > Ф ; 
IIL z{b) <ß^ai2=>z<ß. 

Beweis. Es sei z. B. z(b) > ф{Ь), 1X2 S ф < oci in JQ. Gesetzt, es gäbe ein x e JQ 
mit z(x) ^ Ф{х); es sei XQ das Infimum der Menge aller x mit dieser Eigenschaft. 
Man sieht leicht, dass z(xo) = ф{xQ) ist. Wegen z(xo) < ^^(xo) gibt es ein solches 
Xj Е(Ь, XQ), dass im Intervall L= (^1,^0) <̂ î  Ungleichung z < â  besteht; in L 
gilt aber auch z > ф ^ a2> Daraus folgt nach (6) z' > 0 in L, was der Beziehung 
z(xi) > ф{хх) ^ Ф{^о) = ^(^o) widerspricht. Dadurch ist IL bewiesen. Ähnlich kann 
man I. und III. beweisen. 

8. Satz. Es sei b '^ a, ß e E^^. Wenn in <b, 00) keine Lösung z von (2) mit 
z(b) = ß existiert, so gibt es ein с > b und eine Lösung z* von (2) in <(b, c) mit den 
Eigenschaften z*(b) = ß und lim z*(x') = — 00. 

x-^c — 

(Der Beweis kann dem Leser überlassen werden.) 

9. Satz. Es gelte oc^, 062, ô e CQ, Ô > 0, b '^ a. ES sei ф eine solche nichtwachsende 
Funktion, dass a2 ^ ф < oc^ in <b, 00) ist. Dann hat (6) eine Lösung in <(b, 00) und 
für die Hauptlösung ZQ von (6) gilt ZQ ^ ф. 

Beweis. Wir wählen ein г > 0 und ein XQ ^ b. Aus Satz 8 und Lemma 7 (Impli­
kation IL) folgt leicht, dass es eine Lösung z von (6) in (XQ, 00) mit z(xo) = lA(̂ o) + ^ 
gibt. Da nach Satz 5 Zo(xo) й ^{^о) ist, haben wir Zo(xo) й Ф{^о) ̂ ^^ somit ZQ ^ ф. 
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10. Satz. Es gelte a,, a^. Ô e Q , oci ^ a^, Ô > 0, j : 0'' = col wir setzen G, = 
= lim sup a;, i^ = lim inf a,- (/ = 1, 2) und nehmen an, dass die Relation O2 < h 
besteht. Dann ist die Gleichung (6) regulär; ihre Hauptlösung ^0 erfüllt die Be­
dingungen 

(7) C2 й hm inf ZQ , lim sup ZQ ^ (^2 
und für jede Funktion z, welche in einem Intervall <b, 00) eine Lösung von (6), 
jedoch keine Hauptlösung ist, hat man 

(8) L^ ^ lim inf z , lim sup z ^ Ö-J . 

Wenn ф eine nichtfallende Funktion mit ф -^ (X2 i^ J ist, so gilt (im Definitions­
bereich von ZQ) die Ungleichung 

(9) zo ^ i// . 

Beweis. Wir wählen ein ß e E^ mit G2 < ß < Ч- Es gibt ein b^ > а derart, dass 
^2 < ß < oi^ in <bi, 00) ist. Nach Satz 9 hat (6) in <^b^, 00) eine Lösung und die 
Hauptlösung ZQ von (6) erfüllt dort die Bedingung ZQ -^ ß\ daraus folgt 

(10) Hm sup ZQ ^ G2 . 

Es sei nun ф eine in J nichtfallende Funktion mit ф -^ a2 (der Fall ф = —00 wird 
nicht ausgeschlossen). Gesetzt, es wäre ZQ{XQ) < ф{хо) für irgendein XQ. In <Xo, 00) 
haben wir dann к -^ ф ^ 0C2 mit к = ф{xQ), also (nach III. aus Lemma 7) ZQ < к, 
- ZQ = 0"^ . (ai - ZQ) (a2 - ZQ) ^ ô~^ . (к - zQ)^', Шг X > XQ Ist dcmuach 
- {^оЫ) - ^ ) " ' > (^o(^) - ^ ) ~ ' - (^o(^o) - ^ ) ~ ' = Jxo - 4 • (^0 - ^Y^ ^ 
= Jxo^~^ ~* ^ ' Durch diesen Widerspruch ist (9) bewiesen. Wählen wir ф[х) = 
= inf a2{i), so sehen wir, dass lim inf ZQ ^ lim ф = C2 ist, was mit (10) die Beziehung 

(7) ergibt. 
Es sei nun z eine Lösung von (6) in <b, 00), die keine Hauptlösung ist. Wir wählen 

Zahlen y, s mit 0-2 < 7 < y + e < ^i- Es gibt ein b2 derart, dass in {62, 00) die 
Ungleichungen a2 < 7, 7 + e < ^i < cr̂  4- г bestehen. Laut Satz 8 und Lemma 7 
(Implikationen I. und II.) existiert eine Lösung z* von (6) mit z*(b2) = «1(^2) 
und 7 + e < z* ^ (Ti + г in (^2, со). Aus (7) folgt z* ф ZQ und nach Satz 6 ist 
liminf |z — z*| = 0. Daraus ergibt sich die Existenz einer Zahl Ьз > Ьг mit 
|г(Ьз) -- z*(b3)| < г; es gilt offenbar 7 < z(b3) < G^ + 2e. Nach Lemma 7 haben 
wir 7 < z < cr̂  -I- 2e in <Ьз, oo), womit auch (8) bewiesen ist. 

11. Satz. Es gelte p, q e CQ, y, ô e C^, ô > 0; wir setzen 

(11) P = pô - Ô' + 2y, 

(12) Q = qà^ + y^ + Pyà + Y à - yà' 

und behaupten: 
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I. Wenn y eine Lösung von (l) im Intervall JQ a J und wenn y ^ Q in JQ ist, 
dann ist die Funktion 

(13) z = ô/y-' ^y 

eine Lösung von (2) in JQ. 

II. Wenn z eine Lösung von (2) im Intervall JQ a J und wenn b e JQ ist, dann ist 
die Funktion 

(14) y{x) = exp I Hz + y)ô-'\ {xe J^) 

eine Lösung von (l) in JQ. 

III. Die Gleichung (1) ist dann und nur dann nichtoszillatorisch, wenn (2) 
regulär ist. 

Beweis. Es sei zunächst y eine beliebige in JQ zweimal differenzierbare Funktion, 
welche dort keine Nullstelle hat. Wir setzen 

(15) / + РУ +qy=f 
und definieren eine Funktion z durch (13). Dann ist z' — {ô'yy' + Sy . (f — py' — 
- qy) - 0/') . .y-^ - / = y'y-' . {Ô' - ôp) - {y'y-y .ö-qo-y' + ôfy'K 
Wenn wir da (z + y) S~^ statt y'y~^ schreiben, so bekommen wir 

(16) z' = - ô~' . (z^ + Pz + ß) + öfy-^ , 

wie man leicht nachrechnet. Wenn nun y eine Lösung von (1) ist, so haben wi r / == 0 
und z ist eine Lösung von (2). Wenn umgekehrt z eine Lösung von (2) ist und wenn 
wir y,f durch (14) und (15) bestimmen, so gilt offensichtlich auch (13) und (16), 
w a s / = 0 ergibt. Damit ist L und IL bewiesen; daraus folgt sofort III. 

12. Definition. Wir nehmen an, dass die Gleichung (1) nichtoszillatorisch ist, 
und setzen W(x) = exp {—Ja p]. Es sei y eine Lösung von (1). Wir sagen, dass y eine 
H a u p t l ö s u n g ist, wenn eine solche Zahl b existiert, dass die Beziehungen j^ Ф 0 
in <b, oo) und J^ Wy'^^ bestehen. 

13. Satz. Es sei (1) eine nichtoszillatorische Gleichung, 

I. Es existiert eine Hauptlösung von (l) und je zwei Hauptlösungen sind linear 
abhängig. 

IL Es gelte y, (5 e C^, ô > 0; wir definieren P, Q durch (11) und (12). Unter 
diesen Bedingungen ist eine Lösung y von (1) genau dann eine Hauptlösung, 
wenn es eine solche Zahl b gibt, dass die Funktion (13) eine Hauptlösung von (2) 
in (b, oo) ist.' 

Beweis. Es sei y eine beliebige nichttriviale Lösung von (1) und es sei y{x) Ф 0 
für X ^ b. Wir definieren in <b, oo) eine Funktion z durch (13). Da 2z + P = 
= 20/y-' + pô - Ô' ist, haben wir J^ ^ " ' . (2z + P) ^ j'^ {2yy~' - S'ô'^ 4- p), 
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exp {~J^ ^ - ^ (2z + P)} = к . ô(x). y-\x). W{x) (к > 0) und folglich/(z, h, oo) = 
= 7C J^ И^у"^, was mit Satz И die Behauptung IL ergibt. Laut Satz 6 existiert aber 
in {b, oo) genau eine Hauptlösung z von (2) und durch (13) ist у bis auf eine multi-
plikative Konstante bestimmt. 

14. Satz. £5 gelte p, q e CQ, 7, (5 e Q , ^ > 0, j ^ ô~^ = 00; es sei weiter Л = 
= {Ô' - pôy - 4ô . {Y + qô) ^ 0. Wir setzen ê  = 1, 82 = - 1 , 

(17) H{X)=^J:Ô-\ Kix) = j:yô-\ 

(18) a, = -y + l{ô' - pô + s,A'^'), 

(19) i^ = lim Inf oCf, (Ti = lim sup â  (/ = 1, 2) 

und nehmen an, dass 02 < 1̂ ist. Dann ist die Gleichung (1) nichtoszillatorisch und 
für jedes Fundamentalsystem y^, У2 von (1), wo У2 eine Hauptlösung ist, gilt 

(20) i^ S hm Ы{оу-у;^ - у) , lim sup (оу^у;^ - у) й (^t, 

(21) t, й Hm inf ((log |y,| - К),Н-'), lim sup ((log \y,\ - К).Н-')й о,. 

Weiter setzen wir voraus, dass die Beziehung 

( 2 2 ) — 00 < ^2 = СГ2 < q = cTj < 00 

besteht und dass eine von den folgenden drei Bedingungen erfüllt ist: 

1) j r IdaJ < аэ ; 
2) j r Ida^l < CO ; 

3) es gibt eine nichtnegative nichtwachsende Funktion cp mit ^^ cpô"^ < 00 und 

Dann gibt es Zahlen c^, C2 mit 

(23) ylx) ^ c, exp { № , + y)ô-'} = с, exp {К{х)} exp {J>,^-^} (/ = 1, 2 ) . 

Beweis. Wenn wir P, Q durch (U) und (12) definieren, so gilt 

(24) a^ + (X2 = Ô' - pô - 2y = - P , aia2 = Q , 

wie man leicht nachrechnet; in diesem Fall ist also (2) mit (6) identisch und laut 
Satz 10 ist (6) regulär. Nach Satz 11 ist (1) nichtoszillatorisch und die Funktionen 
z. = ôy[yj'^ — y sind Lösungen von (6) (in einem Intervall <b, со)); auf Grund von 
Satz 13 folgen jetzt die Beziehungen (20) aus (7) und (8). 

Es sei nun т eine beliebige Zahl grösser als 0-2. Es gibt ein bo mit ОУ2У2 — у < r 
in <bo, 00); demnach hat man У2У2^ - yö"'^ < то"'^ und log \у2\ - К ^ тН + 
+ /Cl (fCi G El). Wegen Я -> 00 gilt lim sup ((log 1̂ 2! - ^ ) • ̂ " 0 ~ '̂ ^ mithin 
ist lim sup ((log 1̂ 2! - K) . H"^) й (^i- Ähnlich kann man die übrigen Ungleichun­
gen in (21) beweisen. 

Es gelte nun (22). Wenn 3) erfüllt ist, so haben wir offensichtlich cp -> 0; es gibt 
daher ein Ь mit 0-2 + Ф < oc^ in <b, 00). Wenn man in Satz 10 (T2 - (P statt ф und 
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in Satz 9 0-2 + ф statt ф schreibt, so sieht man, dass 0Г2 — Ф ^ 2̂2 ^ ^2 + ^ ' ^^so 
\^2 - ^i\ % 2ф in <b, 00) ist; daraus ergibt sich die Existenz eines endlichen Grenz­
wertes 

(25) l i m Г ( z 2 - a 2 ) ^ - ^ 

Ist 1) erfüllt, so bestimmen wir zunächst ein Ъ mit Z2 < aj in (b, 00). Da 

log(ai(x) - Z2(x)) = K2 + ^ ^ = ^2 + 
Jb «1 " 22 Jb 

'^ d(ai - Z2) _ ^̂  ^ f" dat 

ist, haben wir 

da^ 

I1 

(26) 
« 1 

~~^— ^K^- log (ai(x) - Z2(x)) + 
a. " z. 

(x > b) . 

Nach (6) gilt (z2 — (i-^ b~^ = ^2 • (^1 - ^2) ^ was mit (26) wieder die Existenz 
eines endlichen Grenzwertes (25) ergibt. Man hat offenbar у'гУ^^ — (a2 + у) (5~^ = 
== (z2 — a2)^~^; wenn also 1) oder З) in Kraft ist, so existieren endliche Grenz­
werte lim (log \уг{А\ ~ \l («2 + ?) ^~% ^m [y^ix] . exp {-J^ {^2 + y) 0'^}) = 
= C2 Ф 0. Daraus folgt (23) für i = 2. 

Setzen wir ferner W{x) = exp { —Ĵ  p}, so haben wir (5Ж. (yi>^2)~^ = '̂ "з̂  • 
• {/1У2 - J i J i ) • (^1^2)"^ = '<̂ з(̂ 1 - ^2) -^ ^4 + 0, also j^i(x) - /C5 . ô{x) . Ж(х) . 
• У2^{^) '^ '̂ б • ^(^) • exp {Jia{-P - {^2 + y) ^"^)}- Wegen (24) ist jedoch -pö -
~ (»̂ 2 + 7) = '̂ i + 7 "" ^'^ so dass yi(x) '^ к^ . ^(x) . exp {Jj (aj + 7 ~ ^') ^"^j = 
- Ci . (5(x) . exp {J^ (ai + y)ö~'^}. exp{-~ log (5(x)} = Cj . exp {/̂  (aj + 'y)^"^}ist. 
Daraus folgt (23) für i = 1. 

Wenn schliesslich 2) erfüllt ist, so beweisen wir zunächst die Existenz von c^ und 
daraus leiten wir die Existenz von C2 her. 

15. Satz. Es gelte p, q e Q , J^ \dp\ < 00, J^ \dq\ < 00; wir setzen А = p^ ~ 4q 
und nehmen an, dass lim Zl > 0 ist. Dann ist die Gleichung (l) nichtoszillatorisch 
und hat ein Fundamentalsystem Vj, У2 mit 

у Ix) ^ exp | Г | ( - р + 8,A'^')\ (e, ^ 1, в2 = - 1 ) ; 

У2 ist eine Hauptlösung}) 

Beweis. Es genügt, in Satz 14 7 = 0 und ^ = 1 zu setzen. 

16. Satz. Es sei Ae C^, А > 0 und 
(* 00 

(27) \d{A-''^)'\ < 0 0 . 

^') Für/7 = 0 hat diese Formeln A. WINTNER in [4] abgeleitet. 
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Wir setzen £i = 1, ê  = - 1 , ̂  = Um{A-"^)', a, = \{X + e,(A^ + \yi^) (i = 1,2). 
Dann ist J " Л"^ = 00 und die Gleichung 

(28) y" = Ay 

hat ein Fundamentalsystem yi, Уг mit 

y{x) ~ A-'i\x) . exp L [\^I2 . (1 + _!^^.2^-3y/2J ^ 

^2 isi eine Hauptlösung,^) 

Beweis. Wir schreiben Ô = A~^i^, a,- = \[ô' + Е{д'^ + 4)^^^). Aus 5̂' -^ Я < oo 
folgt zunächst ^ ( х ) . х " ^ - ^ Я , also Ĵ ^ Л^/^ = Ĵ ^ (5"^ = oo. Offensichtlich ist 
lim a2 = СГ2 < 0 < (7i = lim â  und wegen (27) gilt f̂  |da,| < oo (/ = 1, 2). Da 
(y^ + Ayi^ . (2^)~i = Л^/^ . (1 + {^A'^A-y^ und ll{2d)-' .3' = K, + \ log (5 = 
= Kl + log Л"^/^ ist, haben wir exp {/>^(5"'} = к:2 . ^-^/^(x) . exp { e j ^ Л'^^ . 
. (1 + j^A'^A'^y^}, Wenn nun У2 ̂ ^^^ Hauptlösung und Y^ eine von Y2 unab­
hängige Lösung der Gleichung (28) ist, so haben wir nach Satz 14 (wo wir у --= 
= p = 0, q = —A setzen) ôY[Y^^ -> Ö-̂ -. Daraus bekommen wir nach Satz 14 unsere 
Behauptung. 

17. Satz. Es gelte Л e Q , (5 G Q , ^ > 0, sup \ô'\ < 00, sup Ab^ < 00, inf Aô^- > 0. 
Wir setzen H{x) = j^ô'', a, = | ( ^ ' + slô'^ + 4^(5^)^^^) {s, = 1, 82 - - 1 ) , tt = 
= lim inf â , CTI = lim sup â . £5 sei y2 eine Hauptlösung und y^ eine von y2 un­
abhängige Lösung der Gleichung (28). Wenn wir noch W= у\у2 — У^у'г^ / = 
= У\У2^~^ setzen^ so gilt 

/»OD 

(29) И т Я = ^ " ^ = 00 , 
J а 

(30) — 00 < ^2 5 0-2 < 0 < i l , CTj < 00 , 

(31) i^ S Irm inf ^j;;.j;ri , lim sup о/^уГ^ ^ a^, 

(32) t^— a2 й lim inf ^ / ~ \ lim sup ôf~^ ^ a^ — I2 , 

(33) - 1 < (̂ 1 + i2){ii - ^lY^ й lim inf/' , 
lim s u p / ' g (ö"! + (J2) (ö"! — 0-2)"^ < 1 , 

(34) L, ̂  lim inf (Я-^ -logly-l) , lim sup ( Я - ' . log |у,|) ^ a^, 

(35) log ij;;| ^ - log Ш {k Ф 0 . 

Beweis. Aus der Beziehung sup ô' < со folgt leicht (29). Wir definieren nun ?/ = 
= inf Л^^ und (pi{t) = t + 8i(t^- + riY^^- (t E El). Es ist leicht zu sehen, dass (pi 

^) Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Resultates von P. HARTMAN und A. WINTNER 
([1], S. 82). 
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wachsende Funktionen sind. Daraus folgt 1^^ ^ (5' + (b''^ + ц)^^'^ ^ cpi (inf (5'), 
2a2 ^ (5' - {b'^ + ?7)̂ /̂  ^ (/)2 (sup Ь% also ^̂  > 0, G^ < 0; offensichtlich ist ^̂  > 
> - 0 0 , dl < CO. Wenn wir in Satz 14 у = p = 0, ^ = - Л setzen, so bekommen 
wir (31), (34) und wegen of = S . {у[у2 - у,У2). (^13^2)"^ = ^УгУ!^ - ^У2У1^ 
gilt (32). Aus (30) und (31) sehen wir, dass y^ V2 + 0 in einem. Intervall (b, 00) ist; 
daher können wir/г == -(^1^2) • (3^1)̂ 2)"^ ^^^zen und auf Grund von/z = -{^УгУх^)-
• {^У2У2^)~^ erhalten wir nach (30) und (31) 

(36) 0 < — tii2^ ^ liminf/z, lim sup h ^ ~ G ̂ 02^ < 00 . 

Es i s t / ' - {у[у2 + y^y'2) . {у'хУг " УхУ'гУ^ also/ '(x) = g{h{x)) mit g{i) = {t - 1) . 
.{t + 1 )"^ Da g{t) für ^ > 0 wächst, gilt nach (36) lim inf/' = g{\immîh) ^ 
^ g{-hh^) = (ч + ^ 2 ) ( ч - ^ 2 ) " ^ > - ^ ' l imsup/ '=ör( l imsup h) S g{-(^i(^2^) =" 
= (GI + 0-2) (^1 ~" 0^2)"^ < I5 womit (33) bewiesen ist. 

Auf Grund von (29) und (34) hat man 

(37) loglj^il-> 00 , log\y2\~^ -OD 

(also IJ/J -^ 00, 1̂ 2! -^ ö)- Aus (33) und aus den Beziehungen 2у[у2 = W{1 + / ' ) . 
-2ухУ2 = W{1 - f) ergibt sich ferner, dass log |y; | + log 1̂ 2! = ^og\y[y2\ = 
=--- 0(1), logl^il + log 1̂ 2! = ^og\yiy2\ == 0(1) ist; daraus folgt nach (37) die 
Beziehung (35). 

18. Satz. £5 sei Ae Q ; wir setzen j{x) = x, l{x) = log x, л = liminf Л;^ und 
nehmen an, dass À > -^ ist. Dann ist die Gleichung (28) nichtoszillatorisch; es 
sei У2 eine Hauptlösung und yi eine von У2 unabhängige Lösung der Gleichung 
(28). Wenn wir noch Л = lim sup Л; ' , а, - | (1 + (1 + 4Л)^/^), t, = | (1 + (1 4-
+ 4iy^'l G2 = 1(1 - (1 + 4X)'^% I2 = 1(1 - (1 + ^^) '^ ') '^^^''Л 'О gelten die 
Abschätzungen 

(38) t. S lim inf ;>;.з; Г ^ , lim sup jylyl ^ ^ ^,-, 

(39) Li ^ l i m i n f ( / - M o g | > ; , . | ) , lim sup ( / " M o g b^l) ^ ci^, 

(40) 1̂ - 1 ^ l iminf(/-^ -loglj^ll), l i m s u p ( / ' ' .log|j^;|) ^ (т̂  - 1 ; 

für Я > 0 ist 

(41) /2 - 1 ^ Hm inf (/-1 . log |>'i|) , lim sup ( /" ' • log Ш) ^ a^ - 1 , 

/wr л < 0 ist 
log |j/;i - - log Ш (i + ^') • 

Beweis. Wenn wir in Satz 14 6 = j , p = 7 == 0, ^ = - Л setzen, so haben wir 
a, =̂  1(1 + 8,(1 + 4^7^)1/^), also t, = liminfa,, tr, - lim sup a, und aus (20), (21) 
folgen unmittelbar die Beziehungen (38), (39). 

*) Für Л = 00 ist also cr̂  = 00, 2̂ = — 00• 

217 



Wegen il > I gibt es ein Ь > 1 mit ]'у[ух^ > I iî  i^^ Qo)- Daraus folgt log \y[\ > 
> log \y,\ - / - log 2, r' . log \y[\ > r' . log \y,\ - 1 - o(l), lim inf ( /" ' . 
'^og\y[\) ^ lim. inf(/~^ .loglj^il) - 1 ^ î - 1; ähnlich beweist man die zweite 
Ungleichung in (40). Ist Я > 0, so haben wir (T2 < 0; nach (38) gibt es also ein e > 0 
und ein Ь > 1 mit иу2У2^\ > e in (b, 00). Daraus folgt nach (39) die erste Unglei­
chung in (41); ähnlich kann man die zweite beweisen. Es sei schliesslich Л < 0. 
Dann ist 0 < L2, ö-j < 1; die Funktion h = у[у2 . ( j i ^ i ) ' ^ erfüllt laut (38) die Be­
ziehungen 1 < Lja2 ^ lim inf/z, lim sup h ^ ai/t2 < 00 und nach (39) ist \yi\ -> 00 
(/ = 1, 2). Aus der Identität у^^у2 = {у[У2 " У1У2) (h - 1)"^ folgt nun log [y^ykl = 
= 0(1), also log \y[\ ^ - log \yk\ (k ф i). Damit ist alles bewiesen. 

Bemerkung . Ist 0 < Я, Л < oo, so folgen die Beziehungen log |>'-| '^ — log |>'̂ 1 
aus Satz 17 (wo wir ô = j setzen), 

19. Satz. £5 sei A e C^, A > 0; wir setzen j(x) = x, H{x) = J^ A^^^ und nehmen 
an, dass ein endlicher Grenzwert //m (Л"^''^)' = Я existiert. Es sei У2 eine Haupt-
lösung und y^ eine von у2 unabhängige Lösung der Gleichung (28). Dann hat man 
Я - > сю, 7"^ .A~^ -^ X'^'Jür X = 0 gilt 

(42) log \y,\ ^ log \y[\ ^ - log \У2\ ^ ~ log Ш - H , 

für À > 0 gilt 

(43) log l^il - - log |>; |̂ - ^ log7 , log |>;1| - - log 1̂ 2! -- (^ ~ 1) log; , 

wo (̂  - 1(1 + (1 + 4Я-^)1/^) ist. 

Beweis. Man hat offenbar j " ^ . Л~^^^ -> Я, also lim H = j ^ A^'^ = 00. Es sei 
zunächst Я = 0. Wenn wir in Satz 17 (5 = Л"^/^ setzen, so ist cr̂  = t̂  = г̂ - und (42) 
folgt unmittelbar aus (34) und (35). Wenn nun Я > 0 ist, so können wir Satz 18 
anwenden, wo wir Я"^ statt Я schreiben. Dann ist Ö-̂  = î = (̂ , СГ2 = 2̂ = — ^ + 1 
und aus (39)-(41) folgt (43). 

20. Satz. Es sei AGCQ. Wir setzen j(x) = x, l{x) = log x, y{x) = J ^ j ^ und 
nehmen an, dass ц = lim sup у — lim inf у < 1 /5^ Dann ist die Gleichung (28) 
nichtoszillatorisch; ist У2 eine Hauptlösung und y^ eine von У2 unabhängige 
Lösung dieser Gleichung, so gilt 

(44) lim sup иУ2У2^\ й ß, lim sup \jy[y;^ - 1| ^ / / , 

(45) lim sup \r^ . log \у2\\ й fi, ^m sup \Г' . log \y,\ - 1\ S ft. 

Weiter setzen wir voraus, dass eine von den folgenden zwei Bedingungen erfüllt ist: 

1) S:M\ < '̂ 
2) es ist и = 0 und es gibt eine nichtnegative nichtwachsende Funktion cp mit 

(46) W"^ < 00 . \y -\imy\ й (p^ 

218 



Dann gibt es Zahlen c^, с2 mit 
(47) >'i - cj , У2 ' - C2 , 

(48) y[ - c , , /2 = o{r'). 

Beweis. In Satz 14 setzen шг ô = j , q = - A, p = 0. Wegen y' = jA ^ - qö 
ist Л = 1, also 

(49) ai = 1 - у , a2 = - r , 

(50) (J2 = ~ lim inf у < 1 — lim sup у = h -

Nach (20) ist 
(51) — fi = i2 + lim inf 7 ^ liminfj>2y2^ ' 

lim sup ]у2У2 ^ ^ Ö-2 + 1™ sup у = ji ; 
damit ist die erste Ungleichung in (44) bewiesen. Daraus ergibt sich leicht die erste 
Ungleichung in (45). Ähnlich beweist man die entsprechenden Beziehungen für y^. 
Wenn also fi = 0 ist, so haben wir 

(52) jyiyi'^o, jy[y;'-^i. 

Gibt es ausserdem eine nichtnegative nichtwachsende Funktion (p mit den Eigen­
schaften (46), so ist die Bedingung 3) aus Satz 14 erfüllt; wenn J^ jMI < 00 gilt, 
so ist fi = 0 und es sind die Bedingungen 1) und 2) aus Satz 14 in Kraft. Da nach 
(49) exp{[^(ai + y)ô~^} = K^x, exp {J^ (a2 + y)ô'^} = 1 ist, können wir auf 
Grund von Satz 14 solche Zahlen c^, с2 bestimmen, dass (47) besteht, und nach (52) 
gilt dann auch (48). 

21. Satz. Es gelte A, В e CQ und die Gleichung 
(53) Y" = BY 
sei nichtoszillatorisch. Es sei У ,̂ Y2 ein Fundamentalsystem dieser Gleichung; 
Y2 sei eine Hauptlösung und es gelte У1У2 ф 0 in J. Wir setzen W = У1У2 — Yi^i^ 
f = ^1^2^ ^ F = f^ . (A -- B) und nehmen an, dass inf F > —^ ist. Dann ist 
auch die Gleichung (28) nichtoszillatorisch; es sei j / ^ , У2 ein Fundamentalsystem 
von (28), y2 sei eine Hauptlösung. Wenn wir noch X = lim inf F, A — lim sup F, 
a, ={1 + 4АУ^\ Ч = (1 + 4Я)^/^ (72 = - iu h= - ^ ь £i = 1, £2 = - 1 , <^i = 
= |((Т,- — s,), ,9̂  = ~[ii — ê ) setzen, so haben wir 

(54) с, й lim inf {2fy[y7 ' - / ' ) , lim sup (2fy[y; ' - / ' ) ^ a,-, 

(55) . . .^ lim inf ' " g ^ ' ^ " ' , lim sup J2iy^l:^<a., 
loglY^yj ' l l o g i y ^ y j ' l -

(56) 9, й lim inf f.(у[у7' - Y\Y;') , lim sup f.(y\y;' - y ' .y r i ) ^ 0., 

(57) 9 . < n m i n f i ^ M J Z i ^ , l i m s u p l ^ Ü Z i I I ^ < 0 , . (,- = 1,2). 
logiyiy^- ' l l o g | y , y 7 ' l ~ 

Ferner gelten die folgenden Behauptungen: 
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1) Wenn F -> О ist und wenn das Paar (i, k) die Bedingungen i ф к, liminf |У^У^̂ | > 
> О erfüllt, so haben wir 

(58) y[y;'^Y[Y;\ 

2) Ist A< oo und 1У1У21 -> 00, so gilt (58)/wr / = 1, 2. 
3) /5^ J^ |dF| < 00, 50 gibt es Zahlen bi, Ci mit 

(59) ^ - i ~ f e , . r / ^ e ^ ' « = c , . У , . e ' • ^ 

wo G{x) = j : (1 + 4F)'/^ . (2 / ) - i und Ф{х) = J^ 2F . / " ' . (1 + (1 + АРУ"')-^ ist. 

4) И е̂пи J^ |dF| < oo ist und wenn das Integral j^f.{A — B) konvergiert^), 
so ist F -> 0 {also 9; = 6>; = O) und es gibt Zahlen c*, c* mit 

(60) yt-c^.Y,. 

Beweis. Wenn wir in Satz 14 p = 0, q = ~ Ä, ô = 2f, у = f setzen, so haben wir 
a, = fe,J^/^ А = 4Г' - %f ,{Г - lAf\ \A = {Y'J:, + У̂ У̂ О̂ И/"̂  - lYJ^W . 
. {Y\Y^ + 2У;У:; 4- У^У^')^"' + 4^ /^ = {Y[Y^ - YJ'^^W'^ ~ lY^Y^W'^ . 
.2BY,Y2W-' + 4Af^ = 1 + 4 / \ ( . 4 - Б ) , alsoa^ = e i . ( l + 4 F ) ^ / ^ lim sup а,-= (т,, 
lim inf а,- = t,-. Wegen Я > - | ist d^ < 0 < ц; ferner gilt (У1У^^)' = WY2^, 
mithin (da У2 eine Hauptlösung ist) Y^ . (WY2)~' ~> 00.Daraus ergibt sich 1У1У2 |̂ -> 
-> 00 und / > 0. Auf Grund von (log |У1У2'^|)' = Ж.(У1У2)~^ - / " ' = 20'' 
erhält man 

(61) H = K, + f l o g | y i y 2 " ' ! - ^ a ) . 

Wegen yô-' =f . (2 / ) - i = Wogf)' ist 

(62) X = K2 + i l o g / ; 

aus (20), (21), (61) und (62) folgen die Ungleichungen (54) und (55). Aus (54) und 

folgt (56); aus (55) und y ? / - ' = yfwiY.Y^)-^ = {yjr^f . И'. (У^У^-^'folgt (57). 
Es sei nun F -> 0 und lim inf | У;У;̂ | > 0. Dann ist 5; = <9; = 0 und nach (56) 

haben wir у\уГ' = Y',Y;' + o{l) . / - ' = Y\Yr' . (1 + o(l) . {Y\Y,)~') = У;УГ' . 
. (1 + o(l)); damit ist (58) bewiesen. 

Wenn Л < 00 und |У,Уг! ->• oo ist, so haben wir wegen У/У2 — YiY2 = konst. 
auch \YlY2\-*co und laut (56) gilt у[уГ^ = Y'jr'^ + 0(1) .f-^ = Y'jrK 
. (1 + 0 (1 ) . (У;У^)"*) = У;УГ^ . (l + 0(1)), woraus sich wieder (58) ergibt. 

Es ist offenbar J^ a,.5"^ = e, G(x) und laut (62) gilt e*̂  = /Сз/"^; daraus folgt 

(63) схрИ\у + а;}о-^\=к,р''{х)е-'^^^ 

^) Es wird keine absolute Konvergenz, sondern nur die Existenz eines endlichen Grenzwertes 
lim J a / . (A — B) gemeint. 
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Ferner gilt G ~ H = (p, wie man leicht nachrechnet; (61) ergibt e" = к^ . {Y^ Y^ 1̂̂ ^̂ » 
also/^/^ . i'^^ = ^5 . Yf. So kommt 

(64) /^/^ . ê ^̂  ^p^K e'^" . ê (̂̂ -̂ >̂ - K, , Y,. e '̂̂  . 

Wenn J^ |dFi < 00 ist, so gilt offenbar auch J^ |da,| < oo und 

(65) |d(l + ( 1 +4Fy^')-'\ < OD; 

aus (23), (63) und (64) erhalten wir (59). Konvergiert ausserdem noch das Integral 
j^f.{Ä~B) = j r ^ / " ' , so konvergiert wegen (65) auch J « 2 F . / - i . ( l + 
•f (1 + AFY^^)"^ und die Funktionen ê '*̂  haben positive endliche Grenzwerte; 
daraus ergibt sich nach (59) die Beziehung (60). Aus der Konvergenz von J^ -F/"^ 
und der Divergenz von J ^ / ~ ^ folgt sofort F -^ 0. Damit ist alles bewiesen. 

22. Satz. Wir setzen j{x) = logo x == x, MQ{X) = 1, log„ + i x = log (log„ x), M„ + ^ = 
n 

= M„ . log„, Z„ = Y.^k^' (n = 0, 1,...). Es gehe т.сеЕ^, m ganz, m ^ 0, 
fc=i 

с < 1, r G Co, J^ |dr| < 00. Wir nehmen an, dass das Integral J^ r . M~+i /con-
vergiert, und setzen 

(66) i?, = 1(1 + e,(l - c)'/^) (8i = 1, £, = - 1 ) . 

Dann hat die Gleichung 

(67) y" + \{Z„, + {c + r).M-l,)y = Q 

ein Fundamentalsystem y\, У2 mit 

(68) y,~\ogl;.MU' (( = 1,2); 

У2 ist eine Hauptlösung und es gilt 

(69) jy-yr^-^ßt (m = 0; / = 1,2), 

(70) 2jy[ ~ y, {m > 0; i = 1, 2) . 

Beweis. Wir setzen А = - | ( Z „ + {c + r). M~^i), J5 = - i ( Z „ + cM^l i ) , 
m 

У,- - log^^. МЦ^ {i = 1, 2), 5^ = ̂  M ~ ^ Die Funktionen Y„ Y^ bilden ein Funda-
k=\ 

mentalsystem der Gleichung Y" ~ BY',Y2 ist eine Hauptlösung. Da 
(71) y/ = Y,.{ß,M^U^\S^ 

und У1У2 = M^+i ist, haben wir 

(72) y/y, = i5,+ X , ^ i 5 , (кФО. 
Wenn wir die Bezeichnungen aus Satz 21 benutzen, so erhalten w i r / = Mm+i^~ ' 
F = - | г Ж ~ ^ ; wir sehen, dass J^ |dF| < oo ist und dass das Integral J ^ / • (^ ~ ^)=" 
= j r F / " ^ konvergiert. Es ist also ^. = 6)̂  = 0 und laut (60) gibt es ein Fundamen-
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talsystem Ух, y^ von (67) mit y^ ^ Y^ {ï = 1, 2); у2 ist eine Hauptlösung. Für m = 0 
ist M^ + i ^JJY{ = ßJi und nach(56) haben шг jy\y;'- ßi=j{/iy 7' ~ Y{Yr') -^ 
-^ 0. Für m > 0 ist offenbar M^+^S^ -> сю und nach (72) ist auch Y/Yj, -> oo 
{k Ф i). Wegen (71) und 2j . (/?,M-^i + f s j -> 1 gilt 27T/ - У,, was mit (58) die 
Beziehung (70) ergibt. Damit ist alles bewiesen. 

Bemerkung . Wenn m = с = 0 ist, so haben wir ß2 = ^ und laut (68) und (69) 
gilt у2 = o{j~^). Wenn m = 0 ist und wenn das Paar (c, i) nicht mit (0, 2) identisch 
ist, so haben wir ßi^ 0 und statt (69) können wir y\ ^ ßi-yi-j'^ '^ ßiJ^'~^ 
schreiben. 

23. Satz. Es sei /i e C2, A,\I/ECQ und es gelte /i > 0, ^^ h~^ = 00, i/̂  > 0, 
J,"̂  Щ\ < oo, Ф -> f]^ {rj > 0), j ^ \hh" + фН~^ - Ah^\ < 00. Setzen wir G{x) = 
= la ^^^^ . ^~^, Ci = 1, £2 = " 1 ' "̂ ^ ^^^ ^^^ Gleichung (28) ein Fundamentalsystem 

z, ^ /I . e '̂̂  (/ = 1, 2) ; 

Z2 ist eine Hauptlösung. Ist lim sup \hh'\ < rj, so gilt noch 

z\ - /z-^(e,f/ + hh'),e'^'' {i - 1 , 2 ) . 

Beweis. Es sei A^ = xj/h'"^ + h"h~\ В = h'"^ + h"h~K Laut [2], Satz 15 hat 
die Gleichung Y" = jBYein solches Fundamentalsystem У ,̂ У2, dass У2 eine Haupt­
lösung ist und dass die Beziehung У1У2Ж"^ - \h^ besteht {W = Y[Y2 - Y^YÇ). 
Setzen wi r / = |/z^ F =p .{A^- B), so ist F = ^{ф - 1), lim F > - | , J,°° |dF| < 
< 00, J^ (1 + 4Fy^^ . (2/)-^ = G{x) und für die in Satz 21 definierten Zahlen (ĵ , i^ 
gilt ai = ii = Sif]. Nach Satz 21 (Formeln (59) und (54)) hat also die Gleichung 

(73) / = A,y 

ein Fundamentalsystem y^, y2 mit 

(74) • y,. ~ /г. e^'° , 

(75) h'y[yr' - hh'-^ B^r, . 

Ist lim sup l/i/z'l < rj, so haben wir lim inf |ê ?; + hh'\ > 0 und aus (74), (75) folgt 
leicht 

(76) yi-^{sirj + hh').h-^ .e'^"" . 

Nach (74) ist 

(77) h^ = у,У2Х (X -^ 1) ; 

aus (75) folgen jetzt die Beziehungen x . у\у^ - hW -> ê f/, x . (^^^2 - У1У2) "^ 2?y, 
Z • (j^i^i + УхУ'т) - 2/i/î' -> 0. Wenn wir nun W^ = y\y^ - y^y'^^ /^ = УгУг^^^ 
setzen, so ist W^ = ^^^ X -fi ^ V~^ • ̂ ^' ~^ ^- Falls lim sup \hh'\ < rj ist, so haben 
wir lim sup \f[\ < 1, so dass die Gleichung (73) regelmässig ist ([2], Definition 12). 
Wegen (77) und j ^ h^\A, - A\ = j ^ |iA/i"' + hh'' - Ah^\ < 00 ist J:° y,y2\Ai ~ A\ < 
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< 00. Nach [2], Satz 20 hat also die Gleichung (28) ein Fundamentalsystem z^, Zj 
mit Zf -- y,-; ist (73) regelmässig, so gilt auch z\ ^ y\. Daraus folgt leicht unsere 
Behauptung. 

24. Satz. £5 sei AECQ, A>0 und J^ A^'^ = 00. Wenn es ein /i e C2 mit h > 0, 
jT \hh"\ < 00, Ĵ °° |d(^/î^)| < 00, lim Ah"^ > 0 gibt, dann hat die Gleichung (28) 
ein Fundamentalsystem J i , У2 mit 

(78) ylx) ~ A-''*{x) . exp je J ' ^ ' ' 4 - /^W ~ ^i^^'^^) • exp { « ' j ^ - ^ ' ^ 

(s^ = 1, £2 = ~"l)> У2 -̂̂^ ̂ ^^^ Hauptlösung. 

Beweis. Wenn wir ф = Ah"^ setzen, so sehen wir, dass die Voraussetzungen von 
Satz 23 erfüllt sind und dass G(x) = J^ A^^^, h - rj^^^ . Л"^/^ ist (G, rj haben dieselbe 
Bedeutung wie in Satz 23). Nach [2], Lemma 26 ist hh -^ 0. Die Gleichung (28) hat 
demnach ein Fundamentalsystem z^, Z2 mit Zi ^ h . e^'^, z[ ^ 8ir]h~^e^'^; Z2 ist eine 
Hauptlösung. Setzen wir schliesslich j^^ = z^. f/~̂ ^̂ , so ist yi ^ rj"^^^ . h . e^'^ '^ 
- ^ - i / V ' ^ , j ; - Sirj^^4~'e''^ - e^^'/V^"^. Damit ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung . Verschiedene hinreichende Bedingungen für die Gültigkeit von 
J^ \h}f\ < 00 kann der Leser in [2], Lemma 26 und Satz 30 finden. 

25. Satz. Es gelte A, В e Q , A, В > 0, А r^ В und j ^ \A^l^ - B^l^\ < 00. Die 
Gleichung У" = ВУ habe ein Fundamentalsystem У ,̂ У2 mit 

(79) y{x) ^ B-^/^(x) . exp L ГB'^'l, У/(х) ^ e,ß^/^(x) . exp L Г ^ ' ^ 4 

(e^ = 1, 82 = —1). Dann ist J^ Л̂ "̂̂  = oo und die Gleichung (28) hat ein Funda­
mentalsystem J i , у2 mit den Eigenschaften (78); у2 ist eine Hauptlösung. 

Beweis. Zunächst nehmen wir an, es sei j ^ B^^^- < 00; wir wollen zu einem Wider­
spruch kommen. Wegen (79) gibt es dann positive Zahlen b, к^, К2 mit /с^Б"^'''* < У ,̂ 
О < у; < К2В^^'^ in <Ь, оо). Daraus folgt У1у-^ < к2к1^В^1^; log У̂  und somit 
auch У1 ist daher beschränkt. Wegen У^ > к^В'^^"^ gibt es ein ^3 > 0 mit ^3 < ß , 
so dass doch j ^ B^^^ = 00 ist. Weil nach Voraussetzung J^|/l^/^ - ß^^^l < 00 ist, 
erhalten wir jetzt ^^ A^^" = 00 und aus yi(x) . У2 4 ^ ) ' ^ ^^P (^ Ja ^ ^ ^ ^ 1 - ^ ^ 
folgt, dass У2 eine Hauptlösung ist ([2], Satz 7). Wegen У/У2 ^ 1, У1У2 - - 1 
gilt (У1У2)' = У[У2 + ^J2 -> 0; die Gleichung У" = ВУ ist daher regelmässig 
([2], Definition 12). Ferner hat man У1У2(Л ~ ß) - Б"^/^ . {А - В) = В~^'^ . 
. {А"' + В"^). {А'1^ - В'>^) ^ 2{А'^' - Б^/2), also J,°° |У1У2(Л - В)\ < оо. Nach 
Satz 20 aus [2] hat die Gleichung (28) ein Fundamentalsystem J i , У2 rnit yi '-^ У,-, 
y'i '^ У h У 2 ist eine Hauptlösung. Aus der Beziehung exp {J„ A^^^} -^ к exp {J^ B^^^} 
ergibt sich sofort unsere Behauptung. 
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Р е з ю м е 

НЕКОЛЕБЛЮЩИЕСЯ ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 2-ОГО ПОРЯДКА 

ЯН МАРЖИК (Jan Marik), Прага и МИЛОШ РАБ (Milos Râb), Брно 

Пусть р, q — непрерывные функции в интервале J = (а, оо) и пусть W{x) = 
= ехр { —J« р}. Скажем, что решение у уравнения 

(1) f + р/ + qy = О 

главно, если существует такое Ь^а, что у[х) Ф О для всех х ^ b и что f̂* И/> ~ ^ = 
= 00. Можно показать, что всякое неколеблющееся уравнение (1) имеет глав­
ное решение и что всяких два главных решения линейно зависимы. Легко 
можно убедиться, что подстановка 

(2) Z = о/у-' - у 

переводит уравнение (1) в уравнение Риккати 

(3) ôz' + z^ -f Pz + ß - О , 

где Р = pô — Ô' -i- 2у, Q = qô^ + у^ + руд + у'д — уд'. Если у — главное ре­
шение уравнения (1) и если у(х) ф О для всех х ^ /?, то функция (2) — наимень­
шая из всех решений уравнения (3), определенных в <6, оо). 

На основании этих связей выведен ряд асимптотических оценок и асимптоти­
ческих формул для решений уравнения (1). Приводим здесь только некоторые 
результаты, касающиеся уравнения 

(4) у" = Ау . 

Вместо \imf(x) = с, \ïmf{x)jg{x) = 1 будем писать / - > с, f ~ g (или Дх) ~ 
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1. Пусть А — положительная функция с непрерывной производной в интер­
вале J, (Л~^/') ' -^ Я < О). Пусть у^, у2 - независимые решения уравнения (4), 
у2 ~ главное решение. Положим Я(х) = J«^^^^, j{^) = ^- Тогда Я -> оо, 
( /vl)~^ ~^Р ;еслиЯ - О, то 

l og \у,\ - l og \у[\ - ~ l o g 1^21 l o g \У2\ ^ ^ ^ 

если ?1 > О, то 

log b i l - - log LV2I - l o g / , log |> ;̂| log \У2\ - l o g / " ' , 

Пусть, далее, J„̂ ' |d(/l~^/^)'| < 00; положим ê  = 1, £2 = - К (^i = ^{^ + 
+ г,(Я^ ]- 1)^^^). Тогда существуют такие с^, С2, что 

у,.(х) ~ с, . А~^'\х). ехр {Е, . /:/1'/^(1 + , ^ Л ' М - ^ ) ' / ^ } , 

2. Пусть А, В — непрерывные функции в интервале J. Пусть Y" = BY — не­
колеблющееся уравнение, У ,̂ У2 — независимые решения этого уравнения, 
У2-главное решение. Положим Ж = У/У2 - Y^Y2J =- Y^Y2W~^,F ==\А - B)f^, 
Если lim îpf F(x) > ~ | , то и (4) — неколеблющееся уравнение. Предположим 

Х-» 00 

далее, что ^'^ \é..F\ < 00 и что существует конечный предел l i m J ^ / . ( / l — В)\ 
х-^ со 

пусть Ух. У2 ~" независимые решешш уравнения (4), у2 — главное решение. 
Тогда F -~> О, и существуют такие с^, с 2, что j , ^ c^Y^, у\у^^ = yiYr^ + o{f'~^) 
0=1,2) . 
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