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Ч Е Х О С Л О В А Ц К И Й М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й Ж У Р Н А Л 
Математический институт Чехословацкой Академии наук 

т . 14 (89) ПРАГА 20. VI. 1964 г., No 2 

К ФАКТОРИЗАЦИИ МНОЖЕСТВА ЦЕЛЫХ 
НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

МИЛАН СЕКАНИНА (Milan Sekanina), Брно 

(Поступило в редакцию 13/XII1960 г.) 

В работе дается рекуррентное построение всех разложений в смысле 
Хайоша множества неотрицательных целых чисел. 

Настоящая работа является продолжением второй части работы [1]. Как 
и в [1], 21 означает множество всех целых неотрицательных чисел. 

1.1. Пусть / — непустое множество. Пусть/ — отображение / в 51. Мы скажем, 
что / является суммируемым отображением, если только для конечного коли
чества iel имеет место f(i) =j= 0. Если таковыми являются индексы г^,..., i„, 
положим ^ / ( ï ) = /(il) + ... H-/(i„). Если для всех iel отображение /(i) = О, 

то положим YJ /(О = О-
iel 

1.2. Пусть/ — опять-таки непустое множество, а {л J jgj — система подмножеств 
из 21 (мы допускаем существование i Ф ; таких, что А^ = Aj). Пусть F - мно
жество всех суммируемых отображений, определенных на / и таких, что 
f(i) е Ai для всех i е /. Тогда множество {J]/(О • / ^ ^} обозначим через XI f̂-

iel tel 

Если А = Y,^i ^ если ДЛЯ ВСЯКОГО хеА существует только одно feF так, 
iel ^ 

ЧТО X = Х!/(0' ^^ ^ь^ напишем Л = ^̂  Л .̂ В таком случае мы называем систему 
iel iel 

{^i}iei факторизацией множ^ества А, Ai — факторами множества А, 

1.3. Из определения Х^»' непосредственно следуют следующие утвержде
ния: *̂^ 

1. Если существует î е I так, что Ai = 0, то ^ Л̂  = 0. 
iel 

2. Если c a r d / ^ Ко и О поп б Л̂  для бесконечного количества индексов U 
то Y,Ai = 0. 

iel 
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Читатель л^гко убедитск в том, что во всех остакьных случаях X ^» ^ •̂ 
iel 

1.4. Пусть {Ai}i^j — факторизация мно:нсестваА, Пусть g — взаимно одно
значное отобра:нсение множ:ества I на себя. Тогда и {^^(olîei будет фактори
зацией А. 

Доказательство непосредственно следует из 1.2. 

• • . • 
1.5. 1) Пусть А = Yj-^i- Пусть At = ^Bj , Пусть J = {<^7> : ie I, je / J . 

Тогда A = Y Щ-
<i,j>eJ 

2) Пусть ̂  = ^ .4ь .4 Ф 0. Пусть 0 Ф 1^ с 1. Тогда Y, ̂ i = Е - î-
iel iel I Ш^ 

Доказательство непосредственно следует из 1.2. 

1.6. Пусть А d %, Пусть существует кеШ, /с Ф О такое, что А Л- к а А 
{А -\- к = {х : X = а -\- к, aeÄ])\ тогда мы говорим, что А почти периоди
ческое множество. 

1.7. Пусть А — YjA-i и пусть существует /̂  el такое, что Ai^ — почти 
iel 

периодическое мноо*сество. Тогда А почти периодическое MHootcecmeo. 

Доказательство. Пусть для /с Ф О имеет место Ai^ -\- к а Л,̂ . Пусть 
хе А, Тогда существуют элементы х̂  е А^ такие, что х = ^ ^г Определим 

iel ' 

функцию f иг, I следующим образом: f{i) — х,- для i ф Zj, f{i^ = х^ + к. 
Так как х^ + fe G Л,-̂  и / — суммируемое отображение, то х + fe = ЕДО ^ ^ ' 

i = / 
следовательно, А -{- к с А, а, это значит, что А — почти периодическое мно
жество. 

1.8. Пусть 0 Ф Л Ф {0},. Л = Е ^ р ^j = W ДЛЯ некоторого ; е / . Тогда, 

очевидно, Л = YJ ^i- ß^^ факторы, равные множеству {0}, можно, следова-
iel,i^j 

тельно, опустить. В последующем изложении, если не будет особой оговорки, 
мы будем предполагать, что в факторизациях непустых множеств, отличных 
от {0}, не встречаются факторы, равные {0}. Под факторизацией множества {0} 
мы будем в дальнейшем для простоты понимать систему {{0}}. 

1.9. Пусть {Ai}iel — факторизация множества А ф 0. Тогда / — конечное 
или счетное множество. 

г 
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Доказательство. Для А = {0} теорема будет, согласно 1.8, очевидно 
справедлива. Итак, пусть А ф {0}. Пусть /^ с: / - множество тех индексов Ï, 
для которых О е Л .̂ Допустим, что / — бесконечное несчетное множество. 
Тогда согласно 1.3 множество I — Ii конечно и, значит, 1^ — несчетное мно
жество. В каждом Ai, i el возьмем х̂  Ф О и определим 

ДО = ^v fi{j) = О для j Ф h j^Iu fiO) = ^j для jel ~I^, 

Отображение /^ всегда суммируемо и i, j G / J , i Ф j => fi ф fj. Следовательно, 
множество всех fi несчетно. Так как А — счетное множество, существуют хе А 
и два различные отображения /^ и fj, для которых ^ /^(i) = ^ / / Ï ) = х, что 
противоречит определению факторизации. '̂ ^ /̂ ^ 

ф 

1.10. Пусть А = Y,Ai, А =^ 0, Kjel, к ф у. ГогЭа Aj, п Aj содержит не 
iel 

более одного элемента. 
Доказательство. Допустим, что существуют х Ф j , х, j е Д п Aj. Пусть 

/^ — множество тех индексов i, которые отличны от j и./с и для которых О е Л .̂ 
Определим fj и /^ так: z e / i =>//0 = Л(0 = 0, tel - h - {j,k} => fj{i) =, 
- Л(г) G Л ,̂ / / i ) = X, fj{k) = y, flf) = y, flk) = X. Очевидно, ^ Л(0 = 
= Y, fji}) ^ Avi притом /jfc Ф fj, что является противоречием. 

iel 

Следствие. Если А = Yj ̂ ь причем О е Ai для всех i, то к 4= j => А^ п Aj = 
= {0}. 

1.11. в дальнейшем нам понадобится следующее утверждение: Пусть А = 

= ^У4,', О G^i для всех i. Тогда самое больше для одного i множество Ai будет 
iel 

почти периодическим. 
Доказательство. Пусть i Ф j . Ai -h ki с Ai, Aj + kj с Aj, /c,- ф 0 Ф kj. 

Тогда ki G Ai, следовательно, и /ĉ  + fc^ = 2/Cf G Ai; вообще для натурального n 
будет nki ^ ^v аналогично mkj e Aj. Итак, ki. kj e Ai n Aj, что противоречит 
следствию 1.10. 

ф 

1.12. Пусть Л = ^ Л̂  Ф 0. Согласно 1.9 множество / конечно или счетно. Мы 
iel 

будем большей частью предполагать, что / = {1, 2, ..., п} или / = {1, 2, 3, ..., 
...,п,...}. Тогда можно также написать 

Л = Л^ + ^2 + Лз + ... + Л или л = yli + ... + Л„ + ... . 

Настоящий параграф мы закончим следующей теоремой о сокращений: 
Пусть Л Ф 0. Пусть А + В = А ^ С {притом множества А, В, С могут 

быть равны {0}). Тогда В = С. :.. . . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из 1.3 видно, что или Б = 0 = С или ß ф 0 ф С. Если 
В = ф = С, теорема доказана. Пусть имеет место второй случай. Допустим, 
что Б Ф С. Тогда пусть а = min А, d = min {В и С - В п С). Пусть, напр., 
de В, Тогда для подходящих а^е А и сеС будет а + d = а^ + с. Так как 
J поп е С, будет d Ф с, откуда а < а^ я, следовательно, d > с. По определе
нию d имеем се В, что по определению факторизации дает d = с, то есть 
противоречие. Аналогично мы рассуждаем и в случае de С, 

2 

2.1. Пусть к,т — натуральные числа, m > 1. Тогда положим 

F{k, m) = {О, к, . . . , (m - 1) к} , F{k, оо) = {О, /с, ..., пк,...} . 

2.2. Пусть к, т,р — натуральные числа, т,р>1. Тогда F{k, m) 4- F(mk,p) = 
= Я/с, m/?). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть xeF(k, m) + F(mk, p). Тогда существуют целые 
числа Xi, Х2 такие, что О ^ х ^ < т , 0 ^ X 2 < рях = х^к + Х2тк. Числа х^ и Х2 
однозначно определяются числом х (а именно, это остаток и частное при деле
нии числа х/к на число m). Итак, 

F(/c, m) + F(/cm, p) = JF(/:, m) + F(Â:m, jp) 

и X = (xi + X2m) /c, где 0 ^ x^ -Ь X2m < mp, т. e. x e F(/c, mp). Если, наоборот, 
X e F(/C, mp), T. e. X = X3Ä:, 0 ^ X3 < m ?̂, то существуют целые числа Xj и Х2 
такие, что Хз = х^ + Х2т, 0 ^ х^ < m, 0 ^ Х2 < р, т.е. х е F{k, m) + F{mk, p). 

2.3. Пусть /ci, A:2,/сз,... ( = {/c„}„) — возрастающая последовательность (ко
нечная или бесконечная) натуральных чисел, для которой /с„\ /c„+i для всех н. 
В таком случае мы называем последовательность {к^^^/'Последовательностью. 

2.4. В работе [1] было показано, что Ае% является фактором % тогда и толь
ко тогда, если существует /-последовательность {fc„}„, бесконечная или ко
нечная, такая, что или 

а) Л = F(/CI, fc2/^i) + F{k^, ^Аг1^ъ) 4- ••• (с весконечным числом факторов) 
или 

б) Л = F(fci, ^2/^1) 4- •.. + F(/c2^_i, /c2m/^2m-i) ({^Ли имсст чстнос ЧИСЛО эле-
ментов) или 

в) А = F(/ci, /c2//ci) + - . + î (fc2m-i> Qo) (послсдовательность {fe„}„ имеет не
четное число элементов). 

(В работе [1] мы допускали в качестве фактора и {0}.) 
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2.5. Пусть А — фактор 21. Тогда А — почти периодическое множ:ество, если 
и только если А имеет вид в) из 2.4. 

Доказательство. Если А имеет вид в), то F{k2m-i,o6) является почти 
периодическим множеством и согласно 1.7 А будет почти периодическим 
множеством. 

Множество вида б) непусто и конечно и поэтому не является почти периоди
ческим. Если А имеет вид а), а и — любое натуральное число, то правым сосе
дом элемента а = (/̂ 2/̂ 1 — l)/ci + ... + (^2«/̂ 2п-1 — 1) ̂ 2/1-1('̂  ̂ ^ о в множестве 
А будет 2̂« + 1- Притом /с2„+1 - а = (/c2„+i - /с2„) + ... + (/сз - /С2) + /с̂  ^ 
^ и + 1. Итак, для О < А: < п + 1 будет а Л- к поп е А, Так как п было взято 
произвольно, следует отсюда, что А не является почти периодическим мно
жеством. 

2.6. Пусть к,р — натуральные числа, р > I, Пусть А cz %, ОЕА. Если 
А 4= {0}, пусть min (А — {0}) > кр и ХЕА=> к\х. Пусть {h^ ,̂ {т,}^ — конеч
ные или бесконечные последовательности, {h^ i — неубывающая последователь
ность натуральных чисел, пусть mi — натуральные числа больше 1 за исключе
нием, мож:ет быть, одного i, для которого mi может означать символ оо. 

Пусть 

(1) F{K р) + А = F{h„ m,) + F(/i2, m2) + ... • 

Тогда существует п так, что 

F{k, р) = F(/ii, mi) + ... 4- F{h„, т„) , m^,..., m„ 

натуральные числа и h2 = ^ 1 ^ , ^з = «^2^i^? ...^/^ = ^п ^ i -

Доказательство. Обозначим левую часть уравнения (1) через В, правую 
— через С. Прежде всего покажем, что {/zĵ  — возрастающая последователь
ность. Действительно, если бы ^̂  = /ẑ +i для некоторого U то было бы {О, ht} с 
с F(ft̂ , ш̂ ) п F(/ii+i, mf+i), что противоречит следствию 1.10. Имеем /с = 
= min [Б — {0}] = min [С — {0}] = h^. Покажем, что т^ ф оо. 

Если бы mi = 00, то рк е Б, то есть рк = х -\- у, где х е F(k, р), у е А, Так 
как рк поп е F(/c, р), будет у 4= О, то есть у > кр, и следовательно, рк > х -\- кр, 
что противоречит допущению. 

Так как рк поп е В, О, к, ,..,{р ~ 1) ке В и О, fc,..., (m^ — l) /с б С, т.е. Зти 
числа лежат также в Б, то т^ ^ р. Если имеет место равенство, теорема до
казана. Пусть т^ < р. Тогда т^кеВ, то есть т^кеС. Итак, существуют 
числа х,у такие,что О ^ х < т^, у е F(/Ï2, m2) 4- ^(^з^ ^з) 4- ..•> ^ik = хк -{- у. 
Допустим, что X > 0. Имеем (mi — х) к — у, причем (т^ — х) ке F(hi, m^), 
что противоречит следствию 1.10. Итак, х = О, откуда т^к = у. Допустим, 
что у ф Й2- Так как /i2 = niin{F(h2, т2) + FQÎ^, т^) + . . . - - {0}), будет у > йг» 
откуда т^к > /z2. Так как к | /̂ 2 (̂ 2 ^ ^ 0 ' существует х так, что h2 = хк я 

165 



0^ X < mj. Поэтому /i2 eF(/ii, m^), что также противоречит следствию 1.10. 
Итак, /î2 = ^ 1 ^ = У- Покажем, что т2 — натуральное число. Если бы т2 = оо, 
то А:р е В, так как существуют целые числа х, 3; такие, что О ^х < rui, Q ^ у, 
кр = хк -{- ут^к я хке F(hi, m^), утк е F(/Ï2J 00). В силу 2.2 можно написать 

(2) В = F(fc, т^Шг) + F{h^, Шз) 4- ... , 

где 

(3) F{k, т^Шз) = F(/zi, m )̂ + i^(^2. ^2) • 

Правая часть уравнения (2) имеет тот же вид, как и С. Поэтому ее можно пред
ставить в виде левой части уравнения (1). Так как т^, mim2,... образуют 
возрастающую последовательность, существует п так, что т^ т„ = р 
и по индукции получаем из (З) 

F(fc, р) = F{h^, mi) + ... + F{h„, т„) . 

Мы показали, что ^2 = т^к. По индукции получаем h^ = т2т^к и т. д. 

3.1. Пусть {/с„}„ и {й„}„ суть /-последовательности, конечные или бесконечные. 
Если {/с„}„ конечна, то она имеет четное число членов. Пусть существует/-после
довательность {г„}„ со следующими свойствами (соотношения касаются тех 
случаев, для которых все символы определены): 

1) кх = г ,̂ /с2„-1 е {г„}„, /i2n-i е {rj„. 
2) Гу < fc„ => rj\fc„. 
3) h2i-i = rj => h2i = rj+x или Tj < /c2s < Гу+1 (если r^+i определено) и 

^2i = '̂ as ДЛЯ некоторого s. Из ^2Ï-_I < k2s всегда следует /i2i â 2̂я-
4) Не существует пары индексов i,j так, что /c2i ^ г̂  < /с2̂ +1- Если {fe„}„ — 

— конечная последовательность, а /с^ — ее последний элемент, то для всех п 
будет г„ < /с .̂ 

Тогда последовательность {г„}„ мы назовем дополнением последователь
ности {hn}„ по отношению к {к„}„, )̂ 

^) Читатель может без труда сам убедиться в том, что дополнение к/-последовательности 
{h„}„ по отношению к/-последовательности {А:„}„ существует, если и только если 1) к^ ^ h^, 
h'<kj=>h.\ кр kj < h^=> kj \ h-. 

2) Для всех /, s имеет место Ä2i-i + ^s- Д̂ -̂ ®̂ » ^ 2 i - i < ^n =^ ^2i = ^и-
3) He существуют индексы / , / так, что ^2i < ^j < ^2i + i- Если/:^ — последний элемент 

{k„}„, то h^< k^ для всех / и m — четное число. 
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3.2. В работе [1] были описаны все факторизации 21 = Л 4- ^- Рассмотрим 
теперь факторизацию 21 в общем виде. Итак, пусть / = {1, 2,.. . , п}, п ^ 3, 

соответственно I = {1, 2,. . .}, и пусть 21 = X! ^ï- Положив В^ = Y, »̂» ^г = 
ф iel iel,i Ф1 

= Y, ^и мы получим 21 = ^1 4- ^ 1 , Bi = Ä2 + ^2. Итак, построение всех 
1е/,1Ф1Ф2 

факторизации множества 21 сводится к решению последнего уравнения Б^ = 
= ^2 + ^2. Снова напоминаем, что все множества, входящие в это уравнение, 
имеют один из видов а), б), в) из 2.4.̂  

3.3. Пусть В^ имеет вид а) или б), т . е, В^ = F(/ci, k2lk^ + ••• + ^^2n-i» 
/c2„//c2„-i) 4- ••• ^ бесконечным или конечным числом факторов. При конечном 
числе факторов {̂ „}„ имеет четное число членов. Тогда ^2 *= 51 будет фактором 
MHootcecmea Bi, если и только если оно имеет вид а) или б), то есть 

Аг = Щи V ^ i ) + ... + FQi2n-u hJhzn-i) + ... 

(в правой части конечное или бесконечное число факторов) и существует до
полнение (см. 3.1) последовательности {й„}„ по отношению к последовательности 
{к„}„. 

Доказательство. Согласно 2.5 В^ не является почти периодическим мно
жеством, следовательно, согласно 1.7 и Л2 не будет почти периодическим. 
Поэтому фактор множества В^ должен быть вида а) или б). Итак, пусть 

В^= Ä2 + ^2, ^2 = F{g^,g2lgi) 4- ... 4- F{g2n-u ginldm-i) + ... , 

Ä2 = F{h^, /12/Й1) 4- ... 4- F{h2n-u ^2n/^2n-i) + ... . 

(в правых частях конечное или бесконечное число факторов). Упорядочим 
ситему hl, /13,..., ^2n-i? .-.5 9i9 9ъ^..«? G in-и .•• в виде неубывающей последо-
вательсности {rj^ и положим m,- = hi+ilhf, если Vj = hi, и mj = gi+ilgt, если 
Tj = gi. Тогда 

5i = F(ri, mi) 4- ... 4- i^(r„, m„) 4- ... . 

Положим Б' = ^(/сз, ^4//сз) 4- ... 4- ^(^2«-i? ^2«/^2n-i) 4" •.• (в случае, если 
последовательность {/с„}„ содержит лишь два элемента^ В' равно {0}). Тогда 
имеем 

F(fci, fc2/fci) 4- 5 ' = i^(ri, mi) 4- ... 4- F{r„, m„) + .,. . 

Условия теоремы 2.6 выполняются. Следовательно, существует «i так, что 

F(/ci, fc2/fci) = F(ri, mi) + ... 4- F(r„^, m„J 
и 

(4) 1̂ = fci, Г2 = mifci,...,/С2 = m„^. m„^_i mjki . 
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Итак, по индукции получаем, что для 5, для которого определено kzs-u^ значит 
и 2̂s> супдествует п^ такое, что 

F{^2s-u ^isl^is-i) = ^(^.-1 + ь m„̂ _̂  + i) 4- ... + F{r„^, Шп) 
и 

Покажем, что последовательность {r„}„ является дополнением последователь
ности {К}п по отношению к {к„}„. Из (5) и из того, что {Д:„}„ есть /-последова
тельность, вытекает то же самое для {''„}„. 

Соотношение 1) следует непосредственно из определения {г„}„ и из ра
венств (4) и (5); 2) и 4) следуют из (5). Вторую часть утверждения 4) можно 
получить так: Пусть {к„}„ — конечная последовательность с последним элемен
том к2s- Допустим, что существует r„^+i (п̂  выбрано согласно (5)). Тогда 

F{k2s-.i,k2s/k2s-l) + {0} = 

= F{r„^,, + i, ^ns-t + i) + ... + F{r„^, m J 4- F{r„^+i, m„^+i) 4- ... 

и согласно 1.12 

что невозможно, так как r„^+i none {0}. Соотношение 3) следует из (5) и из 
определения чисел т^. Таким образом, необходимость условия доказана. 

Достаточность, Пусть {г„}„ — дополнение последовательности {й„}„ по 
отношению к {к„}„. Согласно 1) имеем fc^ = г .̂ Так как {г„}„ есть /-последо
вательность и справедливо 2), существуют индекс п^ и натуральные числа 
mi > 1 (1 -^ i ^ п^) такие, что 

(6) Г2 = mi/ci,..., г„^ = m„^_i m f̂ci, ^2 = т„^ к^ , 

причем, если r„^ + i определено, имеет место г„^ + ̂  > /с2. Согласно (4) тогда 
будет г„̂  + 1 = /сз. 

Итак, вообще для s, для которого определено число k2s-u существуют п̂  
и натуральные числа т„^_^ + ̂ ,..., т„^ > 1 такие, что справедливо (5), причем, 
если г„̂ +1 определено, будет r„^+i > k2s- Из 2.2 и (6) следует по индукции 

F(/ci, /С2//С1) = F{r^, mi) + ... 4- F{r„^, m„j . 

В общем случае тогда будет -F(fe2.-i,/c2s/^2s-i) = i^(r„,., + i, m„̂ _̂  + i) + ... + 
+ F{r„^, m„J. Итак, В^ = F{r^, m )̂ + ... + F{r„^_^ + i, ^n,_i + i) + .... Согласно 
3.1 имеем /î2i-i 6 {̂ „}„, поэтому /i2i--i = О ̂ ^ некоторого/ Согласно 3 насту
пит один из следующих случаев а), б): 
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а) Гу+1 = /i2r Согласно тому же пункту 3 из Vj < k2s следует Гу+̂  ^ /c2s. Поэто
му Mj = rj+Jr. = /i2i/^2i-i и, следовательно, F{rj, nij) = F(/i2/-i, /i2i/^2t~i)-

б) Существует s так, что /z2i = ^2s и (если r^+i определено) будет Гу < /c2s < 
< 0+1-

Имеем Vj ̂  ^25-1 (согласно второй части утверждения 3)) и, следовательно, 
используя обозначения формулы (5), п^ является определенным. Имеем п^ ̂  j . 
Допустим, что Us > j . Тогда r^+i определено и r^+i < /c2s, что противоречит 
приведенному выше неравенству. Итак, щ = j я поэтому hiijhn-i = m„ ,̂ сле
довательно, снова ^(г^-, nij) = F(h2i-i, ^2i/^2i-i)- Итак, каждое F(/i2i_i, ^2i/^2i-i) 
равно некоторому и в точности одному (см., напр., следствие 1.10) F(rj, т^. На 
основании 1.4 можно, следовательно, написать 

Б^ = ^2 4- ^2 5 

где в А'2 содержатся все факторы F(/î2i-i, ^2i/^2i-i)- Итак, ^2 = ^2 и ^2 явля
ется фактором множества В^. 

3.4. Пусть В^ имеет вид в), то есть 

В^ = F(/ci, /С2//С1) + . . . 4- F{k2n-u 00) . 

Пусть ^ 1 = ^ 2 + ^2- Тогда и А2 я В2 имеют один из видов а), б), в). Итак, 
пусть ^2 = F(/zi, /12/^1) + .. . + F{h2„-u h2nlh2n-i) + ..., ^2 = F(öfi, 0̂ 2/6̂ 1) + 
4- ... + F{g2n-u Qinidin-i) 4- ...? где число факторов может быть конечным или 
бесконечным, а один (см. 1.11) из символов /12/^1,..., ^2n/^2«-i9 •••» QiJOin-u ••• 
может означать и со. Если расположить систему чисел /г^/гз? •••? ^2n-i5 •••» 
..., ^ 1 , . . . , д2п-и • •. в виде неубывающей последовательности {г„}„ и если поло
жить nii = hj+Jhj для Vi = /îy, m,- = gj+Jgj для r̂  = ^̂ y, то будет 

J5i = F(ri , mi) 4- . . . + i^(ri, m,) + . . . . 

Условия из 2.6 выполняются и по индукции следует, что существует j такое, что 
(7) F(ki, k2/ki) + . . . + F{k2„-3^ ^2«-2/^2«-з) = ^(^i, mj) 4- . . . 4- F(rj, mj). 
Из 1.12 тогда получаем соотношение 

F{k2n-u 00) = /^(0+1. '^y+i) + . . . 4- /^(гр m,-) + . . . . 

Вопрос факторизации Б^ таким образом сводится к факторизации левой части 
уравнения (7), однако, это фактор множества % типа б), о котором была речь 
в теореме 3.3, и к факторизации F(/c2„-i, 00), то есть множества, изоморфного 
(относительно сложения) множеству 31, факторы которого описаны в 2.4. 
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Summary 

ON THE FACTORISATION OF THE SET OF ALL NONNEGATIVE 
INTEGERS 

MILAN SEKANINA, Brno 

Ш denotes the set of all nonnegative integers. In the paper [1] all factorisations of 21 
in Hajos' sense were constructed, i.e. all pairs Ä, В of subsets of 2t were given such that 
every X e 2[ can be written in exactly one way as a sum a + b where a e A, b e B.ln 
present paper a recursive construction of all Hajos' factorisations is given, in which the 
number of factors is arbitrary. 
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