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Чехословацкий математический журнал, т. 14 (89) 1964, Прага 

ОБ ОДНОРОДНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ 

ЛАДИСЛАВ ПРОХАЗКА (Ladislav Prochâzka), Прага 

(Поступило в редакцию 8/XI 1961 г., и переработанное сдано опять 31/11964 г.) 

В этой статье изучается структура некоторых расширений однородных 
вполне разложимых абелевых групп без кручения при помощи групп 
периодических. В заключительной части применяются эти результаты 
к смешанным расщепляемым группам, и найдены достаточные условия 
для того, чтобы расширение такой группы являлось опять расщепляемой 
группой. 

Прежде всего условимся разуметь словом группа аддитивно записанную 
абелеву группу с нулевым элементом 0. Буквой р будем всюду обозначать неко­
торое (положительное) простое число. Кроме того, мы будем пользоваться 
следующей записью: Пусть m, п — целые рациональные числа, и Ф О, и пусть 
g — элемент какой-то группы G. Если уравнение пх = тд обладает в G в точ­
ности одним решением д^.то будем писать д^ = {min) д. Далее напомним, что 
группа без кручения называется однородной типа т, если все её сервантные 
подгруппы ранга 1 обладают типом т. Если группа без кручения является прямой 
суммой групп ранга 1, то говорят, что она вполне разложима. 

Пусть G — группа без кручения, пусть gisG (г = 1, 2,..., п) и пусть /с̂  
(г = 1, 2,.. . , п) и m — целые рациональные числа. Если уравнение тх = 
— ^iQi + 2̂0̂ 2 + .-. + k^Qn разрешимо в G, то будем писать (см. [4]) 

(1) feiö^i + /C2Ö̂2 + ... + KQU = О {mod т)о . 

Опре̂ е̂ление 1. Пусть G — группа без кручения, пусть g iE G {i = 1, 2,.. . , n) 
и пусть m — целое рациональное число. Если имеет место некоторое соотно­
шение вида (1), где по крайней мере для одного z ki ф О (mod m), то элементы gt 
(ï = 1, 2,. . . , и) будем называть т-зависимыми в G. Если элементы gi {i = 
= 1,2,..., n) не являются m-зависимыми в G, то будем говорить, что они 
т-независимые в G. 

Если G — группа без кручения, gteG {i = 1, 2,. . . , п) и если а̂  (i == 1, 2,. . . , n) -
— целые р-адические числа, представленные последовательностями целых ра-
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/• 1 2 .., n), то вместо бесконечного 
циональных чисел вида а̂  == \^У )j=^ ̂  
числа формул 

аГдг + afg, + . • - + а^вп ^ О (mod v% (fc = 1, 2,...) 

будем писать единственную фор1у[улу 

(2) а,д, + агОг Нг . • • + Мп = О (mod р^% . 

Определение 2. Пусть G - группа без кручения и пусть f̂ ̂  е G (i = 1, 2,..., п). 
Мы скажем, что элементы gi{i ^ 1, 2, ..., п) являются ]7°°-зависимые в G, если 
имеет место некоторое соотношение вида (2), где по крайней мере одно из 
чисел <Xi должно быть ненулевым. В другом случае будем говорить, что элемен­
ты gi{i = 1, 2, ..., п) являются р°°-независимыми в G. 

Понятие т-зависимости и т-независимости, также как понятие jp°°-зависи­
мости и р°°-независимости, можно известным образом перенести на произволь­
ное непустое или пустое множество M элементов гр)шпы без кручения G. 
Легко видеть, что в каждой группе без кручения суш;ествуют максимальные 
т-независимые и р°°-независимые множества (которые могут оказаться и пус­
тыми). Следовательно, оправдано следующее определение. 

Определение 3. Если G — группа без кручения и m — целое рациональное 
число, то каждое максимальное т-независимое множество элементов из G 
будем называть т-базисом группы G. Аналогично определяется р°°-базис 
группы G. (См. [5]; понятие ;?-базиса можно найти в [2].) 

В статье [5] было к каждой группе без кручения G присоединено некоторое 
кардинальное число Гр{р), называемое р-рангом группы G; притом это опреде­
ление р-ранга является расширением понятия р-ранга из [6]. Об этом инва­
рианте было в [5] доказано одно утверждение, которое мы здесь выскажем 
в виде следующей леммы. 

Лемма 1. Пусть G — группа без кручения и пусть А — произвольный её 
р'^-базис. Если В — базис^) группы G, содерэн:ащий А, то имеет место соотно­
шение 

г IG) = т{В - А) , 

где символ т(В — А) обозначает мощность мно:жества В — А. (См. [5], тео­
рема 1.) 

Определение 4. Пусть G — группа без кручения и пусть J, (̂  е f) — некото­
рые её подгруппы ранга 1. Мы будем говорить, что подгруппы J, (^е/) явля­
ются JP"^-независимыми в группе G, если можно выбрать элементы д^е J^[tE I) 
так, чтобы эти элементы представляли j7°°-независимое множество в G. 

)̂ Базисом группы без кручения G является произвольное максимальное линейно незави­
симое множество элементов из G. 
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Если M — множество элементов группы без кручения G, то символом ^с (М) 
будем обозначать минимальную сервантную подгруппу группы G, содер­
жащую М. 

Лемма 2. Пусть G — группа вез кручения и пусть Ji (/ = 1, 2 , . . . , л) — неко­
торые р"^-независимые подгруппы {ранга 1) группы G. Если gi е Ji, gi ^ О 
( / = 1,2,. . . ,«) произвольные элементы, то элементы gi, gi^ ••'•> gn являются 
р"^-независимые в G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В виду предположения и определения 4 можно найти 
jp°°-независимые в G элементы hieJi (г = 1, 2, ..., п). Если положим S = 
= S^GQ^U 2̂> • • •> ^f)^ то S будет ранга п и множество (й^, hi,..., /i„) представляет 
её базис. Из р°°-независимости элементов hi (i = 1, 2, ..., n) в G следует их 
р°°-независимость в подгруппе S, следовательно, (h^, hi,..., h„) должно быть 
р°°-базисом группы S. Из леммы 1 вытекает равенство Гр[8) = 0. Как следует 
из [6] (см. § 4, теорема 4), равенство Гр(3) = О равносильно тому, что р-примар-
ное слагаемое фактор-группы S/U, где U — произвольная свободная подгруппа 
в S ранга п, является редуцированной группой и, следовательно, группой ко­
нечной (см. [6], теорема 1). Отсюда легко вывести, что каждый базис группы S 
должен быть множеством р°°-независимым в 5, или, р°°-базисом в S. Итак, 
если выберем произвольно QIE J^, QI Ф О (f = 1, 2, ..., п) то получим базис 
группы 5, так как, ввиду предположения, должно быть 

{/i, J2, ..., J„} = J^ + J2 + ... + Jn-

Но этот базис является одновременно р°°-базисом группы S, и в силу сервант-
ности 5 в G будет р°°-базисом в G. Лемма полностью доказана. 

Так как р'^-независимость произвольного множества значит /?°°-независи­
мость каждой конечной его части, то предшествующую лемму можно выска­
зать в следующем виде. 

Лемма 3. Пусть G — группа без кручения и пусть / , {tel) — р"^-независимые 
в G подгруппы ранга 1. Если g,^ J^, g^ ̂  О {tel) — произвольные элементы, 
то множество {g^\ te I) р"^-независимо в G. 

Лемма 4. Пусть G — группа без кручения и пусть Ji{i = 1, 2, . . . , п) — её 
подгруппы ранга 1 такие, что 

{Ji, J2 , . . . , /„} = Ji + J2 + .-. 4- Jn-
Подгруппы Ji{i = 1,2,..., п) являются р"^-независимыми в G в точности тогда, 
когда rJ{S) = О, где S = с5^с(Л ^ . . . ^ /„). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что только что определенная подгруппа S 
соответствует подгруппе S, определенной в течение доказательства леммы 2. 
Итак, если подгруппы J; {i = 1, 2, ..., n) - /7°°-независимые в G, то из доказа­
тельства леммы 2 следует, что Гр(8) = 0. 
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Пусть наоборот Гр{3) = 0. Если выберем gi^Ji, Qt + O (i = 1, 2,.. . , w) 
и построим подгруппу и = {д^} -\- ... -i- {д„}, то р-примарное слагаемое перио­
дической группы S/U будет редуцированной группой (см. [6], теорема 4) и, 
следовательно, группой конечной (см. [6], теорема 1). Это значит, что элемен­
ты gi (i = 1, 2,... , n), или, в силу определения 4, также подгруппы J^ (i = 
= 1, 2, ..., w), должны быть р°°-независимыми в S. Из сервантности S в G 
следует /7°°-независимость этих подгрупп в G, и лемма доказана. 

Лемма 5. Пусть G — группа без кручения, пусть И — некоторая её вполне 
разлоукимая подгруппа и пусть 

le! кеК 

— два полных разложения группы Н. Подгруппы J^(t е /) будут р"^-независимы­
ми в G тогда и только тогда, если будут, р"^-независимыми в G подгруппы 

Доказательство. В силу симметричности условий достаточно доказать, 
что из р°^-независимости подгрупп J, ('•^О следует р°°-независимость под­
групп JI{K G К). 

Итак, пусть подгруппы Ĵ  (̂  е /) — р°°-независимые в G и пусть J*. (г = 
= 1, 2, ..., г) — произвольно избранные подгруппы с различными индексами. 
Если положим 

ТО по лемме 4 достаточно доказать, что Гр{8^ = 0. Очевидно, существуют 
индексы ĵ (; = 1, 2, ..., s) такие, что 

i = i j=i 

следовательно, имеет место соотношение 

5 i ^ ^ , , ( J , ^ u . . . u J J = S , . 

По лемме 4 будет гД^з) = 0. Так как S^ сервантна в G, то тем более она сер-

вантна в ^2 и имеем (см. [6], теорема 6) 

или, в частности, Гр{8-^ ^ ^pi^i) ~ ^- Отсюда следует, что Гр{8^ = О и лемма 
доказана. 

Определение 5. Пусть G — группа без кручения и пусть Я — вполне разло­
жимая её подгруппа. Мы скажем, что подгруппа Я р"^-независима в G, если 
существует полное разложение Я = ^ J, такое, что подгруппы J\ {i е I) jp°°-не­
зависимы в G. tel 
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в дальнейшем окажется полезным ввести ещё следующее определение. 

Определение 6. Пусть G — группа без кручения, пусть M — непустое мно­
жество элементов из G и пусть g е G, g Ф О, Символом S'p{g; М) будем обозна­
чать верхнюю грань множества всех таких целых неотрицательных к, для 
которых вьшолнено некоторое соотношение вида 

п 

9 H-Z^i^»' = Ö(modp%, 

где Xi е M {i = 1, 2,... , n) и a^ (i = 1, 2,.. . , ?г) - целые рациональные числа. 
Значение S'p{g;M) будем называть степенью р-зависимости элемента g от 
множества М. 

Если G — группа без кручения я g е О, g Ф О, то верхняя грань х{91 Р? ^) 
множества всех целых неотрицательных к, для которых уравнение р^х = g 
обладает в G решением, называется р-высотой элемента g в группе G. Очевидно, 
имеет место равенство xißl Р> G) = é'p(g; (О)), 

Лемма 6. Пусть G — группа без кручения и пусть А = (у^Уг^ •••? л ) ~ 
— р'Незаеисимое мно:нсество в G. Если х е G, х + О и если Sp{x\A) = со, то 
существуют целыер-адические числа uiii = 1, 2,.. . , л) такие, что 

(3) й^У1 + а2У2 + ... + й„Уп +х = 0 (mod р°°)е . 

Доказательство. Так как <fp(x; А) = со, то для каждого натурального 
числа к существуют целые рациональные числа af^ (i = 1, 2, ..., n) такие, что 

(4) af^y, + af'y^ + ... + ai'^y„ +x^0 (mod p \ . 

Пусть к > 1. Из соотношения (4) следует также соотношение 

(5) а['^у, + a f j ; ^ 4- ... + « f л +х^0 (mod р'-% . 

Но одновременно можно писать 

af-'^y, + аГ'Ьг + ••• + «^""^4 + ^ = »(mod / " ^ в ; 

итак, отсюда и из (5) следует 

(6) ^{аГ-аГ'')у,^0{шоар^-%. 

Множество А по условию ]7-независимо в G, следовательно, соотношение (6) вы­
полнено только тогда, если af^ = af~^^ (mod р^~^) (i = 1, 2, ..., n). Это значит, 
что последовательности (af̂ )ĵ =i = а̂  (i = 1, 2, ..., м) представляют целые 
/7-адические числа, удовлетворяющие в силу (4) соотношению (З), и лемма 
доказана. 
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в дальнейшем мы будем часто пользоваться понятием счётности. Мы усло­
вимся под счётным всегда понимать или конечный, или бесконечный счетный. 

Лемма 7. Пусть G - группа без кручения, содержащая счётную однородную 
вполне разложимую р"^-независимую подгруппу Я. Если фактор-группа G/H -
— периодическая р-примарная, то G ^ Н, 

Доказательство. Для H = G утверждение леммы тривиально; итак, будем 
предполагать, что H "^ G. Тогда, в силу р-примарности группы GjH, подгруп­
па Я должна содержать по крайней мере один элемент обладающий нулевой 
р-высотой в Я. Отсюда и из однородности группы Я уже следует, что для 
каждого g е Н, g Ф О, имеет место неравенство х{91 р, Н) < со. 

Пусть H = Y^Ji — некоторое полное разложение группы Я (мы пользуемся 
1 = 1 

символом Y, ' так как неизвестно, если прямых слагаемых конечное, или беско-
1 = 1 

печное число). Все подгруппы J^ обладают одинаковым типом, итак, для 
некоторой подгруппы ^* аддитивной группы рациональных чисел и для неко­
торых элементов х̂  е Ĵ - (i = 1, 2, ...) будет 

J, = ^*Xi = Е{д] g = QXi, Q G ^*) (i = 1, 2,...) . 

В силу того, что мы сказали о р-высоте элементов яз H в Н, элементы XIG Ji 
можно выбрать так, что %(х,-; р, Н) = О (i = 1, 2,...). Но это значит, что если 
Q = (m/n) е ^* и (m, w) = 1, то необходимо будет (п, р) = 1. 

Так как Xt + О (i = 1, 2, ...), то по лемме 5 из р°°-независимости Я в G сле­
дует р°°-независимость элементов х̂  (i = 1, 2,...) в G. Следовательно, мы имеем 
прежде всего х{^ь р, G) < со (i = 1, 2,...). 

Теперь построим методом полной индукции последовательность элементов 
у^, у2,... из G; эта последовательность будет конечной или бесконечной в за­
висимости от того, если последовательность х^, Х2, ... конечна или бесконечна. 

Если положим kl = x{^û Р^ )̂> то элемент у^ определим так, чтобы имело 
место равенство р^'у^ = х^. Это значит, что x{yû Р^ G) = О, или, множество (у^) 
р-независимо в G. Кроме того из определения у^ следует, что для каждого 
^ е ^* существует в G элемент ду^^. 

Пусть п — натуральное число, п > 1, я пусть уже найдены в G элементы 
У и Уъ •••» Уп-ъ удовлетворяющие следующим условиям: 

1) Элементы у^, у2,..., y„-i р-независимы в G; 

^) ^iej:{yj}{i = 1,2,...,п^1); 
j = i 

3) для каждого де^* существуют в G элементы gyj (j = 1, 2,. . . , n ~ 1). 
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Если группа H ранга п — 1, значит, если 

Я = / i 4- ^2 + ... + Jn-i » 

то последовательность Ĵ i, J2> ••• Уже построена. Итак, пусть г(Н) ^ и {г{Н) — 
ранг группы я) . В этом случае положим Л„_1 = (ух, ..., J„-i) и убедимся 
в том, что é'p{x„; А„_^) < оо. Если бы имело место равенство S'p{x„; ^„-i) = со, 
то существовали бы по лемме 6 целые р-адические числа а̂  (i = 1, 2,..., и — 1) 
такие, что 

(7) aiji + . . . +a„_i);„_i + х„ = (? (mod р°̂ )с . 

По индуктивному предположению 2) имеем 
/ 1 - 1 п-1 

1=1 1=1 

Так как фактор-группа 

(i{ymi:^) 
конечна, то существует натуральное число к такое, что kyj е ^ {х J (j = 

i = i 
= 1, 2, ..., n — 1). Если умножим соотношение (7) на это число /с, то получим, 
наконец, некоторое соотношение вида 

biXi + ... +b„_ix„_i +/сх„ = ö(modp^)G, 

где bj (j = 1, 2, ..., п — 1) — подходящие целые р-адические числа. Но это 
противоречит р°°-независимости множества (х^, ^2, ...) в G. Этим доказано, 
что (Г^,(х„;Л-1) < 00. 

Положим S'p(xn; A„^i) = fc„ и обозначим через у„ тот элемент из G, который 
удовлетворяет некоторому соотношению вида 

(8) р^У„ == ^lyi + «2^2 + ••• + «п-1У«-1 + ^«. 

где а J (7 = 1, 2,..., и — 1) — целые рациональные числа. Легко убедиться 
в том, что элементы Ji, у2, ..., Л - i ' Л р-независимы в G (см. [5], лемма 7). 
Из (8) следует, что 

п 

^п^{у^',Уп-иУп] = Yiyt}^ 
i = l 

итак, по индуктивному предположению 2) имеем 
п 

^j^Hiyt} и = 1, 2, ..., п). 
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Пусть, далее, m - такое целое рациональное число, что (1/т) е Ш^\ это значит, 
что (m, р) = 1, и также (m, / " ) = 1. Следовательно, для подходяндих целых 
рациональных чисел w, v имеем um Л- vp^"" = 1. Имея в виду индуктивное 
предположение 3), выберем в G элементы yf (z = 1, 2,. . . , п - 1) и элемент х* 
так, чтобы имели место соотношения 

тх* = х„, mjf = yi {i = 1, 2, ..., n - 1) . 

Если теперь положим у = а^уХ + ... + a„_ij*_i + х*, то по (8) имеем 

/ " Л = m(^iyî + ... + a„_ij*_i + X*) = ту . 

Отсюда уже следует равенство 

Уп = иту^ Л- ü/"y„ = т{иу„ + ÜJ) , 

и этим доказано, что в группе G существует элемент (1/т) у„. Теперь уже легко 
убедиться в том, что для каждого ^ е ^* существует в G элемент дУп-

Таким образом можно методом полной индукции построить в G такую 
последовательность элементов Ji, у2,..., что выполнены следующие условия: 

1*) Элементы yi {i = 1, 2,...) jp-независимы в G; 

2*)х,-бЁЫ0- = 1,2,...); 
3*) ДЛЯ каждого ^ е ^ * существуют в G элементы ^̂ ^ (i = 1, 2,...). 
Теперь обозначим J* = ^*у^ (j = 1, 2, ...) и положим 

так как элементы yj (j = 1, 2,...) р-независимы в G, то тем более они линейно 
независимы и должно быть 

(9) G* = tj*j=t^*yj-

Если j - некоторый из индексов 1, 2,. . . , то в силу 2*) имеет место какое-то 
соотношение вида 

(10) X,. = Ь^Уг + Ь2У2 + ... + Ь„Уп , 

где bi (ï = 1, 2,. . . , п) - целые рациональные числа. Для каждого ^ е ^ * 
имеется в G элемент QXJ И ПО 3*) также элементы дуг (i = 1, 2, ..., п). Отсюда 
и из (10) имеем 

QXj = biQyi + b2Qy2 4- ... + ЬпОУп » 

следовательно, по (9) будет QXJ е G*. Этим мы доказали, что ^*Ху = Jj ç G* 
(7 = 1,2,...), или, Я с G*. 
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Теперь докажем, что уже G* = G. Так как имеет место соотношение 

GIG"^ ^ (GIH)I{G''IH), 

то GjG^ или периодическая р-примарная, или нулевая. Предположим, что 
GjG"^ ф (О) и что g ^G — G*. Тогда для некоторого натурального к будет 
р^д е G; конечно, элемент g можно выбрать так, что рд е G*. В таком случае 
имеем (см. (9)) 

PQ = 1̂3̂ 1 -^ Qiyi + ••• -^ ЯгУт, 

где ^jG^* (i = 1,2,..., г). Итак, существует натуральное число m взаимно 
простое с р такое, что имеет место формула 

ртд = Ci^i 4- С2У2 -f . . . + с,у, 

с целыми рациональными числами с̂  (i = 1, 2, ..., г). Из р-независимости 
элементов j ^ (i = 1, 2, ..., г) в G следует, что р | с̂  (i = 1, 2,.. . , г), или, с̂  = рс̂  
(i = 1, 2, ..., г). Следовательно, можно писать 

ртд = рс[у^ + РС2У2 + ... + рс'.Уг, 
и также 

(11) тд = с[у^ + с'2У2 + ... + с;з;, е G* . 

Если положим g = g Л- G^ е G/G*, то ^ ф ö. Но по (И) имеем тд = О, я это 
противоречит р-примарности группы GjG* и соотношению (m, р) = 1. 

Это значит, что в самом деле G* = G, или 

G = G^ = f^jJ^Y.Jj = H. 
j = i j = i 

и лемма полностью доказана. 

Лемма 8. Пусть G — группа без кручения и пусть В — некоторый её базис. 
Если А — максимальное р"^-независимое в G подмно:нсество мно:нсества В^ 
то А является р"^-базисом группы G. 

Доказательство. Пусть g — произвольный элемент группы G, непри-
надлежащий множеству А. Достаточно доказать, что множество {А, д) уже 
р°^-зависимо в G. 

Так как Б — базис в G, существуют элементы х^, Х2,..., х,., x^+i,..., х̂  
и целые рациональные числа а ,̂ а2,..., а^, «r+i»..., а̂  и m ф О такие, что 

(12) тд + а^х^ + азХз + ... + а^х^ + «r+i^r+i + ... + арс^ = Ö ; 
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притом предполагаем, что х^ е Л (i = 1, 2 , . . . , г) KXJEB -^ Л {j = г -f 1, ..., s). 
Вместо (12) можно также писать 

s 

(13) гпд i-Y, (iiXi ^ О (mod р"^)^ . 
1=1 

Если г = S, то доказательство завершено, так как в этом случае следует из (13) 
р°°-зависимость множества [А, д) в G. Пусть г < s. Так как А — максимальное 
р°°-независимое (в G) подмножество базиса В, то множества (А, Xj) {j = 
= г + 1, ..., s) р°°-зависимы в G. Следовательно, имеют место соотношения 

(14) ajXj + fj{A) ^ О (mod р - ) ^ (; = г + 1, ..., s) , 

где а̂  (j = г + 1, . . . , s) — ненулевые целые р-адические числа и fj{Ä) — поц-
ходяш;ие линейные комбинации элементов из Ас целыми р-адическими числами 
в качестве коэффициентов. Если положим а = ur+i ct̂  и одновременно 
^j =" ^ • ^7 ^ (j = ^ + 1, • • -, s), то а Ф О и из (14) получаем 

axj + bjfj{A) ш О (mod р'^),, (j = г -hU..., s). 

Отсюда и из (13) следует соотношение 
г s 

mag + X ^i<^^i - Z ^j^jfji^) = ^ i^^^ P^)G ' 

которое показывает, что в этом случае множество [А, д) также /7°^-зависимо 
в G. Лемма полностью доказана. 

Лемма 9. Если некоторый базис группы без кручения G служит одновременно 
её р"^'базисом, то yjfce каж:дый базис группы G доллсен быть р"^-базисом в G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как группа G обладает по предположению базисом, 
служащим одновременно ]?°°-базисом группы G, то по лемме 1 будет Гр(С) = 0. 
В силу леммы 8 каждый базис группы G содержит по крайней мере один ]?°°-
базис; но тогда из равенства rJ^G) = О и леммы 1 непосредственно следует, 
что этот р'^-базис должен совпадать с целым базисом, и лемма доказана. 

Теперь мы уже в состоянии доказать следующую основную теорему. 

Теорема 1. Пусть G — группа без кручения, содерж:ащая счётную однород­
ную вполне разлолсимую подгруппу Н, Если группа G/H — периодическая и 
П-примарная, ^) где П — некоторое конечное множ:ество простых чисел, и если 
для каэ^сдогор еП подгруппа Hр"^-независима в G, то G = H. 

'^) Периодическая группа называется iJ-примарной, где 77— некоторое множество простых 
чисел, если порядок каждого ее элемента является произведением степеней простых чисел 
из 77. 
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Доказательство. Теорему докажем методом полной индукции по числу 
элементов множества Я. 

Если Я состоит из одного только простого числа р, то применим лемму 7. 
Итак, пусть Я состоит из п простых чисел Pi, р2> • • -̂  Рп» 'Ï ^ 2, и пусть теоре­

ма справедлива всегда, когда множество простых чисел состоит из п -- 1 
элементов. Если положим G = G/H, то можем писать 

(15) е = e(̂ >̂ + G(̂ >̂ + . . . + б<^"^ 

где 0^̂ '̂  представляет р^-примарное слагаемое группы G. Положим 

(16) б* = е(̂ >̂ + . . . + б(̂ "> 

и символом G^ обозначим подгруппу группы G такую, что Я Ç G:,, и 6:,̂  = 
= G^IH. Из р^-независимости подгруппы Я во всей G следует её pf-независи­
мость (i = 2, ..., w) в G*, и по индуктивному предположению имеем G:^ ^ Я. 
Так как группа G содержит базис, служащий одновременно её pf-базисом 

(именно, если H = Y, Ji — некоторое полное разложение группы Я и если 

выберем в каждом Ĵ  ненулевой элемент, то получим базис группы G, являю­
щийся р5°-базисом в G), то по лемме 9 будет уже каждый базис группы G её 

]р5 -̂базисом. Итак, если G^ = Y, Jf ~ некоторое полное разложение группы G* 

И если выберем в каждом Jf ненулевой элемент, то полушм базис группы G, 
который должен быть pf-базисом группы G, или, другими словами, подгруп­
па G:^ Р5°-независима в G. Это значит, что группа G и её подгруппа G* удовлет­
воряют всем условиям леммы 7, так как по (15) и (16) имеем 

GIG^ ^ GjG^ ^ G^'^^ ; 

следовательно G ^ G:i: = Я. 

Лемма 10. Пусть группа без кручения G codepotcum такую однородную вполне 
разложимую подгруппу Я, что GjH является редуцированной периодической 
П-примарной группой {в мноэ*сество Я заключены только те простые числа р, 
для которых р-примарное слагаемое группы GjH является ненулевой группой). 
Тогда для калсдого р е Я подгруппа Hр"^-независима в G. 

Доказательство. Пусть H = ^ J^ — некоторое полное разложение гру-

пы Я и пусть ре П. Докажем, что подгруппы J^ (i е I) р°°-независимы в G. 
Так как р-примарное слагаемое группы G/H является ненулевым, то имеется 

в Я по крайней мере один ненулевой элемент, обладающий в Я конечной р- вы­
сотой. Итак, в силу однородности группы Я, каждый ненулевой элемент из Я 
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обладает в Я конечной р-высотой. Отсюда, в частности, следует, что Гр( J,) = О 
О е /) (см. [6], лемма 6.1). Теперь предположим, что подгруппы J, {с е I) р°°-за-
висимы в G. Тогда можно выбрать по лемме 4 индексы ti (i = 1,2,..., п) такие, 
что для группы 

будет Гр{3) > 0. Но если положим 

Т= (Л ,̂ Л^,..., J J = Л, + j^^ 4- ... + Л„, 
и 

то имеем Гр{Т) = ^ р̂(Л<) = О (см. [6], теорема 6). Тогда фактор-группа 5/Г 
1 = 1 

является периодической группой, и её р-примарное слагаемое не может быть 
редуцированной группой (см. [6], теорема 5). 

Если положим Т* = Y, Л» где [* = / — (г̂ , i2,..., „̂), то имеем Я = Г + Т*; 
te/* 

отсюда также следует равенство {S, Т*} = S + Т*. Итак, если G* = S 4- Т*, 
то Я ^ G*, и можно писать 

0*/Я = (S + Г*)/(Т 4- Т*) ^ S/T, 

или, в силу того, что мы сказали о группе S/T, р-примарное слагаемое группы 
0*/Я не является редуцированной группой. Но это противоречит предполо­
жению леммы, так как С*/Я ^ G/H. Итак, подгруппа Я ]?°°-независима в G, 
и лемма полностью доказана. 

Теорема 2. Пусть группа без кручения G содерэ^сит счётную однородную 
вполне разлоэюимую подгруппу Я. Если G/H является редуцированной периоди­
ческой П-примарной группой, где П — конечное мно:нсество простых чисел, 
то G ^ Н. 

Доказательство. Теорема следует непосредственно из теоремы 1 и лем­
мы 10. 

Теорема 3. Пусть G — группа без кручения без элементов бесконечной р-высо-
ты в G и пусть H — такая однородная вполне разлож;имая подгруппа в G, 
что GjH является периодической р-примарной группой. Если подгруппа Я не 
является р"^-независимой в G, то группа G не моэ^сет быть вполне разлоэн^имой, 
и тем более не имеет места изоморфизм G = Н, 

Доказательство. Из предположений теоремы легко следует, что группа G 
должна быть также однородной и того же типа как Я. Но предположим, что G 
вполне разложима и что G = ^ /^ — некоторое её полное разложение. Если 

Lei 

бы подгруппы Jj (t е /) были /?°°-независимые в G, то G обладала бы базисом, 
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служащим одновременно её р°°-базисом; но отсюда, применяя лемму 9, мы 
легко могли бы вывести, что Я р°°-независима в G, и это противоречит усло­
виям теоремы. Значит, подгруппы J, {ь е I) р°°-зависимы в G. Тогда существуют 
по лемме 4 индексы ii (i = 1,2,..., п) такие, что для подгруппы 

будет Гр{8) > 0. Но так как /.^ 4- ^̂ 2 + ••• + *̂ п̂ служит прямым слагаемым 
для G, то S = J,j + J,2 + ••• + Л„» или (см. [6], теорема 6), 

'•p(s) = Ê^-^J>o. 
1 = 1 

Следовательно, для некоторого i должно быть Гр(/̂  J = 1, или (см. [6], лемма 
6.1), для каждого ненулевого g е Ji. будет 

00 = xigiP.Jt) = xidlP.G), 

Однако, последнее соотношение противоречит условиям теоремы. 
Итак, группа G не может быть вполне разложимой, и теорема полностью 

доказана. 
В предшествующей теореме требовалось, чтобы группа G не обладала эле­

ментами бесконечной высоты. Следующая теорема описывает, наоборот, тот 
случай, когда группа G содержит элементы бесконечной ^7-высоты. 

Теорема 4. Пусть G — однородная группа без кручения, содерж:ащая одно-
родную вполне разлоэн^имую подгруппу Н. Если GjH — периодическая П-при-
марная группа и если для каэюдого р е П группа G обладает элементами беско­
нечной высоты в G, то группа G вполне разлож:има. 

Доказательство. Пусть Я = ^ /^ — некоторое полное разложение груп­
пе/ 

пы Я. Из однородности группы Я следует, что существуют элементы х^ е J^ 
{tel) и подгруппа ^ * аддитивной группы рациональных чисел такие, что 
J^ = .̂ *Xi {t G /). Пусть ^0 — подгруппа группы рациональных чисел, порож­
денная всеми элементами группы ^* и всеми числами вида (l/jp") (реЯ, 
п = 1, 2, ...); значит. 

0̂ = 1^*, ~(реЯ, п = 1,2,...)|. 

Так как группа G однородна и для каждого реП имеются в G ненулевые 
элементы бесконечной р-высоты, то уже каждый ненулевой элемент из G 
обладает в G бесконечной р-высотой. В частности, все х^ [с е I) являются эле­
ментами бесконечной р-высоты ь G (р еЯ), или, как легко видеть, для каждого 
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QE MQ существуют в G элементы Qx^ {i e /). Если положим 

то необходимо будет 

{Л*(.бО} = Х7Г = С* 

Так как Я ç G*, то GIG"^ является периодической и Я-примарной группой. 
Но должно уже быть GjG^ = {О), или, G = G*. Если бы было GjG^ ф (о), то 
существовали бы простое число р е Я и ненулевой элемент g EG так, что 
g ф G*, по рд е G"^, Каждый ненулевой элемент из G* обладает в G* бесконечной 
р-высотой, следовательно, существует в G* элемент д* такой, что рд = рд"^. 
Тогда д^ = g е G*, что противоречит выбору элемента д. Итак, должно быть 

Lei 

И теорема доказана. 

Теорема 5. Пусть группа без кручения G codepotcum однородную вполне разло-
э*симую подгруппу Н, Если GjH — счётная периодическая П-примарная группа, 
где Я — конечное множество простых чисел и если для каэн:дого р Е П подгруп­
па Hр"^-независима в G, то G ^ Н, 

Доказательство. Если G = Я, то нечего доказывать, и, следовательно, 
будем предполагать, что H я G. 

Пусть H = YJJL -^ некоторое полное разложение группы Я. Если g е G — Н, 
tel 

то существует наименьшее натуральное число к, для которого kg е Н; итак, 
имеет место некоторая формула вида 

kg = х,̂  +х,2 + ... +х ,^ , 

где х,̂  G /^., х^. Ф Ö(i = 1, 2,..., п) и i^ Ф LJ ДЛЯ i ф j . Элементыx^.{i = 1,2,..., п), 
определенные только что описанным образом, будем называть компонентами 
элемента g в подгруппе Я (относительно данного полного разложения груп­
пы Я). 

Теперь выберем в каждом классе фактор-группы G/H один элемент и мно­
жество всех таких представителей обозначим М; в силу счётности группы G/H 
будет счётным и множество М. Далее, выберем все подгруппы J ,̂ содержащие 
по крайней мере одну компоненту некоторого элемента из М; пусть это в точ­
ности группы J^ [iE II, Il ç /). Очевидно, множество li должно быть счётным. 
Положим ещё /2 = / ~ /i и определим подгруппы G ,̂ G2 группы G формулями 

01 = { Х Л , М } , G2 = I / , . 
teil leh 
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Из определения множества M следует равенство {Я, М} = G, или же 

(17) е = {ЕЛ, I л , м } = {G„G,}. 
tell '-6/2 

Легко видеть (смотри определение множества M и множества индексов /i), 
что умножением элемента из G^ на подходящее ненулевое целое рациональное 
число получим элемент из ^ /^ = Я^, или, умножением элемента из Ĝ  п Ga 

на ненулевое целое число получим элемент из Я^ п G2 = (о); но это значит, 
что Gl п G2 = (0). Отсюда и из (17) уже следует 

(18) G = Gl 4- G2 . 

Так как Я^ ^ {Я^, М} = Ĝ  и так как H = Н^ + G2, то имеет место формула 

GIH = (Gl + G,)/{H, + G , ) ^ Gl/Hl. 

Итак, к группе Gj и её подгруппе Я^ можно применить теорему 1, так 
как подгруппа Я^, которая служит прямым слагаемым для группы Я, будет 
р°°-независимой в Ĝ  для каждого ре П. Это значит, что Gi ^ Я^, или, 

G = Gl + G2 ^ Я1 + G2 = Я , 
и теорема доказана. 

Отсюда получим, в частности, следующее утверждение. 

Теорема 6. Пусть группа без кручения G содер;жит однородную вполне разло-
ж:имую подгруппу Я. Если Gl H — редуцированная счётная периодическая 
П-примарная группа, где П — конечное MHoofcecmeo простых чисел, то G = Н, 

Доказательство. Из леммы 10 следует, что для каждого реП (очевидно, 
можно предполагать, что Я заключает только такие числа р, для которых 
будет р-примарное слагаемое группы GjH ненулевой группой) подгруппа Я 
jp°°-независима в G. Теперь достаточно применить теорему 5. 

Теорема 7. Пусть группа без кручения G содер:жит однородную вполне разЛо-
лсимую подгруппу Н. Если GjH — периодическая П-примарная группа, где 
Я — конечное множество простых чисел, и если для каж:дого реП подгруп­
па H р"^-независима в G, то каждая счётная сервантная подгруппа группы G 
вполне разлоон:има и однородна того ж:е типа как Я. 

Доказательство. Пусть S — произвольная счётная сервантная подгруппа 
в G. Если положим Я1 = {Я, S}, то по теореме об изоморфизме имеем 

Я1/Я = {Я, 5}/Я ^ 5/(Я п S). 

Отсюда следует, что группа Я1/Я должна быть счётной. Так как Я1/Я является 
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одновременно периодической Я-примарной и для каждого реП подгруппа Я 
р°°-независима в Я^, то по теореме 5 будет Я^ = Я. Подгруппа S сервантна 
в G, следовательно, S сервантна в Я^; притом группа Я^ однородна и вполне 
разложима. Итак, из теоремы 46.6 из [1] следует, что S вполне разложима и од­
нородна того же типа как Я^, или, также как Я. Доказательство теоремы завер­
шено. 

Замечание. Непосредственным следствием леммы 10 и теоремы 7 служит 
следующее утверждение: Пусть группа без кручения G содержит однородную 
вполне разложимую подгруппу Я. Если G/H — редуцированная периодическая 
Я-примарная группа, где Я — конечное множество простых чисел, то каждая 
счётная сервантная подгруппа группы G вполне разложима и однородна того 
же типа как Я. 

Для формулировки следующей теоремы напомним одно определение (см. 
[1], §27, С)): Пусть п — кардинальное число. Группа без кручения называется 
п-свободной, если каждая её ненулевая подгруппа мощности, меньшей чем П, 
свободна. 

Теорема 8. Пусть группа без кручения G codepofcum такую свободную под--
группу Я, что GjH является периодической П-примарной группой, где Я — ко­
нечное MHooicecmeo простых чисел. 

a) Если для ка:нсдого р е Я подгруппа Hр"^-независима в G, то группа G "^^-сво-
бодна; если кроме того G/H счётна, то группа Я уж;е так^же свободна. 

b) Если группа G/H редуцирована, то G^i-свободна; если кроме того GjH 
счётна, то группа G у:ме свободна. 

Доказательство, а) Пусть V — произвольная ненулевая счётная подгруппа 
в G. Тогда подгруппа S = ^G{^\ будучи счётной сервантной подгруппой в G, 
будет по теореме 7 свободной группой. Свободность подгруппы V теперь 
следует из соотношения F ç S. Если GIH счётна, то по теореме 5 имеем G ^ Н. 

в) Это утверждение получим из части а), применяя лемму 10. 
Теперь ещё обобщим теорему 5 и теорему 6 и докажем следующие две 

теоремы. 

Теорема 9. Пусть группа без кручения G содер:нсит однородную вполне разло-
о*€имую подгруппу H такую, что GjH является периодической П-примарной 
группой, где Я — конечное мноэн:ество простых чисел. Если группа GjH является 
расширением периодической группы с ограниченными в совокупности порядками 
элементов при помощи счётной группы и если для каждого р е П подгруппа 
Hр"^-независима в G, то G = Я. 

Доказательство. По предположению существует в б = G/H подгруппа.ö^ 
с ограниченными в совокупности порядками элементов такая, что группа ö/G^ 
счртна. Если G^ — такая подгруппа в G, что Я с Ĝ  и G^/H = б^, то по теоре-
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ме В из [3] имеем G^ ^ Н. Воспользовавшись леммой 9, можем утверждать 
(смотри доказательство теоремы 1), что для реП каждый базис группы G 
служит р°°-базисом в G, значит, подгруппа Ĝ  р°°-независима в G. Далее, имеет 
место соотношение 

GIG, ^ iGIH)l{GJH) = GIG,, 

следовательно, GjG^ счётна. Если применим теорему 5, то получим уже изо­
морфизм G ^ Gl ^ Я, и теорема доказана. 

Теорема 10. Пусть группа без кручения G codepoicum однородную вполне раз-
ло:нсимую подгруппу H такую, что G/H является периодической П-примарной 
группой, где П — конечное мно:жество простых чисел. Если группа G/H явля­
ется расширением группы с ограниченными в совокупности порядками элементов 
при помощи счётной редуцированной группы, то G = Н. 

Доказательство. Из условий, накладываемых на группу G/H, легко сле­
дует, что группа G/H должна быть редуцированной. Теперь достаточно при­
менить лемму 10 и теорему 9. 

До сих пор мы занимались структурой некоторых расширений однородных 
вполне разложимых групп без кручения. Теперь докажем, наоборот, две тео­
ремы, касающиеся подгрупп однородных вполне разложимых групп без кру­
чения. 

Лемма 11. Пусть G — однородная вполне разло:жимая группа без кручения 
и пусть H — такая её подгруппа в G, что G/H является периодической П-при­
марной группой. Если в G нет ненулевых элементов бесконечной р-высоты {в G), 
то П ^ G. 

Доказательство. Группу G можно по предположению представить в виде 

(19) G = X ^*^.. 
Lei 

(tel) — ненулевые элементы из G. Так как каждый ненулевой элемент из G 
обладает в G конечной 27-высотой, элементы х̂  е G (tel) и подгруппу ^* 
можно выбрать таким образом, что 

x{x,;p,G) = 0 (eel). 

Это значит, что каждое ненулевое рациональное число из ^*, представленное 
в несократимом виде, обладает знаменателем, взаимно простым с р. 

Теперь положим 

tel 
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и кроме того V = H nU. Так как GjH — периодическая группа, то для каждого 
I € I должно быть {х J п Я Ф (0); итак, для рангов имеем 

(20) r{V) = r{U) = r{G) . 

Ненулевая погруппа V свободной группы U будет также свободной, или, V = 
== Y, {Ух}'-> но в силу (20) можно в качестве множества индексов N взять прямо 

veN 

множество /, следовательно, имеем 

( 2 1 ) • ^ V=l^{y,]. 
tel 

Пусть tel. Из соотношения yieVя U следует, что имеет место некоторое 
соотношение вида 

где ni(i = 1, 2, ..., г) — целые рациональные числа. Это значит, что для каждо­
го ^ е ^* существует в G элемент ду,, так как 

Если определим подгруппы jf = ^*у, {iel)vL если положим Я* = {J* {t е /)}, 
то по (21) должно быть 

(22) я* = Х^Г = Е./. = е . 
te/ tel 

Так как GjH,но предположению р-примарна, то для каждого простого q ^ р 
и для каждого he H будет 

x{h; q, Я) = x{h; q,G). 

Если Q = (m/n) e ̂ *, ̂  Ф 0 и (m, и) = 1, то (w, /?) = 1. Ho тогда из соотношения 
J, e Я и из разрешимости уравнения пх = ту, в G следует его разрешимость 
и в Я, значит, Qy^ е Я. Это значит, что 

Jf = М*у,яН (tel), 

или, также Н"^ ^ Н. 
Если ^ € G, то по (19) можно писать 

(23) g = QiX,^ + ^2^,2 + ••• + Qs^cs, 

где ^fG^* (i = 1, 2,.. . , s). Далее, для некоторого натурального к имеем 
/ х , . е Я (j = 1, 2, ..., s), или, 

p\eHnU = V (j = 1,2,..., s). 
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Это значит, что каждое р^х^. представимо в виде целочисленной линейной ком­
бинации элементов у^ {i G /), итак, для каждого ^ е ^ * будет p^Qx^. е Я*. В част­
ности имеем 

p'^QjX.^em {] = 1,2, . . . , 5 ) , 

следовательно, по (23) должно быть р^д е Я*. Этим мы доказали, что группа 
G/H"^ я её подгруппа Н/Н"^ являются периодическими р-примарными группами. 

Пусть теперь g е Н; элемент g можно представить в виде (23). Тогда сущест­
вует натуральное число п взаимно простое с р такое, что 

пд = т^х,^ + т2Х,^ + ... + т,х,^, 

где rUi (i = 1, 2, ..., s) — уже целые рациональные числа. Но это значит, что 

ngeHnU=V^m. 

Так как группа Н/Н"^ р-примарна и (п, р) = 1, то из последнего соотношения 
уже следует, что g е Я*. Этим мы доказали, что Я* = Я, или, по (22) Я = 
= Я* = G. Лемма полностью доказана. 

Теорема 11. Пусть G — однородная вполне разлож:имая группа без кпучения 
и пусть Я — такая подгруппа в G, что GjH является периодической П-при-
марной группой, где П — конечное мноэ^сество простых чисел. Если для каснс-
дого р G П катсдый ненулевой элемент из G обладает в G конечной р-вы-
сотой, то H = G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорему можно доказать методом полной индукции по 
числу элементов множества Я, применяя лемму 11. 

Лемма 12. Пусть G — однородная вполне разлож:имая группа без кручения 
и пусть H — такая подгруппа в G, что G/П является редуцированной периоди­
ческой р-примарной группой. Тогда H ~ G, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если имеется в G ненулевой элемент, обладающий в G 
бесконечной р-высотой, то в силу однородности G уже каждый ненулевой эле­
мент из G обладает в G бесконечной /^-высотой. Это значит, что для каждого 
g EG разрешимо В G уравнение рх = g vi, следовательно, аналогичным свой­
ством должна обладать и фактор-группа GjH. Отсюда и из р-примарности 
группы G/Я уже следует, что GjH полна. Но так как GjH одновременно реду­
цированна, то GjH = (0), или G = И. Итак, в этом случае утверждение выпол­
нено тривиально. 

Если в G нет ненулевых элементов бесконечной р-высоты в G, t o достаточно 
применить лемму И. 

Теорема 12. Пусть G — однородная вполне разлож:имая группа без кручения 
и пусть H — такая подгруппа в G, что GjH является редуцированной периоди-
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ческой П-примарной группой, где П — конечное множество простых чисел. 
Тогда H ^ G, 

Доказательство. Теорему можно доказать индукцией по числу элементов 
множества Я, если применить лемму 12. 

Замечание. В частном случае из теоремы 12 получаем: Если G -- вполне 
разложимая однородная группа без кручения и если для некоторой подгруппы H 
фактор-группа GjH является периодической группой с ограниченными в сово­
купности порядками элементов, то Я ^ G. 

Замечание. Теорема 12 представляет утверждение противоположное к тео­
реме 6. 

Теперь применим некоторые полученные результаты к смешанным группам. 

Лемма 13. Пусть G — смешанная группа, периодическая часть Р которой 
является р-примарной, и пусть G codepjtcum расщепляемую подгруппу H вида 
H = А -{- Р, ^де А — вполне разлож;имая однородная группа без кручения. 
Если Gl H — периодическая р-примарная группа служ:ащая расширением группы 
с ограниченными в совокупности порядками элементов при помощи счётной 
группы, и если подгруппа Я = Н/Р р"^-независима в G = G/P, то G = Ао + Ру 
где AQ ^ А, 

Доказательство. По второй теореме об изоморфизме имеем 

(24) G/H = {GIP)I{HIP)^GIH. 

или, б /я является периодической р-примарной группой, служащей расшире­
нием грзшпы с ограниченными в совокупности порядками элементов при 
П0М01ЦИ группы счётной. Так как Я = Я/Р ^ Л и так как группа Я р°°-незави­
сима в б, то по теореме 9 имеем ö ^ Н. Итак, можно писать 

(25) Ö = j:l = ß = A, 
tel 

гдег(Л) = 1(^е/). 
Для G = H утверждение леммы вьшолнено тривиально, итак, будем предпо­

лагать, что H ^ G, Отсюда и из (24) следует, что G/H является ненулевой 
р-примарной группой. Это значит, что в Я имеются ненулевые элменты конеч­
ной р-высоти (в я) , следовательно, в силу однородности Я, каждый ненулевой 
элемент из Я обладает в Я конечной р-высотой. Этим же свойством должна 
по (25) обладать и группа G, 

В каждой группе J^ можно выбрать ненулевой элемент х, так, что для удобной 
подгруппы ^* аддитивной группы рациональных чисел будет 

Л = .^*х, (tel); 
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очевидно, элементы х^ можно выбрать так, что xi^il р, G) = О (се /), или, зна­
менатель каждого ненулевого рационального числа из ^*, представленного 
в несократимом виде, взаимно прост с р. Пусть х̂  — некоторый представи­
тель класса х^ и пусть О ф (т/п) е^*, (m, п) = 1. Тогда уравнение пх = тх^ 
обладает в G (единственным) решением; пусть пд = тх^. Если g — некоторый 
представитель класса д, то пд = тх^ + Ь, где b е Р. Так как (п, р) = 1 и Р 
р-примарна, то существует Ь' е Р так, что пЬ' = Ь, или, п{д — Ь') = тх^. Это 
значит, что уравнение пх = тх^ разрешимо в G; но из р-примарности периоди­
ческой части Р и из соотношения (п, р) = 1 следует единственность решения 
этого уравнения. Этим мы доказали, что для каждого ^ G ^* и для произволь­
ного tel существует в G элемент дх^. Теперь положим J, = ^*x, (tel). Из 
определения элементов х, и подгрупп J^ непосредственно вытекает соотно­
шение J, = {J„ Р}1Р. Так как имеем 

{ЛОе')} = Е-?-

ТО необходимо также будет 

Только ЧТО определенная группа ÄQ является группой без кручения; итак, 
имеем 

{Ло„ Р} = Ло + Р = G* . 

Но тогда из соотношения 

G^IP = Y.l = G=GIP 
eel 

уже следует равенство G = G* = ^Q 4- Р- Кроме того, отсюда и из (25) полу­
чаем 

AQ^ GIP = G ^ Й = Н/Р ^ А, 

чем лемма доказана. 

Лемма 14. Пусть G — смешанная группа с периодической частью Р и пусть 
в G имеется расщепляемая подгруппа H вида H = А + Р> ^àe А — однородная 
вполне разло:нсимая группа без кручения. Если G/H — периодическая р-примарная 
группа, слу:нсащая расширением группы с ограниченными в совокупности порядка­
ми элементов при помощи счётной группы, и если подгруппа H = HjP р'^-неза-
висима в G = GjP, то G = AQ + Р, где AQ ^ А. 

Доказательство. Если Р̂ ^̂  — р-примарное слагаемое группы Р, то можно 
писать Р = Р^Р^ + Р*. Так как Н = А + Р = А + Р^^^ + Р^, то Р^ служит 
прямым слагаемым для группы Я; тогда из ]7-примарности группы GjH по 
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лемме 2 из [7] следует, что Р^ служит прямым слагаемым для всей группы G. 
Следовательно, можем писать 

(26) G = G, + P^; 

притом, очевидно, Р^^^ является периодической частью группы G .̂ Если поло­
жим Hl = H п Gi Я Gl, то имеем 

(27) H = Hi+P^, 

и подгруппа Р^^^ является одновременно периодической частью группы Я^. 
Из (26) и (27) следуют изоморфизмы 

(28) G = GIP ^ GilP^^^, Й = H/P ^ HJP^P^. 

Теперь покажем, что подгруппа Н^/Р^^^ р°°-независима в группе G^/P^^K 
Для этой цели построим отображение, представляющее одновременно оба 
изоморфизма (28). 

Итак, определим отображение ср группы G/P в группу GJP^^^ следующим 
образом: Если g е G, то по (26) можно однозначно писать g = д^ + ^*? где 
giEGi VL q^e Р^, и положим 

ср{д +P) = gi + P ^ ^ ^ 

Прежде всего надо убедиться в однозначности отображения ср. Итак, если 
g + Р = g -}- Р и если g = Si + q^, где gi е G^, ^^ е F^, то должно быть 
9 - g = 91 - gi + {q^ - ^*) е Р- Так как q.^ - q^eP^ ^ Р, то имеем Ö'I - ^i е 
е Р. Это значит, что gi — giE Gi п Р = Р^Р\ ИЛИ, 

<р{9 +P) = 9i-\- Р^'^ -=91+ Р^'^ = (р{д +Р). 

Далее, легко видеть, что ср является гомоморфным отображением группы 
G/P на группу GilP^P\ 

Если (р[д + Р) = Р^^\ то giE Р^^\ или g = gi + q^e Р, значит g -{- Р = Р. 
Этим мы доказали, что ядром гомоморфизма (р является нулевая подгруппа, 
итак, (р является изоморфизмом. Притом легко видеть, что 

q>{HIP) = H,IP^^\ 

Построением изоморфного отображения ср мы доказали, что подгруппа 
HiJP^^^ — (р(Н/Р) р°^-независима в GiJP^^^ =•• (p{G/P), так как по предположению 
подгруппа Н/Р р°°-независима в GjP, Из равенства H = А + Р^^^ + Р^ = 
= Hl + Р^ следует, что Я^ = Л^ + Р^^\ где Ai ^ А. Далее, группа GJHi 
является периодической р-примарной группой, служащей расширением группы 
с ограниченными в совокупности порядками элементов при помощи счётной 
группы, так как по (26) и (27) имеем GJHi = GjH. EcликгpyппaмGl,Яl при-
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менимлемму 13, то получим прямое разложение Gl = AQ -i- Р^^^где^о = ^ i = 
= А, Отсюда и из (26) уже следует утверждение леммы. 

Лемма 15. Пусть G — смешанная группа с периодической частью Р, пусть в G 
имеется расщепляемая подгруппа H вида H = А 4- Р, ^де А — однородная 
вполне разлож:имая группа без кручения, и пусть G/H — периодическая П-при-
марная группа, где П — конечное мно:жество простых чисел. Если GjH является 
расширением группы с ограниченными в совокупности порядками элементов при 
помощи счётной группы и если для ка:ждого р е П подгруппа Н/Р р"^-независима 
в GjP, moG = Ао + PuAo ^А. 

Доказательство. Лемму докажем полной индукцией по числу элементов 
множества Я. 

Если П состоит из единственного числа р, то применим лемму 14. 
Итак, пусть Я = (р^, Р2,..., р„), п > 1, я пусть лемма справедлива всегда, 

когда множество простых чисел содержит меньше чем п элементов. Если 
обозначим G = G/H, то имеем 

(29) G = Ĝ ^̂^ 4- G^P'^ + ... + Ö̂ "̂̂  = G^^'^ + Ö^,, 

где 6̂ '̂̂  — р-примарное слагаемое группы G. Из предположений леммы сле­
дует, что каждая группа ö̂ *̂̂  {i = 1,2, ...,w) является распхирением группы 
с ограниченными в совокупности порядками элементов при помощи счетной 
группы. Если G^ — такая подгруппа группы G, что Я ç Ĝ  и G^jH = S^, 
то по (29) имеем 

GJЯ = G^ = Ĝ^̂> + ... + G<̂ ">, 

значит, к группам G:js, Я можно применить индуктивное предположение. Итак, 
<j* == ^* + Р, где А^ ^ А, Пользуясь леммой 9, можно было бы теперь дока­
зать, что подгруппа GJP р^-независима в GjP (смотри доказательство теоре­
мы 1). По (29) имеем 

GjG^ ^ G/Ö^ ^ Ö<̂ >̂, 

или, к группе G и её подгруппе G,,, можно применить лемму 14. Следовательно, 
имеем G = AQ + Р, где AQ ^ Л^ ^ А. 

Доказательство полной индукцией завершено. 

Лемма 16. Пусть периодическая группа Р слу:нсит расширением группы с огра­
ниченными в совокупности порядками элементов при помощи счётной группы. 
Если Q — произвольная подгруппа в Р с ограниченными в совокупности порядка­
ми элементов, то P/Q является опять расширением группы с ограниченными 
в совокупности порядками элементов при помощи счётной группы. 

Доказательство. По предположению супдествует в Р подгруппа PQ С огра­
ниченными в совокупности порядками элементов такая, что PJPQ счётна. Если 
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положим Po = {^о> б}/б» то PQ обладает ограниченными в совокупности 
порядками элементов и имеем 

Р/Ро ^ Р/{Ро, Q] = {Р1РоЖ{Ро, QVPo) . 

Следовательно, группа P/PQ счётна, чем лемма доказана. 

Теперь уже легко докажем следующую теорему. 

Теорема 13. Пусть G — смешанная группа с периодической частью Р, пусть 
в G имеется расщепляемая подгруппа H вида H = А + Q, где А — однородная 
вполне разлоэн:имая группа без кручения и Q — периодическая группа, и пусть 
GjH является периодической П-примарной группой, где П — конечное мно­
жество простых чисел. Если GjH слулсит расширением группы с ограниченны­
ми в совокупности порядками элементов при помощи счётной группы, если для 
каэкдого ре П подгруппа {Н, Р]1Р р"^-независима в GjP, и если PjQ — группа 
с ограниченными в совокупности порядками элементов, то G = AQ + PUAQ ^ А» 

Доказательство. Если положим Go = {Н,Р} = {А, Q, Р} = А -\- Р, то 
имеем прежде всего 

(30) GIG^ ̂  {GIH)l{GolH) , 

И, кроме того, можем писать 

(31) Go/Я = {Я, P}jH ^ Pj{P пН) = PjQ . 

Из (31) следует, что GQJH является периодической группой с ограниченными 
в совокупности порядками элементов. Отсюда и из (30), воспользовавшись 
леммой 16, получаем, что GJGQ является йериодической Я-примарной группой, 
служащей расширением группы с ограниченными в совокупности порядками 
элементов при помощи счётной группы. Теперь достаточно применить к груп­
пе G и её подгруппе Go = ^ 4- -Р лемму 15. 

Лемма 17. Пусть Р — редуцированная периодическая р-примарная группа 
и пусть Q — такая подгруппа в Р, что pQ = (0). Тогда группа PjQ опять 
редуцированна. 

Доказательство. Предположим, что PjQ не является редуцированной. 
Тогда можно вибрать элементы з̂^ е Р (i = 1, 2, ...) так, что элементы 
yi = У1 + Q ^ PjQ удовлетворяют соотношениям: 

I)O(JO = P ' 0 = I ,2 , . . . ) ; ' ) 
2) РУ.+1 =Уг 0 = 1,2,...). 

•') Символом 0(g) обозначаем порядок элемента д. 
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Из 2) получаем py,+ i = yt + Qi, где q.eQ (i = 1,2,...). Так как 0(^i) = p, то 
имеем 0(j;i + ^i) = / ^ p; итак, fc ̂  i. Если положим 

z, = / " Ч У ; + g,) 0 = 1,2,...), 

TO имеем прежде всего 

0(zi) = 0{р'~\у, + q,)) = p ; 

Кроме того, для каждого i будет 

Это значит, что 
C/={z,0-=l ,2, . . . )}=<^(p '») , 

ИЛИ, и — ненулевая полная подгруппа в Р. Таким образом мы получили проти­
воречие с предположением, значит, группа P/ß должна быть редуцированной. 

Лемма 18. Пусть Р — периодическая редуцированная р-примарная группа 
и пусть Q — подгруппа в Р с ограниченными в совокупности порядками элемен­
тов. Тогда будет группа P/Q такж;е редуцированной. 

Доказательство. Пусть к — наименьшее натуральное число, для которого 
P^Q — {р\ Лемму докажем индукцией по к. 

Для к = \ воспользуемся леммой 17. 
Пусть /с > 1 и пусть лемма справедлива для показателей, меньших чем /с. 

По теореме об изоморфизме имеем 

(32) P/ß ^ {PlpQ)/{Q/pQ). 

Так как p^'^ipQ) = (0), то по индуктивному предположению группа P/pß 
редуцированна. Но так как p(QlpQ) = (0), то по лемме 17 будет группа, стоя-
ш.ая в правой части соотношения (32), редуцированной. Этим лемма доказана. 

Лемма 19. Пусть Р — редуцированная периодическая группа и пусть Q — 
— подгруппа в Р с ограниченными в совокупности порядками элементов. Тогда 
группа PjQ таклсе редуцированна. 

Доказательство. Если символ Р̂ ^̂  (соотв. ß̂ ^̂ ) означает р-примарное 
слагаемое группы Р (соотв. ß), то для каждого р будет ß̂ ^̂  ç Р̂ ^̂  и имеет 
место изоморфизм 

(33) PIQ^YiP^oW^)-
Очевидно, к каждой паре групп Р'^Р\ Q<P> МОЖНО применить лемму 18; итак, 
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каждая группа P^P^Q^P^ редуцированна. Отсюда и из (33) уже следует редуциро­
ванность группы PIQ,^ лемма доказана. 

Теперь уже легко докажем следующую теорему. 

Теорема 14. Пусть G — смешанная группа с периодической частью Р, пусть 
в G имеется расщепляемая подгруппа H вида H = А + Q, где А — однородная 
вполне разлоэюимая группа без кручения и Q — периодическая группа, и пусть 
Gl H является периодической П-примарной группой, где П — конечное мно-
jfcecmeo простых чисел. Если GjH служ:ит расширением группы с ограниченными 
в совокупности порядками элементов при помощи счётной редуцированной 
группы, и если P/Q — группа с ограниченными в совокупности порядками элемен­
тов, то G = AQ + Р и AQ ^ А. 

Доказательство. Прежде всего ясно, что группа G/H редуцированна. 
Далее имеем 

(34) (С/Р)/({Я, Рур) ^ ОЦН, Р} s {GjH)l{{H, P)IH) 

и кроме того 
{Я, Р]1Н ^ Р1{Н nP) = P/Q; 

итак, {Я, Р}1Н является грзшпой с ограниченными в совокупности порядками 
элементов. Отсюда в силу леммы 19 следует, что группа, стоящая в правой 
части соотношения (34), будет редуцированной. Но тогда будет редуцированной 
и группа 

{GIP)I{{H, рур) 

(смотри (34)). Теперь достаточно применить лемму 10 (к группе G/P и её под­
группе {Я, Р}1Р) и теорему 13. 

Теорема полностью доказана. 
Противоположной теоремой служит следующая теорема. 

Теорема 15. Пусть G — расщепляемая группа вида G = А + Р, ^àe А — одно­
родная вполне разлож:имая группа без кручения и Р — периодическая группа. 
Пусть в G имеется подгруппа H с периодической частью Q такая, что GjH 
является редуцированной периодической П-примарной группой, где П — конечное 
MHODfcecmeo простых чисел. Если P/Q — группа с ограниченными в совокупности 
порядками элементов, то H = AQ + Q и AQ ^ А. 

Доказательство. Положим Ĝ  = {H, Р}; так как G = А + Р, то будет 
Gl = ^1 4- Р, где А^ = А г\ G^. По первой теореме об изоморфизме будет 

(35) А!А, = А1{А п Gl) ^ {А, G,}IG, = G/G, . 

Далее, по второй теореме об изоморфизме имеем 

(36) GIG, ^ {GIH)I{GJH) . 
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Кроме того имеет место соотношение 

(37) GJH = {Я, рун ^ РЦР пН) = PIQ , 

или, группа Gil H является периодической группой с ограниченными в сово­
купности порядками элементов. Отсюда и из (36) в силу леммы 19 следует, 
что Gl Gl является редуцированной периодической Я-примарной группой, 
и такой же будет по (35) группа АЦ^. Итак, к группе Л и её подгруппе А^ 
можно применить теорему 12 и получим изоморфизм А^ ^ А. Так как G^IH 
является периодической группой с ограниченными в совокупности порядками 
элементов (смотри (37)), то из теорем Л, Б из [3] следует, что H = AQ -\- Q, 
где AQ ^ Al ^ А. 

Теорема доказана. 
Для того, чтобы выяснить справедливость некоторых условий в предшеству­

ющих теоремах, построим егцё три следующих примера. 

Пример 1. Пусть pi (i = 1, 2,...) — последовательность всех положительных 
простьгх чисел, пусть Xi (i = 1, 2, ...) — элементы некоторой группы такие, 
что 0(xf) = Pi (i = 1, 2,...), и пусть G* — полная прямая сумма циклических 

* 00 

групп {xi} : G* = ^* {xi}. Периодической частью группы G* является группа 
00 ^ = 1 

Р = Yj{xi}. Если положим 
1 = 1 

Уо = <Xi, Х2, . . . , х„, . . . > e G * 

и если выберем элементы j ^ e G* так, чтобы Ptyi = Уо ^ ^t {i = 1? 2, ...), то 
подгруппа G группы G* определенная формулой 

G = {Р,у, (i = 0,1,2,...)} 

является смешанной группой с периодической частью Р; притом группа G 
нерасщепляема (см. [1], § 50, пример 1). 

Определим подгруппу Я в G, 

Н={Уо,Р} = {Уо} + Р, 

и положим G = GIH. Если обозначим yi = yi -{- H (i = 1, 2, ...), то б = 
= {уI, у2,...}. Так как р̂ у̂  е Я и одновременно У1ф H (i = 1,2,...) (уравнение 
Pi^ = Уо ~ ^i не обладает в Я решением), то 0{у^) = р^ (i = 1, 2,...), значит, 

00 

1 = 1 

Итак, имеем: Смешанная группа G с периодической частью Р содержит расще­
пляемую подгруппу Я вида Я = {уд} + Р, где {уо} ^ ^(оо). Группа GIH явля-
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ется счётной редуцированной периодической Я-примарной группой, где Я — 
бесконечное множество простых чисел. Группа G не расщепляема. 

00 

Пример 2. Пусть р - простое число и пусть G* = ^ * {xj, где О(х̂ ) = p^'^ 
00 » = 1 

(i = 1, 2,...); итак, периодическая группа Р = J^ {^i} содержится в G*. Если 
обозначим *"̂  

jf = <0,..., О, Xi, pxi+^, P^Xi+2^.. .> е G* (f = 1,2,...) 

и если положим 

G = {P.yi 0 = 1,2,...)}, 

то G является смешанной группой с периодической частью Р; притом группа G 
нерасщепляема (см. [1], § 50, пример 2). 

Если положим Я = {у1, Р} = {j^J + Р и ö = GjH, то ö = {j2, Уз» •••}, где 
у. = у. Jf- H (i = 2, 3,...). Из определения элементов у^ следует, что pyt+i = 
= yt — ^i {i = 1» 2,...). Итак, руз е Я, но У2 ^ ^ ' так как уравнение рх = 
= у^ — Хх не разрешимо в Я; это значит, что 0(^2) = Р- Далее, имеем pyi+i = 
= y.(i = 2, 3,...), следовательно, 

0/Я = 0 = {у2,Уз,...} = ^(р") . 

Итак, смешанная группа G с периодической частью Р содержит расщепляемую 
подгруппу Я вида H = {ух} + Р, где {ух} = ^(оо); притом G/Я является 
счётной периодической р-примарной группой. Хотя группа G нерасщепляема. 

Пример 3. Пусть G — группа из примера 2; значит, G = (Р, yt {i = 1, 2,...)}. 
00 

Так как pyt+i = yi- Xt, или, Х; = j ^ - jpy^+j (i = 1, 2,...), то P = Ç {xj ç 
£ {y ,̂ ^2, . . .}; следовательно, *"̂  

Далее, имеем * 

(38) {уи P} = {yi} + P = {y J + I {x,} . 

Теперь положим Я = {yi} и построим фактор-группу G = G/H, Если j ^ = 
= У; + Я (ï = 2, 3,...), то имеем 

(39) 0 = {у2,Уз,--}-

Нашей целью будет теперь доказать, что имеет место соотношение 

(40) 0 = 1Ш. 
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Полной индукцией по к докажем, что 

(41) /"Vfc = Ji - ^1 ~ PXi - ••• - /~^^ifc-i {k = 2, 3,...) . 

Для fc = 2 соотношение (41), очевидно, справедливо. Если (41) вьшолнено для 
некоторого fe ̂  2, то имеем 

Р^'^{рУк+1) = Р^^КУк - ^к) = {У1'- ^1- •" - /"^^fe-i) - /^^Xfc. 

Итак, соотношение (41) справедливо для каждого /с ^ 2. 
Так как О(х̂ ) = р^' (i = 1,2,...), то из (41) следует, что для к^2 

Р Ук — Р Ух Р ^л-1» Р ^fc-i=î=c/, 

или, в силу (38), p^^ '̂̂ Vfc^ {yi} = Я. Но в то же время имеем р'^^'^у^^ = 
= р^У1 6 {у^} = Я, значит 

(42) 0(л) = р^*-^ (к = 2,3, . . . ) . 

Пусть к^2и пусть «2? •••̂  к̂ — такие целые рациональные числа, что имеет 
место равенство 

(43) П2У2 + ПзУз + ... + nJk = О, 

Это значит, что 
П2У2 + ЩУз + .. . + ЩУ1,еН = ( y j , 

или же суш;ествует целое рациональное число п^ такое, что 

(44) ^̂ 13̂ 1+ П2У2 + ... + щуг, = О. 

Теперь напомним, что группа G, по существу, ничто другое, как группа 

(45) С' = £ ы + Х { х а , 0(х,) = р^' (i = l ,2 , . . . ) , 
i = l i=l 

в которой ещё вьшолнены соотношения 

pyi+i- yi+^i = o (1 = 1,2,...). 

Отсюда и из (44) следует существование целых рациональнъис чисел w^,.. .̂  ^ 
таких, что 

к к-1 

притом последнее равенство надобно считать равенством в группе G'. Отсюда 
по (45) следует, что м _̂1Х „̂1 = О я п^ = рщ^х- Это значит, что р '̂̂ -г i ^ 
ИЛИ, р'''' I Wfc. 
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Таким образом мы доказали следующее утверждение: Если имеет место 
соотношение (43), то р^^"^ | Uj,, или, nj,, = 0. Индукцией по к можно доказать, 
что равенство (43) имеет место в точности тогда, когда p^^~i | пр или, в силу 
(42), когда rijyj = 0{j = 2, ..., к). Но отсюда и из (39) уже следует формула (40). 

Итак, смешанная группа G с периодической частью Р содержит расщепляе­
мую подгруппу Я вида H = {у^} ^ ^(оо) такую, что G/H является счётной 
редуцированной периодической р-примарной группой. Притом группа G 
нерасщепляема. 

Замечание. Казалось бы на первый взгляд, что условия теоремы 14 (соотв. 
теоремы 13) слишком сильные. Но пример 1 показывает, что условие конечности 
множества П нельзя выпустит. Далее, из примера 3 следует, что в формулировке 
теоремы 14 не можем выпустить условие ограниченности порядков элементов 
группы PIQ. Наконец, из примера 2 видно, что из теоремы 14 нельзя выпустить 
ни условие редуцированности, если его не заменить другим условием, как, 
например, в теореме 13. 
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Zusammenfassung 

ÜBER HOMOGENEN TORSIONSFREIEN ABELSCHEN GRUPPEN 

LADISLAV PROCHAZKA, Praha 

In dieser Abhandlung wird vor allem die Struktur gewisser Erweiterungen homo­
gener torsionsfreien abelschen Gruppen studiert; ausserdem werden einige so erhal­
tene Resultate auf gemischte Gruppen angewandt. 

Es sei G eine torsionsfreie Gruppe. Die Gruppe G heisst homogen, wenn alle ihre 
Servanzuntergruppen vom Range 1 denselben Typ besitzen. Die Gruppe G ist total 
zerlegbar genannt, falls sie als direkte Summe von Untergruppen vom Range 1 dar-
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gestellt werden kann. Sind m, /c^, ^ 2 , . . . , /c„ ganze rationale Zahlen und sind QuQi^ ---^ 
g^ Elemente einer torsionsfreien Gruppe G, so schreiben wir die Formel (l), wenn die 
Gleichung mx = k^g^ + /сго'г + • • • + Kön ^^ ^ lösbar ist. Weiter, sind ui, 0.2, • • •? û„ 
ganze jp-adische Zahlen, die als p-adisch konvergente Folgen â  = {af^)k=i (̂  ~ 
= 1,2, . . . ,n) ganzer rationalen Zahlen ausgedrückt sind, so schreiben wir die 
Formel (2), wenn alle Relationen 

taf^g.^O {mod p% {k = 1,2,...) 
i = i 

gleichzeitig erfüllt sind. Die Elemente g^eG (i = 1, 2, ..., n) heissen p°°-unabhängig 
in G, wenn es keine Relation der Form (2) gibt, in der mindestens eine ganze p-
adische Zahl ui {l ^ i ^ n) von Null verschieden ist. Es ist klar, dass man den Be­
griff der p°°-Unabhängigkeit auf beliebige Menge M von G übertragen kann. 

Definition 4. Es seien eine torsionsfreie Gruppe G und gewisse ihre Untergruppen J^ 
(i e /) vom Range 1 gegeben. Die Untergruppen J^ (t e I) werden p°°-unabhängig in G 
genannt, wenn man die Elemente g^ e J^(tE I) so auswählen kann, dass sie eine in G 
jf?°°-unabhängige Menge bilden. 

Definition 5. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und H eine ihre total zerlegbare 
Untergruppe. Die Untergruppe H wird p°°-unabhängig in G genannt, falls es eine 
totale Zerlegung Я = ^ J^ gibt, so dass die Untergruppen J^ (t e /) p°°-unabhängig 
in G sind. '^' 

Jetzt können wir schon die wichtigsten Resultate formulieren. 

Sätze 9, 10. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und H eine solche ihre homogene 
total zerlegbare Untergruppe, dass GjH eine periodische П-primäre Gruppe ist, wo 
П eine endliche Primzahlmenge bildet. 

a) Stellt GjH eine Erweiterung einer periodischen ordnungsbeschränkten Gruppe 
mit einer abzählbaren Gruppe dar und ist für jede реП die Untergruppe H j?°°-
unabhängig in G, so ist G ~ H. 

b) Stellt GjH eine Erweiterung einer periodischen ordnungsbeschränkten Gruppe 
mit einer reduzierten abzählbaren Gruppe dar, so ist G = H. 

Für gemischte Gruppen werden hier die folgenden Sätze bewiesen. 

Sätze 13, 14. Es sei G eine gemischte Gruppe mit der maximalen periodischen 
Untergruppe P und sei H eine spaltbare Untergruppe in G der Form H = Ä -\- Q, 
wo A eine homogene total zerlegbare torsionsfreie und Q eine periodische Gruppe 
ist. Es sei weiter GjH eine periodische H-primäre Gruppe mit endlicher Primzahl-
menge П und PjQ sei ordnungsbeschränkt. 

a) Stellt GjH eine Erweiterung einer periodischen ordnungsbeschränkten Gruppe 
mit einer abzählbaren Gruppe dar und ist für jede peH die Untergruppe {Я, P]jP 
p"^-unabhängig in GjP, so ist G = Ло 4- P, und AQ ^ A. 
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b) Stellt GjH eine Erweiterung einer periodischen ordnungsbeschränkten Gruppe 
mit einer reduzierten abzählbaren Gruppe dar, so ist G = AQ •{- P, und AQ S A, 

In der Arbeit werden noch einige Behauptungen über Untergruppen total zerleg­
barer und spaltbarer Gruppen bewiesen. 

Satz 12. Es sei G eine homogene total zerlegbare torsionsfreie Gruppe und H eine 
solche ihre Untergruppe, dass GjH periodisch und ü-primär ist, woU eine endliche 
Primzahlmenge bildet. Wenn GjH noch reduziert ist, so haben wir H ^ G, 

Satz 15. Es sei G eine gemischte Gruppe der Form G = A -i- P, wo A eine 
homogene total zerlegbare torsionsfreie und P eine periodische Gruppe ist, und H 
sei eine Untergruppe in G mit der maximalen periodischen Untergruppe Q. Ist 
GjH eine reduzierte periodische U-primäre Gruppe, für die П eine endliche Prim-
zahlmenge bildet, und ist PjQ ordnungsbeschränkt, so haben wir H = AQ + Q 
und AQ ^ A. 

Die Notwendigkeit der formulierten Bedingungen wird durch drei Beispiele de­
monstriert. 
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