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SYSTEME VON STETIGEN ABBILDUNGEN

LADISLAV SKULA, Brno

(Eingegangen am 29. Oktober 1965)

1. Einleitung. Unter einer Topologie, die in dieser Arbeit behandelt wird, ist die
Cechsche Topologie zu verstehen, das heisst: Wenn wir die Topologie mit Hilfe der
vollstindigen Umgebungssysteme definieren, dann erfiillt das vollstindige Umge-
bungssystem Q(a) jedes Punktes a des zustindigen topologischen Raumes nur diese
zwei Axiome: (I°) Q(a) + 0, (II°) 0 € Q(a) = a € O ([1], 4.1). Die speziellen Topo-
logien bezeichnen wir wie in der Arbeit [1]

In dieser Arbeit wird mit G, H ein Paar von Mengen bezeichnet, fiir welche
card G > 1, card H > 1 gilt. Auf der Menge G sind die Topologien u,, u, auf der
Menge H die Topologien v,, v, gegeben. Fiir i = 1, 2 bezeichnen wir mit &; das
System aller stetigen Abbildungen des topologischen Raumes (G, u;) in den topolo-
gischen Raum (H, v,). Ferner setzen wir &7 = {f| fe #,, card f(G) = 2}.

Wir geben notwendige und hinreichende Bedingungen an, unter welchen %2 < &2
gilt. Nach bestimmten Voraussetzungen fiir die Topologien u;, v; sind auch notwendi-
ge und hinreichende Bedingungen angegeben, unter welchen &, < &, gilt. Ferner
wird hier die Anwendung dieser Theorie an die Beziechungen zweischen dem System
aller isotonen Abbildungen der teilweise geordneten Menge G in die teilweise geordne-
te Menge H und dem System aller stetigen Abbildungen des topologischen Raumes
(G, u) in den topologischen Raum (H, v) angegeben.

Es sei (P, u) ein topologischer Raum, ae€ P, be P. Die Punkte a, b heissen
K-abgetrennt, wenn eine Umgebung U, des Punktes a oder eine Umgebung U, des
Punktes b so existiert, dass b ¢ U, oder a ¢ U,. Wenn eine Umgebung U, des Punktes a
und eine Umgebung U, des Punktes b existiert, so dass a ¢ U, und b ¢ U, gilt, dann
heissen die Punkte a, b B-abgetrennt.') Offenbar gilt: B-abgetrennte Punkte sind
K-abgetrennt.

Fiir i = 1, 2 bezeichnen wir mit b; die Menge aller Paare von B-abgetrennten
Punkten des Raumes (H, v;); mit k; die Menge aller Paare von K-abgetrennten Punk-
ten des Raumes (H, v;), welche in diessm Raum nicht B-abgetrennt sind; c; die

1y Cech nennt solche Punkte, in der Arbeit [1], (8.1), abgetrennt.

45



Menge aller Paare von verschiedenen Punkten des Raumes (H, v;), welche hier nicht
K-abgetrennt sind. Ferner setzen wir wy, = by N by, wy, = by 0 ky, wye = by ¢y,
Wiy = Ky OV by, Wiy = ki N kg, wee = ky ey, Wy = ¢ N by, Woy = € N Ky, W =
= ¢y N ¢, und bezeichnen mit &, bzw. §;, bzw. O; die Systeme aller offenen, bzw.
abgeschlossenen, bzw. ao-Mengen?) des Raumes (G, u;) und mit s(y) den Durch-
schnitt aller v,-Umgebungen des Punktes y € (H, v;). *)

2. Beziehung &7 = #3. In diesem Absatz werden notwendige und hinreichende
Bedingungen angegeben, unter welchen 3 c &7 gilt.

2.1. Hilfssatz. Es sei $2 < %32. Dann gilt:

Wy F 0=

ka*q):}bl = 9,,
ka:f:0:> (QICDZ’
ch%:®=>

W * 0= }uz ist die diskrete Topologie.

Beweis. Da card H > 1 ist, so gibt es verschiedene Punkte y € H, z € H. Es sei
0 + X & G. Wir setzen

y fiir jedes te X, z fir jedes te X,
t) = . = .
1) {z fir jedes te G — X, 9(1) y fiir jedes te G — X.

Offenbar ist card f'(G) = card ¢'(G) = 2.

a) Falls wy, # 0 oder wy, =+ 0 ist, dann kdnnen wir annehmen, dass y ¢ s,(z) gilt.
Wenn X € Oy ist, dann gilt fe 2, g e % also fe #%, ge #2. Dannist G — X =
=f"Yz)e®,und X = g7'(z) € ®,. Daher ist X € O,.

b) Falls wy, # 0 ist, so kdnnen wir voraussetzen, dass y ¢ s,(z), z ¢ s,(y) und
y€sy(z) gilt. Wenn X € ®, ist, dann gilt fe #3, also fe¥3. Daraus ergibt sich,
dass X = f7(y) €6, und G — X = f7'(z) € G, ist, also gilt X € O,.

c) Falls w, + 0 oder w, + 0 ist, dann kdnnen wir annehmen, dass y € s,(z),
zesy(y) und y ¢ s,(z) ist. Dann gilt fe &1, also fe F5. Weil y ¢s,(z) ist, so gilt
G — X = f'(2) € G,, also X € §,, das heisst, dass u, die diskrete Topologie ist.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wir bezeichnen mit o, «,, «; diese Aussagen:

(oy) fiir jedes y € H gilt 54(y) = 55(»), ©; = 6,, 6, & O,,
(ap) fiir jedes y € H gilt 5,(y) = v,(y), 6, = F,, 6, ¢ O,,
(23) ®; = O,.

2) Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heisst ao-Menge, wenn sie abgeschlossen und
offen ist.

~ ®
3) In [1], (3.3) Cech nennt diese Menge die Sterngruppe des Punktes y.
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Die logische Vereinigung dieser Aussagen o, «,, a; bezeichnen wir mit a.

2.2. Hilfssatz. Es gelte ¥ < &3, 6, & O, und es sei y, e H, y, € H, y, € 5,(y,)

und y; ¢ Sz()’z) [’"‘—’SP' V2 ¢ 52()’1)]-
Dann gilt die Aussage oy [resp. o,].

Beweis. 1. Essei X € ®;, 0 + X & G. Wir setzen

() = y, fiir jedes te X,
"]y, fiirjedes teG — X .

Dann ist fe %2, also fe %3. Weil y{ ¢s,(yz) [resp. y, ¢s5(y;)], in Kraft ist, so
gilt X =f " Y(y,)e®, [resp. G — X =f"!(y;)€6,, also X e§,]. (Hier wurde
noch nicht die Voraussetzung &, ¢ O beniitzt.)

II. Wir nehmen an, dass es einen solchen Punkt y € H gibt, dass s,(y) ¢ s,(y)°
[resp. s;(y) & v,(y)] gilt. Dann gibt es einen Punkt y" e s,(y) — s,(y) [resp. y' e
e s1(y) — v5(y)]. Da G, ¢ O, gilt, so gibt es solche Menge M < G, dass M € G, —
— O, ist. Wir setzen

[y fiir jedes te G — M,
g(r) = | ' fiir jedes te M .

Esist g € 71, also g € #3. Weil )" ¢ s,(y) [resp. ¥’ ¢ vy(y), das heisst, dass y ¢ s,()")
gilt]ist,sogilt G — M = g~ '(y) € G, [resp. M = g~ '(y') € ,]. Nach I ist M € G,
[resp. M € &,], also M € O,, was ein Widerspruch ist.

Also ist 2.2 in Kraft.

2.3. Hilfssatz. Es sei 7 < &2 und wy, & 0. Dann gilt die Aussage a.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Aussage « nicht in Kraft ist. Dann gilt nicht die
Aussage o3, also ®; ¢ O,. Da w,, + 0 ist, so gibt es solche Punkte y, € H, y, € H,
dass y, € 5,(y1), y1 ¢5:1(y2) ist und es gilt entweder (a) y, € 52(y,), ¥1  s5(y,) oder
(b) V1€ 52()’2)’ V2 ¢ 32(Y1)-

Gilt (a) oder (b), so folgt nach 2.2, dass die Aussage «; oder a, gilt, was ein Wider-
spruch ist.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Fiir A, p = b, k, ¢ bezeichnen wir mit ¢;, die. Aussage w;, + @ und ordnen jeder
Aussage ¢,, eine Aussage ¢(c;,) wie folgt zu: ¢(ey) = @(en) = O; = Oy 9(ene) =
= ¢(e.) = ¢(e.) = B, wo B eine Aussage bezeichnet, welche stets wahr ist; (g,) =
=6, = O,; ¢(ew) = 45 ¢(e) = ¢(er) = u, ist die diskrete Topologie.

2.4. Satz. Sei X die Menge von solchen Aussagen ¢(c;,) (4, £ = b, k, c), dass die
Aussage ¢, gilt.

Dann ist die Aussage > = &3 mit der logischen Konjunktion & der Aussagen
von der Menge X dquivalent.
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Der besseren Ubersicht wegen fiihre ich diese Tafel an.

die Aussage €, & Eprc Epe Ep
W, 0 bynb, £0|bnk, =0 b ey +=0 | kinby,*0
die Aussage ¢le;,) £, <9, B G, <9,

- ,,,“,, -
die Aussage ¢, { o & -3 Eop Eee
Wi % 0 ik,mkzzhﬁ“klmczi(o cirnby, £0|c,nk, 0| c,ne, £0
die Aussage ¢(c ﬂ) i o B u, ist die diskrete Topologie B

Beweis. Ist 7 < &2, so folgt aus 2.1 und 2.3 die Giiltigkeit der Aussage £. Es
gelte also die Aussage ¢ und es sei fe &5. Dann ist f(G) = {y,, y,}, wo y, € H,
y2€H, y;, + y, gilt. Es gibt 4, u(%, p = b, k, ), so dass (y,, y,) € w,,. Dann gilt die
Aussage ¢;, und darum gilt auch die Aussage ¢(e;,). Ist A = ¢ oder u = ¢, so ist
feF3 Ist A= b, so gilt f~!(y,) €Dy, f(y,) €Oy Fiir u = b oder u = k folgt
aus der Aussage ¢(¢,,) = O; <= O, die Aussage fe #5. Fiir A = b, u = b bekommt
man leicht f € 3 aus der Aussage ¢(ey)-

Es sei 4 = k, u = k. Wir kénnen annehmen, dass y, € s;(y;) und y; ¢ s,(y2) gilt.
Dannist f ~!(y,) € 6,. Gilt die Aussage o3, so ist f€.%3. Gilt die Aussage o, so ist
y2€5:(y1)s £ H(y2) €6, also fe &3, Gilt die Aussage o5, S0 ist y, € 0y(y,), das
heisst, dass y, € s,(),) ist. Ferner gilt f ~!(y,) € &,, das heisst, dass f~'(y;) = G —
— 7 (y,) € G, ist. Also ist fe S5

Damit ist der Satz bewiesen.

3. Beziechung ¥, < & ,. In diesem Absatz werden gewisse Voraussetzungen fiir die
Topologien u; und v; angegeben, unter welchen die Behauptungen &; < &, und
F? < ¥2 dquivalent sind.

3.1. Hilfssatz. u, sei eine KU-Topologie, u, keine B-Topologie*). Dann gilt
(51 ¢ Dz.

Beweis. Weil u, keine B-Topologie ist, gibt es Punkte xe€ G, x' € G, x + X', so
dass sich x’ in jeder u,-Umgebung des Punktes x befindet. Da u, eine KU-Topologie
4) Nach [1] ist eine K-Topologie eine solche Topologie bei welcher alle Punkte K-abgetrennt
§ind; 1_n einer B-Topologie sind alle Punkte B-abgetrennt und eine U-Topologie erfiillt das Axiom

X=X
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ist, gibt es eine u; — offene Menge X, so dass entweder x € X, x’' ¢ X oder x' € X;
x ¢ X gilt. Wenn 6, < O, gelten wiirde, dann wiren X und G — X u, — offene
Mengen, also wiren die Punkte x, x" B-abgetrennt, was ein Widerspruch wiire.

3.2. Hilfssatz. Es seien v, v, K-Topologien, v, keine B-Topologie, u, eine KU-
Topologie, u, keine B-Topologie.

Dann ist die Aussage &, < &, mit der logischen Vereinigung y folgender zwei
Aussagen dquivalent:

() fiir jeden Punkt y € H gilt s,(y) < s,(y) und 6, = 6,,
(v2) fiir jeden Punkt y € H gilt s,(y) < vy(y) und ©; = §,.

Beweis. Nach 3.1 ist ®, ¢ O,. Da v,, v, K-Topologien sind, gilt ¢, = ¢, = 0,
also Wy = Wi = Wop = Wg = W, = 0.

Gilt die Aussage y, soist wy, + 0. Weil v, keine B-Topologie ist, so gilt wy, + 0. Aus
der Aussage y folgt O; < O, und die Aussage a, aus 2.4 ergibt sich dann &3 < &2,

Ist #2 = &% 2 s0 folgt wy, = 0 aus 2.4. Weil v, keine B-Topologie ist, gilt w,, = 0
und aus 2.4 folgt, dass die Aussage y gilt.

3.3. Hilfssatz. Gilt die Aussage y, und ist u, eine U-Topologie, so ist ¥, = &,.

Beweis. Es sei fe &y, X0 €G, yo = f(xo) € H. Da u, eine U-Topologie ist, gilt
G—ux,e®, = §, also u;x,€ ®,. Ferner gilt s,(y) = v,(y) fiir jeden Punkt
y € H, woraus sich v,(yo) < s5(yo) ergibt. Es ist f(u;xo) = v,(f(x0)) = v4(yo) <
< 55(po)- Also gilt fe S5

3.4. Satz. Es gelten die in 3.2 angefiihrten Voraussetzungen. Ausserdem seien v,
oder u, Topologien, bei welchen jeder Punkt des entsprechenden Raumes die
kleinste Umgebung hat.)

Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(4) &1 = &,

(B) #1 = 3.

(C) Die Aussage y ist richtig.

Beweis. Aus (A) folgt offenbar (B). Wenn (B) gilt, so gilt (C) nach 3.2.

Es sei (C) in Kraft. Gilt die Aussage y,, so ist nach 3.3 %, < &,. Wir nehmen an,
dass die Aussage y, gilt.

Esseife&,xeG,y = f(x) € H, V, eine v,-Umgebung des Punktes y.

I. Wir nehmen an, dass y die kleinste v,-Umgebung V; hat. Dann gilt V; = s,(y) =
< 55(y) = V,. Es gibt eine u,-offene Umgebung U, des Punktes x, so dass f(U,) =
< Vy. Esist Uy € ®,, f1(U,) = V,. Also gilt fe &,.

II. Wir nehmen an, dass U, die kleinste u,-Umgebung des Punktes x ist. Es sei V;

5) Der Charakte{ jedes Punktes des entsprechenden Raumes ist gleich 1.
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eine beliebige v,-Umgebung des Punktes y. Dann gibt es eine u-offene Umgebung U,
des Punktes x, so dass f'(U,) < V, gilt. Es ist U; € 6,, also U, = U,; daraus folgt,
dass f(U,) < s,(y) ist. Weil die Aussage y; gilt, so ist f'(U,) < s,(y) = V,. Also
ist fe ¥, in Kraft.

Damit ist der Satz bewiesen.

4. Systeme von isotonen und stetigen Abbildungen. In diesem Teil der Arbeit
werden die Sitze, die dhnlich den Behayptungen in dem Absatz 2 der Arbeit [2]
angefiihrt sind. Unter einer geordneten Menge wird hier eine halbgeordnete Menge
verstanden.

Es sei M eine geordnete Menge, A = M eine Teilmenge von M. Wenn aus ¢, € 4,
t,eM, t, < t, stets t, € A folgt, dann heisst die Menge A Anfang der Menge M.
Insbesondere heisst die Menge A(to) = {t|te M, t < t,} durch to e M erzeugter
Hauptanfang. Dual werden das Ende und das durch t,€ M erzeugte Hauptende
E(to) = {t|te M, t = t,} erklirt.®)

Eine Topologie t auf der geordneten Menge M heisst allgemeine linke Topologie
[allgemeine rechte Topologie], wenn

N U=A4t) [ N U= Et)]
UeU(to) UeU(to)
bei jedem t, € M richtig ist, wo U(t,) das System aller --Umgebungen des Elementes t,,
ist. Ist 7 eine allgemeine linke Topologie [allgemeine rechte Topologie], bei welcher
die Menge A(to) [E(to)] eine Umgebung des Elementes t, fiir jedes 1, € M ist,
heisst 7 linke Topologie [rechte Topologie] auf M.7)

In diesem Absatz wird mit G, H ein Paar von geordneten Mengen bezeichnet,
welche keine Gegenketten®) sind. (Daraus folgt, dass card G > 1, card H > 1 ist.)
Auf der Menge G ist eine KU-Topologie u und auf der Menge H eine K-Topologie v
gegeben. Wir nehmen an, dass u, v keine B-Topologien sind. Wir bezeichnen mit &
das System aller isotonen Abbildungen der geordneten Menge G in die geordnete
Menge H, &% das System aller stetigen Abbildungen des topologischen Raumes
(G, u) in den topologischen Raum (H, v) und wir setzen #2 = {f | fe 4, card f'(G) =
=2}, = {f|fe, card f'(G) = 2}. Fir ye H bezeichnen wir mit s(y) den
Durchschnitt aller »-Umgebungen des Punktes y.

4.1. Satz. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:

(4) £ = 2. -
(B) #% = 72
%) Diese Definitionen sind in [2] angefiihrt.
7) Diese Definitionen sind in [2] angefiihrt, hier bezeichnet allerdings 7 eine Cechsche Topo-
logie.
8) Eine Gegenkette ist eine geordnete Menge, in der je zwei verschiedene Elemente unver-
gleichbar sind.
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(C) (a) Fiir jedes y € H gilt A(y) < s(y) und fiir jedes x € G gibt es eine Umge-
bung U dieses Punktes, so dass U = A(x), oder (b) Fiir jedes y € H gibt E(y) < s(y)
und fiir jedes x € G gibt es eine Umgebung U dieses Punktes, so dass U = E(x). ®)

Beweis. Wir bezeichnen mit u,(v,) die linke Topologie auf der Menge G(H),
welche durch die gegebene Ordnung erzeugt wird. Diese Topologien sind KU-Topo-
logien, aber sie sind keine B-Topologien. Ferner setzen wir u, = u, v, = v. Dann
git S =9, F =, I> =9} > =5 Ay) = s:(9)s s(y) = s2(v), E(y) =
= vy(y) fiir y € H und ®, ist das System von allen Anfingen der Menge G.

Die Voraussetzungen des Satzes 3.4 sind erfiillt und die Behauptung s,(y) = v,(y)
fiir jedes y € H ist mit der Behauptung v,(y) <= s,(y) fiir jedes y € H dquivalent. Die
Aussage &, = 6, ist mit der Aussage dquivalent: fiir jedes x € G gibt es eine Um-
gebung U dieses Punktes, so dass U = A(x) gilt; die Aussage ©; < §, ist mit der
Aussage dquivalent: fiir jedes x € G gibt es eine Umgebung U dieses Punktes, so
dass U < E(x) in Kraft ist.

Aus 3.4 ergibt sich jetzt dieser Satz.

4.2. Satz. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:

(A) L < S,

(B) &2 < s,

(C) (a) Fiir jedes y € H gilt s(y) = A(y) und fiir jede Umgebung U eines beliebi-
gen Punktes x € G gilt U o A(x) oder (b) Fiir jedes y € H gilt s(y) < E(y) und fiir
jede Umgebung U eines beliebigen x € G gilt U > E(x). °)

Beweis. Wir setzen uy = u, v; = v, wo u,(v,) die linke Topologie auf der Menge
G(H) ist, welche durch die gegebene Ordnung erzeugt wird. Die Voraussetzungen
des Satzes 3.4 sind erfiillt. Bs gilt ¥ = &,, & = &,, ¥ = ¥, 2 = &3; ferner
ist s(y) = s,(y), A(y) = s2(y), E(y) = vy(y) fiir jedes y € H und ®, ist das System
von allen Anfingen der Menge G.

Die Aussage ®,; < &, ist mit der Aussage dquivalent: fiir jede Umgebung U eines
beliebigen Punktes x € G gilt U > A(x). Die Aussage ®, <= §&, ist mit der Aussage
dquivalent: fiir jede Umgebung U eines beliebigen Punktes x € G gilt U o E(x)

Nach 3.4 gilt dieser Satz.

4.3. Satz. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:

(4) & =&.

(B) #2 = 2

(C) u ist die linke und v ist eine allgemeine linke Topologie oder
u ist die rechte und v ist eine allgemeine rechte Topologie.®)

Beweis. Gilt (A), so gilt offenbar (B). Aus (C) folgt (A) nach 4.1 und 4.2.
Es sei (B) in Kraft. Dann gibt es nach 4.1 und 4.2 zwei Maglichkeiten:

9) Beide Behauptungen sind mit Riicksicht auf gegebene Ordnung auf den Mengen G, H dual.
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L s(y)  A(y) und A(y) = s(y) oder E(y) = s(y) fiir jeden Punkt y € H. Wenn
A(y) = s(y) ist, dann gilt s(y) = A(y) und v ist eine allgemeine linke Topologie;
nach 4.1 und 4.2 folgt, dass u die linke Topologie ist.

Wenn E(y) > s(y) fiir jeden Punkt y e H gilt, dann gilt E(y) = A(y), also ist H
cine Gegenkette. Das ist aber ein Widerspruch.

1. s(y)  E(y) und s(y) = E(y) oder s(y) = A(y). Ahnlich wie in I beweist man
in diesem Fall, dass v eine allgemeine rechte und u eine rechte Topologie ist.
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Pe3smomMme

CBICTEMBbBI HEITPEPBIBHBIX OTOBPAXEHUN
JIAAVCJIAB CKVIJIA (Ladislav Skula), Bpao

B 970if cTaThe MpHBEACHBL HEOOXOAMMBIE ¥ JOCTATOYHBIC YCIIOBYS, IIPH KOTOPBIX
S 3 e ST ={f|feS card f{(G) = 2} u &; obosnauaeT cucremy Boex
HETIPEPBIBHBIX OTOOPAXEHMI TOMONIOTUIeCKOro npocTpanctsa (G, u;) B TOMOJOTH-
yeckoe mpocrpauctso (H, v;) (i = 1, 2).

TIpu HEKOTOPBIX IPEIIOJOKEHUAX ISl TOTIOJIOTHI U;, V;, YKA3aHBL B 9TOM paboTe
TOXe HeOOXOIMMBIC 1 JIOCTATOYHbIC YCIOBHS, IPU KOTOPBIX &y < 5.

OToi Teopueil MOJB3YIOTCS K M3YYCHHIO OTHOLICHUH MEXAy CHCTEMOH BCexX
M30TOHHBIX OTOOPAXEHMH YACTHYHO YIMOPSAOYEHHOTO MHOKEeCTBA G B YACTHUHO
YIOPSAIOYEHHOE MHOXeCTBA H M CHCTEMOI BCEX HENMPEPHIBHBIX OTOOPAXKEHHUIA TOMO-
Jiormaeckoro npocrpanctsa (G, u) B Tonoxoruyeckoe npocrpancrsa (H, v).

TonoJIOrMIeCKUM TPOCTPAHCTBOM PAa3yMeeTCs 3[eCh TOMOJOIHYECKOE MPOCTPaH-
cTBO Yexa, 3T0 3HAYMT MPOCTPAHCTBO, B KOTOPOM BBIMOJIHEHBI CJIEYFOLIHE AKCHOMBI:
G =0,McN=>McN,Mc M.
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