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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha

UBER DIE CANTORSCHE REIHEN

TiBor SALAT, Bratislava

(Eigegangen am 31. Januar 1966)

Die Grundlagen der Theorie der Cantorschen Reihen wurden von G. CANTOR
in der Arbeit [1] gelegt. Die Grundlagen der metrischen Theorie dieser Reihen be-
finden sich in den Arbeiten [2], [11] und [15]. Diese Arbeit ist ein Beitrag zur metri-
schen Theorie der Cantorschen Reihen.

EINLEITUNG. UBERSICHT EINIGER ERGEBNISSE.
DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN

1. Wenn {q,};-, eine Folge von natiirlichen Zahlen ist, g, > 1, k=1,2,...
(solche Folge nennt man in weiterem eine Grundfolge), dann kann jede reelle Zahl x
bekanntlich in der Form
@ =) 4y 40

k=14qy .43 ... 4k
dargestellt werden, wobei e/(x) (i = 0, 1, 2, ...) ganze Zahlen sind (sogenannte Ziffern
von x), 0 < gx) < ¢; (i =1,2,3,...) und g(x) < q; — 1 fiir unendlich viele i ist
(siehe [3] S. 113—115). Fiir x € €0, 1) ist £(x) = 0.

Eine nicht-negative ganze Zahl r nennt man eine Ziffer (in bezug auf die Grund-
folge {4,};2,), wenn ein k so existiert, dass r < g, ist. Wean ¢ = lim sup ¢, und

k—
q < +co ist, dann sind die Ziffern (in bezug auf {g,};",) mit den ganzen Zahlen des
Intervalles <0, ¢ — 1) identisch; wenn ¢ = + o0, dann ist jede ganze r = 0 eine
Ziffer in bezug auf {g,};% ;.
Wenn wir ¢, =g > 1 (k=1,2,3,...) setzen, dann ist (a) die g-adische Ent-
wicklung von x. Wenn wir g, = k + 1 (k=1,2,3,..) setzen, dann ist (a) die
Fakultatreihe von x,

X = go(x 3 »és"(i'
(6 w4 A

g(x) (k =0,1,2,...) sind ganze Zahlen, 0 < a(x) < k (k = .
unedlich viele k ist g(x) < k. =k(k=1,23..) und fi
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2. Esseir = 0eine Ziffer in bezug auf die Grundfolge {g,}% . Setzen wir N,(r,x) =
= Y 1(siche(a)). Bezeichnen wir mit 5,(r) die Summe ) 1/g, (hier summiert

kZn,e(x)=r k=n,r<qr

man iiber solche Zahlen k < n, fiir welche r < g, ist, die leere Summe setzt man
hier gleich 1). Die reelle Zahl x nennt man normal in bezug auf die Grundfolge

{a )21, Y. 1/g, = + oo, wenn fiir jede Ziffer r, fiir welche lim s,(r) = + o0 ist,
=1

n—ow

gilt. Das Hauptergebnis der Arbeit [2] ist die Rényische Verallgemeinerung des
klassischen Satzes von Borel iiber die Verteilung der Ziffern in dyadischen Entwick-
lungen von reellen Zahlen. Nach diesem Satz von A. Rfny1 gilt fiir jede Grundfolge

{a:}i-, mit ) 1/q, = + oo, dass fast alle reellen Zahlen normal in bezug auf {q,}%,
k=1

sind. Bezeichnen wir in weiterem mit N(q;, 4,, ...) die Menge aller in bezug auf die
Grundfolge {g,};-, normalen Zahlen. In weiterem, hauptsichlich im dritten Teil
der Arbeit, betrachten wir E; = (— o0, +00) (und auch <0, 1)) als einen metrischen
Raum mit euklidischer Metrik.

3. Essei {g,};~, eine Grundfolge. Bei festem n ist das ganze Intervall <0, 1) gleich
der Vereinigungsmenge der Intervalle der ,,n-ten Ordnung*

. k k+1
1f,")=<t , ) (k=0,1,...,9y.95...9, — 1).
91 -92--- 4y 91 -92--- 4y

Wenn

k & & &,
_— = o
491 -92---9x 91  41-92 91 - 92 --- 4y

ist (s,-, i=1,2,...,n, sind ganze Zahlg:n, 0<e¢<gq;i=1,2,..,n), dann sagen
wir kurz, dass das Intervall i’ zur (endlichen) Folge &y, ¢,, ..., ¢, gehort. Offenbar
gehort die Zahl x € (0, 1),

x = i ,—8‘(") _
=14y .92..- 4,
zum InterQaII i® dann und nur dann, wenn g/(x) = ¢, (I = 1, 2, ..., n) ist.

Speziell bei den Fakultitreihen haben die Intervalle il die Form

(k) _ k k+1 = n -
'")“<(y;+1)!’ (n+1)!> (k=0,1,...(n + 1)l —1).
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4. Es seien [, r natiirlich, [ > r, s = 0 sei ganz. Jeder Kobination {io, By enes is_,}
s-ter Klasse der Elemente r, r + 1,..., [ sei die Zahl 1fiy . iy, ..., i;_; zugeordnet;
unter (einziger) Kombination O-ter Klasse der Elemente r, r + 1, ..., [ versteht man
dabei die leere Menge. In diesem Fall (d. h. wenn s = 0 ist) setzt man das leere
Produkt iy . iy, ..., i,_, gleich 1, also der Kombination O-ter Klasse ist nach dem
vorigen die Zahl 1 zugeordnet. Die Summe aller Zahlen 1/iy . iy, ..., i;_, iber alle
Kombinationen s-ter Klasse der Elemente r, r + 1, ..., [ bezeichnen wir mit Ar(s, l),
also
- 1

{i0seeyis— 1} S{r e+ 1, g o Iq oo g g

Afs. 1) =

Wenn s > | — r + 1 ist, dann haben wir rechts die leere Summe, welche wir defini-
torisch gleich O setzen.

5. Die Grundfolge {g,}~, hat die Eigenschaft V(g), ¢ > 0, wenn

s}

dn

Yo <
n=1 (g - g .. q,)

ist. Es ist leicht einzusehen, dass jede der Grundfolgen {g}-,, ¢ > 1; {k + 1};2,
die Eigenschaft V(¢) fiir jedes £ > 0 hat.

6. In dieser Arbeit versteht man unter dim M die Hausdorffsche Dimension der
Menge M in bezug auf das System von Massfunktionen

p®(t) =1, 1e<0, +0), «€e(0,1)

(siehe [5]). Erwidhnen wir hier die Bezeichnung, welche mit der in [5] benutzen
Bezeichnung iibereinstimmt. Wenn M eine Menge von reellen Zahlen und # > 0 ist,
dann versteht man unter einer n — Uberdeckung von M eine beliebige abzihlbare
Menge V von Intervallen i, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

1) fur jedes i € Vist |i| < n (]i] bezeichnet die Lénge von i),

) Mcyi

ieV
Mit %(n, M) bezeichnen wir die Menge aller n-Uberdeckungen von M. Fiir o € (0, 1)
sezen Wwir
WOMY = inf Y.
Veu(n,M) ieV

Dann, wie bekannt, existiert
WM} = lim (M}
-0+

Die Zahl y®{M } nennt man a-dimensionales Hausdorffsches Mass von M. Weiter,
wie bekannt, existiert zu jeder Menge M eine Zahl &€ <0, 1> mit den folgenden
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Eigenschaften: Wenn 0 < « < 9 ist, dann ist u““{M} = +o0; wenn § < o < 1 ist,
dann ist u®{M} = 0. Die Zahl 6 nennt man die Hausdorffsche Dimension der
Menge M und man bezeichnet sie mit dim M.

7. In zweiten Teil der Arbeit benutzen wir dieses Ergebnis von H. G. EGGLESTON
(siehe [4], [5]):
EsseiM=NI;I;o21,>..21,21,,1>..,wol,(n=1,2,...) aus einer
n=1

endlichen Anzahl g, =z 1 endlicher abgeschlossenen Intervalle iy gleicher Linge

Ay > 0 besteht, so dass je zwei verschiedene Intervalle von I, keine gemeinsamen
inneren Punkte haben. Setzen wir weiter voraus, dass jedes der Intervalle iy (m =
=1,2,...,9,) die gleiche Anzahl (= g,.,/g,) der Intervalle i\, €I, enthdlt.
Es sei 0 < 6 £ 1 und fiir jedes a, 0 < o < § sei

o0

A loohe (,=1).

n=1 )“n gnj."

Dann ist dim M = 6.
8. ]M [ bezeichnet das Lebesguesche Mass von M.

9. [u] bezeichnet den ganzen Teil der Zahl u, d. h. [u] ist ganz, [u] £ u <
< [u] + 1.

10. Wenn A eine Menge von natiirlichen Zahlen ist, dann setzen wir A(n) =
= Y 1, §,(4) = liminf A(n)/n (untere asymptotische Dichte von A), d,(4) =

k=n,keA n—
= lim sup A(n)/n (obere asymptotische Dichte von A).

n— o

11. {a,}, bezeichnet dic Menge aller Haufungswerte der Folge {a,},~,.

Auf die einzelnen Punkte dieser Einleitung werden wir uns durch Angabe der
Nummern der Punkte berufen. )

Diese Arbeit besteht aus vier Teilen. Im ersten Teil werden wir die Frage iiber die
Verteilung der Ziffern in Fakultdtreihen von reellen Zahlen eingehend studieren. Im
zweiten Teil zeigen wir einige Anwendungen des Hausdorffschen Masses in der
Theorie der Cantorschen Reihen. Im dritten Teil werden wir einige metrische Ergeb-
nisse aus der Theorie der Cantorschen Reihen vom Standpunkt der Baireschen Kate-
gorien von Mengen studieren. Im vierten Teil werden wir den Beweis eines Ergebnisses
aus der Arbeit [16] prézisieren.

gn
') Der Einfachheit halber bezeichnen wir mit 7, sowohl {J i™ als auch die Menge {il, i, ...
m=1
» iff"}; zu einem Missverstdndnis kann es nicht kommen.
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1. UBER DIE VERTEILUNG DER ZIFFERN IN DEN FAKULTATREIHEN
VON REELLEN ZAHLEN

Die Grundergebnisse iiber die Verteilung der Ziffern in den Fakultitreihen von
reellen Zahlen befinden sich in [2]. Dort ist auch folgendes Ergebnis bewiesen:

Es sei r ganz, r 2 0, es sei N,(r,x)= Y 1 (siche (b)). Dann gilt fiir fast
alle x €40, 1) ksn.e(x)=r
(1) N,(r,x) =logn + o(logn) (n— ) (r=0,1,2,..).

Es entsteht die Frage, ob dieses Ergebnis in solcher Richtung verschirft werden
kann, dass wir eine (fiir alle hinreichend grossen n positive) Funktion y der natiirli-
chen Verinderlichen finden so, dass lim y/(n)[log n = 0 gilt und fiir fast alle x €
€0, 1) no@

N,(r,x) =1logn + O(y(n)) (n— +o) (r=0,1,2..)
ist.

In dieser Arbeit geben wir keine vollstindige Antwort auf die formulierte Frage.
Wir zeigen nur, dass eine ,,zu starke* Verschirfung der Bezichung (1) unmdglich ist
(siehe den Satz 1,1 und ],3). Weiter zeigen wir, dass, wenn

lim sup ———.p—(—ll)————— =+
n-o  /(log nloglogn)
ist, jede der Ungleichheiten
IN(r,x) — logn| <y(n) (r=0,1,2,..)

fiir fast alle x € €0, 1) unendlich viele Lsungen in n hat.
Zuerst leiten wir eine obere Abschitzung fiir A,(s, [) ab, welche wir in weiterem
benutzen (siehe 4).

Lemma 1,1. Fiir alle ganzen Zahlen r,s, 1 (r, 1 > 0, s = 0) gilt

(1 + log Iy

A,(s, l) <
s!

Beweis. Offensichtlich gilt fiir alle natiirlichen r, s, I die Ungleichheit 4,(s, ) <

< Ay(s, I). Daher geniigt es zu beweisen, dass die Ungleichheit

(1 + log Iy

() Ay(s, 1) £ '

fiir alle s = 0 und I > O gilt.
Wenn s = 0 oder s > [ist, dann gilt (2) offenbar fiir beliebiges /.
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Weil fiir jedes I die Abschitzung

k d 1
log | = z &S y 1
k-1 X k=2k
gilt, haben wir

®) hE

=1 +logl.

\.]._A

Offenbar ist A,(1, 1) = Z 1/1\ daher folgt aus (3), dass fiir s = 1 die Ungleichheit (2)
gilt.

Es sei jetzt s > 1, s < I und es gelte

(@) Ay(s — 1, 1) < (Lt log 77

(s — 1)

fiir jedes I. Wenn wir die Summen A(s — 1, I), A,(s, /) miteinander multiplizieren,
so bekommen wir jeden Bruch 1/ig. iy ... i, ¢ ({ig, iy, ..., i} ist eine Kombina-
tion s-ter Klasse der Elemente 1, 2, ..., I) genau s-mal, daher ist

(%) Ay(s, 1) = %Al(s - LA, < lAl(s -1, l)i

>~|~

Wenn wir jetzt in (5) die Abschitzungen (3) und (4) benutzen, bekommen wir (2).
Damit ist der Beweis beendet.

Satz 1,1. Es sei y eine reelle Funktwn der natiirlichen Verdnderlichen, es sei
Y(n) > 0 fiir alle n > ny und

(i) Y(n) = o{n) (n - +w),
ii im in —}//(L) =
(i) ln—»iof\'/logn 0.

Dann gilt fiir fast alle x € 0, 1)

lim sup IN (r x)___lo_g_n| =40 (r=0,1,2..).
n—w l//(n)

Folgerung. Bei den Voraussetzungen des Satzes gilt die Beziehung
N,(r,x) = logn + O(Y(n)) (n— )
(r ganz =0) nur auf einer Nullmenge.
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Beweis des Satzes 1,1. Es erfiille ¥ die Voraussetzungen des Satzes. Es seien [, k
natiirlich, r ganz, r = 0. Bezeichnen wir mit M,(l, k) die Menge aller derjenigen
x € €0, 1), fiir welche [N (r, x) — log I| < k y(l) ist.

Infolge der Voraussetzung (i) existiert I; = ny, so dass fiir [ 2 [, die Ungleichheit
logl + ky(l) £ 1 — r + 1gilt. Fir I = I, ist die Menge M,(1, k) gleich der Vereini-
gungsmenge aller derjenigen Intervalle /-ter Ordnung, welche zu solchen Folgen

(6) E1s £y onns €

gehéren, fiir welche die Anzahl s = 0 der Ziffern r in (6) im Intervall

J(I, k) = og 1 — ky(l), log I + ky(l))
liegt.
Schitzen wir das Mass von M, (I, k) ({ = ;) ab. Esseis = 0, s € J(I, k), es bedeute
B(L, k, s) die Vereinigungsmenge aller Intervalle I-ter Ordnung, welche zu solchen
Folgen (6) gehoren, fiir welche die Anzahl der Zahlen r in (6) s ist. Offensichtlich

() ML k)= U Bl ks).

seJ(1,k)

Schitzen wir zuerst das Mass von B[, k, s) ab. Die Anzahl der Folgen (6), welche
die Ziffer r auf genau s festen Stellen i, r < iy < iy < ... < ig_y = | enthalten

s—1 =

(dhoeg =rfirk=01,..,s—lunde+rfirl i<Li+i(k=01,..
..., s — 1)), ist im Faile r > 1 gleich der Zahl

23 . r.r (r+ 1) (i = 1)1 (ip + 1) (ip + 2) ...
cligmy=1) 1 (fgmy + 1) (fg=g +2) .1,

wenn iy > r ist, und der Zahl

23 L. (r+ )0r+2) (i = 1) L (i + 1)
coiyey = 1)1 (i + 1) (fgey +2) . 1,

wenn iy = rist. Wir haben namlich fiir jedese¢;, 1 < i < r — 1, i + 1 Mdglichkeiten
(e; kann jeden der Werte 0, 1, ..., i annehmen) und fiir jedes &;, r < i < I, i &= i,
(k=0,1,...,s — 1) haben wir i Mdglichkeiten (¢; kann jeden der Werte 0, 1, ...
Lo =1+ 1,...0 annehmen). Wenn r = 0 oder r = 1 ist, dann kann man
dhnlich einsehen, dass die Anzahl aller Folgen (6), welche die Ziffer » (= 0 oder 1)
auf genau s festen Stellen i, k = 0, 1, ..., s — 1, enthalten, gleich der Zahl

12300 = 1) . 1. (i + 1) (ig + 2) oo (ig—q = 1) . 1. (ig—y + 1).
oy +2).01

ist. Da die Liange jedes Intervalles der I-ten Ordnung gleich 1/(I + 1)! ist, ist die
Summe der Lingen aller Intervalle I-ter Ordnung, fiir welche die Folge (6) die Ziffer
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r > 1 auf den festen Stellen iy, iy, ..., i, enthilt, gleich der Zahl r[[igiy ... i, (I +
+ 1)]. Im Falle r = 0 oder r = 1 ist diese Summe gleich der Zahl 1/[iyiy ... i,—4(I +
+ 1)]. Das vorige gilt auch im Falle s = 0 (bei r > 0, siehe 4). Also

B0 ) = - 1

F 1 GoyesismyStrr+ 1,0 g o By oon By

fiir » > 1 und

1
B,(1, k, = —— A(s, 1
, ( S)l I+ 1 (s, )

fiir r = 0 oder r = 1. Aus (7) folgt dann fiir jedes r = 0

’

s S S A D),

seJ(1,k)
wo Cj = Ci(r) = max (1, r) und (durch Definition) Ay(s, [) = A,(s, I) ist. Setzen wir

F, = (Lt loglp I'Og D 5=0,1,2..),
s!
so haben wir
F _ 1+ logl (s > 0).
F,_, s
Dieser Quotient ist fiir s < [1 + log ] nicht kleiner als 1 und fiir s > [1 + log /]
ist er kleiner als 1. Daraus folgt

max Fy < Fpyyiopn -
seJ(1,k)

Mit Hilfe einer einfachen Abschitzung bekommt man auf Grund von Lemma 1,1

2k !//(l) + 1([1 + log I] + 1)t ¥l

M, k)| = C]
(L. o) [1 + log!]!

Mit Hilfe der Stirlingschen Formel kann man sich iiberzeugen, dass eine natiirliche
Zahl 1, = I, so existiert, dass fiir jedes I = [, die Ungleichheit

< W)+ 140
er(I’ k)l =C 1 h(l)

gilt, wo
2k
€, = Ci(k) = c;.( + 1)

J2n
g(l) = ([1 + log ] + 1)t "exp {[1 + logI]},
W) = [1 + log [0+ *4
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Durch eine einfache Abschédtzung bekommt man

1
El + logﬂ

< Col[1 + log [ e, €, = e?.

g(l) < [1 + log []FH*1oel, <1 +

[1+logl]
) cexp {1 + logl} <

Wenn wir C; = C, . C, setzen, bekommen wir (fiir [ 2 1,)

p() + 1

8 M, k)| < C
(8) |M,(1, k)| > Jiog |

Aus der Voraussetzung (ii) folgt die Existenz einer Foige von natiirlichen Zahlen

Ty, Lsli<lh<..<Il,<..
mit
tim B _ o
pwo (Jlog I,
Daher existiert zum beliebigen ¢ > 0 ein p, = 1 derart, dass fiir p > p, infolge (8)
[M (I, k)| < & ist.
Setzen wir bei natiirlichem n D,(n, k) = (\ M,(I, k). Dann ist auf Grund des vor-

l=n

hergehenden fiir jedes n IDr(n, k)] < &. Weiter ist
D(1,k) = D(2,k) = ... = D,(n, k) = ...

und so, wenn wir D,(k) = lim D,(n, k) setzen, bekommen wir

[D(K)| <& (k=1,2,3,..).
Offenbar ist
D(1)e D2) = ... = D(k) = ...

und so, wenn wir D, = lim D,(k) setzen, bekommen wir
k=

|D,| = lim [D(k)| < .
k— o
Weil ¢ beliebig war, folgt daraus |D,| = 0. D, ist aber offenbar die Menge aller
x €40, 1), fiir welche

N,(r, x) = logn + O(y(n)) (n - )
gilt.
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Setzen wir Cy = <0,1) — D, (r = 0, 1,2,...). Dannist |C}| = 1. Wenn wir jetzt
C* = N C; setzen, so bekommen wir |C*| = 1. C* ist aber offensichtlich die Menge

r=0
aller x € <0, 1), fiir welche die Beziehung

lim sup [N,(r, x) — log n| _

nm ¥(n)

fiir jedes r = 0, 1, 2, ... gilt. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

+ o

Satz 1,2. Es sei y eine reelle Funktion der natiirlichen Verdnderlichen. Es sei
¥(n) > O fiir n > n, und

() lim sup () B +00 .
nso /(log nloglog n)
Dann gilt fiir fast alle x € <0, 1)
) lim infM:_l_o_g_"l =0
n— o l//(n)
(r=01,2..).

Beweis. Es erfiille  die Voraussetzungen des Satzes. Es sei t eine reelle Zahl,
t > 0, I natiirlich, r ganz, r = 0. Bezeichnen wir mit M,(l, ) die Menge aller x €
e 0, 1), fiir welche |N(r, x) — log I| = ty(I) gilt. Setzen wir M,(I,1) = M)(I, 1) U
v M;(1, 1), wo M (1, t) (M)(1, t)) die Menge aller x € <0, 1) ist, fiir welche

N(r,x) z log ! + ty(I) (N(r, x) < log ! — t (1))
gilt.

Wir konnen y(n) = o(log n) voraussetzen. Wenn némlich die Beziehung y(n) =
= o(log n) nicht erfiillt wire, so konnten wir im weiteren die Funktion y, =
= min (i, log?/?) anstatt y nehmen. Dann sind die Voraussetzungen des Satzes fiir
diese Funktion erfiillt. Wenn (9) fiir die Funktion ¥, gilt, dann gilt es offensichtlich
auch fiir . Daraus folgt, dass ein [; 2 max (nz, r+ 1) so existiert, dass fiir [ = I,
die Ungleichheiten

l—r+1>logl—1ty(l)>1

gelten. :

Wir schitzen [M(1, t)| bei | = I, ab. Durch eine Methode, die der bei der Abschit-
zung von ]M,(l, k)[ im Beweis des Satzes 1,1 angewandten Methode dhnlich ist, kann
man feststellen, dass

(10 gt o) = S
1 s=0 s!
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ist, Cy = max (1, r). Wenn wir wieder

F. =

s

(Lt gl _o12.)
S.

setzen, dann ist die endliche Folge Fo, Fy, ..., Fjog1- 1y Wachsend und durch eine
einfache Abschitzung bekommt man (siche (10))

ty(l)] + 1 (1 + log [)'est v
! [log I — ty()]!

Mit Hilfe der Stirlingschen Formel bekommt man fiir I 2 I, = (I, = L,(1))

. log I — ty(l) + 1 1+ logl logl = ty/(1)
[M;(L, 1) = ¢ Jlog = tu(l) — 1) <logl Z ) = 1) -exp {—ty()},

wo C; = Ci(1/{/(2n) + 1) ist. Offenbar ist
logl — ty(l) + 1

Jllog T = 1y(h — 1)

1+ log!
im——— =
mologl — ty(l) — 1

o < c; Log =

= 0({/(log 1)

und

>

daher existiert I3 = I, so, dass fiir [ > I,

’ 1+ log! log! —t(h—1 N
ML O] = €2 Vllog ) (m) ~exp {~t (1)}

ist, wo C, = C; + 1. Setzen wir der Kiirze halber

n(l) =logl —ty(l) =1, {I)=1+1logl,

(i) = e = o ()

(1) = (1) — n(l) = t¥(I) + 2 und ersichtlich 0 < (I)/n(I) < 1 fiir alle hinreichend
grossen l(l 2 I, 2 I3). Fiir [ 2 I, bekommt man mit Hilfe der Taylorschen Formel

X
(1+9x32 2

GO (0120

= exp {T(I) - 1’—2--@} = C, exp {t w(l) — 1’—2@}, C, = exp {2}.

8 n(l) 8 n(l)

dann ist

log(1 + x) =x — x—%x2,0<9<1,x=z(—l)<1,

IIA
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Wenn wir C, = C, . C; setzen, dann haben wir fiir [ = I

(11) [M(i, 1)] = €, J/(log 1) exp{— g—z((g}
Setzen wir fiir [ = I5 = max (I, exp {3})
Y(l) = J(log I log log ) (1) .

Dann ist nach der Voraussetzung (j) 11m sup ¥1(l) = +o0. Aus den Definitionen
von 7 und # folgt

1 22(l) i, )
- = < — = t*loglog I yi(l).
3 ’7(1) 3 g log l//1()
Aus (11) folgt auf Grund der letzten Ungleichheit
(12) [M(L, 1)} £ Cq+J(log 1) exp {—31* yi(I) loglog I} =

= Co J(log 1) log ) 55470 = C.(log /2~ /570
Aus (j) folgt die Existenz einer unendlichen Menge
={li<lh<..<lj<..}

von natiirlichen Zahlen mit lim y(l})/\/(log I} log log I}) = +c0 und so existiert zu
k= o0

jedem & > 0 ein solches Ig = I5, dass wegen (12) die Bezichung |[M,(I, t)| < ¢/2
fir I = I,, l € Lgilt.

Wir schitzen |M;(l, 1)| ab. Infolge der Voraussetzung y(n) = o(log n) existiert

Is =2 lgso, dass fiir [ 2 [glogl + ty(l) <l —r+1 1st Wir kénnen wieder leicht
einsehen, dass fiir I > I die Ungleichheit

" Ci 1 + log Iy
M1, 9| < 3 (1+logly
l logl+t|jl(l)<s<l r1 s!

mit C; = max (1, r) gilt. Auf Grund der Voraussetzung (j) existiert I; = I§ so, dass
firl=1,1leL

(13) RS

gilt. Wenn F, (s = 0, 1, 2, ...) die vorige Bedeutung hat, dann bekommen wir durch
eine triviale Abschitzung fiir [ > I, le L

o0

Mol 3R
s=[logl+ty(l)]
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Setzen wir s, = [log I + ty(I)], dann ist fiir I > I,, le L

[M(1, )| < C‘F( F5“~1+...+f‘°—“‘+...>,
F F

s0 S0
dabei
Fypri (1 + log I)*
F, '

So

S5
Beiie L, | = I, gilt infolge von (13) die Ungleichheit (1 + log [)/sy < 1 und so

F log I + ty(I)
Yoyl —-2

Wegen der Bezichung y/(n) = o(log n) und (13) bekommen wir (fiir = 15, le L)

o) s

LF, logl.

(14) ]M;’ R
Mit Hilfe der Stirlingschen Formel bekommt man fiir [ = Ig = I3, le L

(1 Lexp {t y()} 1+ logl togl+ ty(I)— 1
o = <\/(2n) + 1) \/(]ogl + t[//(l) — ]) (Iogl + tl//(l) _ 1) .

Aus (13) und (14) folgt dann fiir [ > Ig,le L
logi+ ty(l)— 1
(19) MG 0] 5 € ylog Dexp {1v(D) (1 z?W)

mit Cg = 2C;(1/\/(2n) + 1).

Setzen wir 17,(l) = 1 4 log I, {;(I) = log ! + ty(I) — 1, dann ist auf Grund der
Wahl von I und [, (siehe (13)) {,(1) > ny(I) fiir I = Ig, I € L. Setzen wir noch 7,(l) =
= ¢y(1) — ny(I). Dann ist fiir [ = I, le L

G0) =(-sa) =erfuome (- 2)

Jetzt 7,(l) = t (1) — 2 und 74(I) < {4(1), daher ist auf Grund der Taylorschen Reihe
fiir log (1 + x), x = ,(1)/¢4(1)

(o) =l =aiig) - o] 3

Cy = exp {2} .

Wenn wir Cyo = Cg . Cy setzen, bekommen wir fiir | = Ig, I € Laus (15)
1 72(1)
MLt £ C log l) exp  — = 20
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Wegen der Voraussetzung (]) existiert ein solches Iy = g, dass fiir [ = lo, l€ L
die Ungleichheiten

() > $ty(l), (4(l) < 2logl
gelten. Dann ist (fiir / > Iy, [ € L)

@>21}zz(—l) v—t—2—>0.

Q) log!’ 16
Daraus folgt
AU AU
exp{ 5 Cl(l)} < exp{ v log l} .

Wegen der Voraussetzung (j) existiert jetzt ein solches Iy = lo, dass fiir I = I,
le L die Ungleichheit y*(I) > (1/v) log I log log I gilt. Daraus folgt (fiir I > I, l € L)

exp p— }_@ < _1_ .

20())  logl

So bekommen wir (I = Iy, [ € L):

o

V/(log 1)
Wenn jetzt ¢ > 0 ist, dann existiert auf Grund des vorhergehenden ein I;; = I, so,
dass fiir I = Iy, le L die Ungleichheit [M;(I, )| < ¢/2 gilt. Also ist |M,(], 1) <
< ML, 1) + |M(1, 1) £ efiic | = Iy, L€ L. Daraus folgt, dass bei jedem natiirli-

IM:‘I(L t)i é ClO

chen n die Ungleichheit | ) M,(1, 1)| < & gilt.
l=n

0
Setzen wit D/(n,t) = N\ M,(I, t). Dann ist die Folge {D,(n, )};>, eine nicht-
l=n

abnehmende Folge von messbaren Mengen und so, wenn wir D,(f) = lim D,(n, t)
setzen, bekommen wir |D,(1)| < . o

Esseit; >t, >...>1t,>..,t,— 0. Offensichtlich
D/(ty) = D(t;) = ... = DJ(t,) = ...

und daher, wenn wir D, = lim D,(t,) setzen, bekommen wir auf Grund des vor-
hergehenden e

|D,| = lim [D,(t,)| S .
Daraus folgt leicht die Beziehung |D,| = 0.
Setzen wir noch C} =<0,1)— D, (r=0,1,2,...), dann ist [C}| =1 (r =
=0,1,2,...) und so [C*| = 1, C* = ) C}'. C* ist aber diec Menge aller derjenigen
r=0

x € €0, 1), fiir welche (9) gilt. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
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Bei der speziellen Wahl y/(n) = log” n, 0 < « < 1 der Funktion i) bekommt man
aus den Sdtzen 1,1 und 1,2 folgendes Ergebnis:

Satz 1,3. Wenn 0 < o < % ist, dann gilt fiir fast alle x €0, 1)

lim sup ]—N,,(r, x) 1051]

=40 (r=2012...).
n= oo log* n ( )

Wenn 4 < o < 1 ist, dann gilt fiir alle x € <0, 1)

hmmf‘ A(rx) = logn] _ =0 (r=012..).
n—om IOg n

2. EINIGE ANWENDUNGEN DES HAUSDORFFSCHEN MASSES
IN DER THEORIE DER CANTORSCHEN REIHEN

Mit Hilfe des Satzes von EGGLESTON (siehe [7]) beweisen wir den folgenden Satz,
welcher eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses der Arbeit [7] ist.

Satz 2,1. Es habe {q,};, die Eigenschaft V() fiir jedes ¢ > 0. Es sei
M, ={CP,cP,..,c¥} (k=1,2,3..)
eine nicht leere Menge von ganzen Zahlen,
0sCP<q (i=12...p), 12p=4q.

Bezeichnen wir mit Q = Q(M{, M,, ...) die Menge aller derjenigen

Z 8"(") €40, 1),
k= - Qi
Siir welche g(x) e M, (k =1, 2, ) ist. Dann gilt

dim Q(My, M, ...) = lim inf W(n),

wo
IngH Pr kz log py
W(n) — =n — =n
log [ 4 kZ log g,
ist. B }

Bemerkung 2,1. Wenn wir g, =g > 1 (k = 1,2, ) setzen und wenn wir

M, =1{0,1,....9 — 1} ={C,Cy, .., C} (k=1,2,..)
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wihlen, wo 0 < C; < g (i =1,2,..., s) C; ganz, 1 £ s < g ist, bekommen wir aus
dem Satz 2,1 das bekannte Ergebms (siche [8] [9]). nach dem

dim HY ¢ = log (__g — )
logg
ist; H(cq‘)c bedeutet die Menge aller x € €0, 1) in deren g-adischen Entwicklungen
keine der Ziffern Cy, ..., C; vorkommt.

Beweisdes Satzes. Es seien die Voraussetzungen des Satzes erfiilit. Wir beweisen
zunédchst die Richtigkeit der Ungleichheit

(1 dim Q < lim inf W(n).

n—o0

Offensichtlich kdnnen wir schon lim inf W(n) < 1 voraussetzen. Wihlen wir ein o
n—* o
mit lim inf W(n) < o < 1. Dann existiert ¢ > 0 derart, dass & — ¢ > lim inf W(n).
n—-ro n— o

Daraus folgt, dass fiir unendlich viele n (fir n = n, [ =1,2,..., ny <n, <... <
<n <..)

np ny np
(2) log [ pe — alog[]ax < —elog[] ax

k=1 k=1 k=1
ist. Bezeichnen wir mit I, das System aller derjenigen Intervalle i%’ n-ter Ordnung.
welche zu solchen Folgen &, ¢, ..., &, gehoren, dass ;e M; (i =1,2,...,n ist),
Die Anzahl aller dieser Intervalle ist py . p, ... p,. Offenbar Q = (N I,. Ersetzen wir

n=1

jedes Intervall iel, durch sein Inneres, so bekommen wir ein neues System I,

anstatt I, und wir setzen Q' = nI' Dann ist offenbar Q' = Q und Q — Q’ ist eine

abzihlbare Menge, daher ist dim Q = dim Q' (siche [5]).

Es sei n > 0, dann existiert [, so, dass fiir jedes I > I, 1/qy . q5 ... q,, <7 ist.
Dann bekommt man auf Grund der Beziehung (2) und der Definition von p{?{Q’}

(a){Q} < " P1-P2---Pny _
(91-92--- 9u.)

= exp {logkfjlpk - ozlogkfjlq,,} <exp{—¢ logijlqk} ,
bei I - + oo bekommt man daraus
3) KO0} = 0.
(3) gilt fiir jedes n > 0, daher ist p{Q’} = 0 und so
dim @ = dim Q' < lim inf W(n).

n—o
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Wir zeigen ferner, dass
©) dim Q > lim inf W(n)

n—w

gilt. Wir kénnen schon lim inf W(n) > 0 voraussetzen. Ersetzen wir jedes Intervall
n— o0

iel, durch seine abgeschlossene Hiille, so bekommen wir ein neues System I,

anstatt I,. Setzen wir Q"= (I. Dann ist Q = Q" und Q" — Q ist abzihlbar,
n=1
daher ist dim @ = dim Q".

Q" erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Eggleston und bei den im Satz von
Eggleston benutzten Bezeichnungen (siche 7) ist g,=py.py...p, und 4, =
= 1/q1 . g3 ... g, Weiter ethilt jedes Intervall i € I}, p,, Intervalle des Systems I, , ,.
Wihlen wir « so, dass 0 < o < lim inf W(n) ist. Dann existiert ¢ > 0 so, dass

« + ¢ < lim inf W(n) ist. Daraus folgt, dass fiir alle hinreichend grossen n (fiir
n>ng) "%

alog [Tqr —log ] pe < —¢ log ] ax
k=1 k=1 k=1

ist. Auf Grund der Voraussetzung des Satzes folgt daraus

©
y 2
n=1

e

_2+ Z 2+ 5 941592 --- )" _

n=ni+1 n=1 n=ntl Py.Psr... D,

g,.l“

=z+ Y q,,exp{ozlog]—[qk logﬂpk}<z+ Z *i—s'<+°°'
n=1 n=nm+1 n=1 n= "I'H(ql'ql"'qn)

Nach dem Satz von Eggleston ist
dim @ = dim Q" = lim inf W(n).

Aus (1) und (4) bekommt man die Behauptung des Satzes.

Beispiel 2,1. Setzen wir ¢, = g =23 (k=1,2,3,...) und M, (k =1,2,3,..))
sei die Menge aller Primzahlen p < g — 1. Dann ist p, = n(g — 1), 7 ist die Prim-
zahlfunktion und Q = Q(My, M,,...) ist die Menge aller x €0, 1), deren alle
Ziffern Primzahlen sind. Auf Grund des Satzes 2,1 bekommt man dim Q =
= log n(g — 1)/log g und so ist dim Q > 0 fiir g > 3.

Satz 2,2. Es seien ausser den Voraussetzungen des Satzes 2,1 noch diese Voraus-
setzungen erfiillt:

a) Es existiert eine Menge A = {k; < k, < ...} derart, dass 5,(A) > 0 und
lim g, = + oo ist.

n- oo

b) Es ist liminf p,/ds > 0. Dann ist dim Q(My, M,, ...) = 1.

n— o
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Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt. Nach b) kdnnen wir eine
Zahl 5, 0 < n < 1 derart wihlen, dass p, = nq, (k = 1,2, 3, ...) ist. Auf Grund der

Definition von W(n) bekommt man daraus W(n) = 1 — T(n),

_nlog(1/n)
T(n) = ——Z og 4,

k=n

Es sei K > 1. Aus a) folgt die Existenz einer Zahl n, so, dass fiir n > ng g4, > K
ist. Bs sei n > kj, 4. Dann ist

Y log g, = (A(n) — no) log K
k=n

und so
T(n) < _ nlog(tfm)
(A(n) — no) log K

daraus

lim sup T(n) < log (1fn)_ .
n-o 51(1‘1) IOgK

Da die letzte Ungleichheit fiir jedes K > 1 gilt, bekommen wir lim T(n) = 0 und so
dim Q(M, M, ...) = 1. noon

Bemerkung 2,2. Es sei bemerkt, dass, wenn die Voraussetzung 5,(4) > 0 nicht
erfillt ist, auch bei der Erfiillung aller iibrigen Voraussetzungen des Satzes 2,2
dim Q(My, M,, ...) von 1 verschieden sein kann. Setzen wir z. B. g, = 2 fiir n & 2*
(k=1,2,3,..) und g =2* (k =1,2,3,...). Die so definierte Folge {q,};",
hat die Eigenschaft V(e) fiir jedes ¢ > 0. Weiter setzen wir M, = {0} fir n + 2*
(k=1,2,..) und My = {1,2,...,257'} (k = 1,2,...). Dann ist lim (p,/q,) = 1,

n-» oo

A={2,2%..25..}, 6,(4) = 0 und mit Hilfe des Satzes 2,1 kann man leicht
einsehen, dass dim Q(M, M,, ...) = O ist.

Satz 2,3. Es seien ausser den Voraussetzungen des Satzes 2,1 noch diese Voraus-
setzungen erfiillt:

a) klim g4 = + 0,

b) fiir jedes ¢ > 0 ist p, = o(q;) (k - o).
Dann gilt dim Q(M, M,, ...) = 0.

Beweis. Es seien die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Es sei ¢ > 0. Aus b)
folgt, dass fiir alle hinreichend grossen k (fiir k > ko) log p, < elog g gilt. So

42



bekommt man

n

ko
Ylogg, & Y logg
w(n) < =1 4 Aol (n > ko).
Y log g, Y log g,
k=1

k=1

Dag, > 1(k = 1,2, ...), existiert ein n; > ko, so dass fiir n > n, der erste Summand
rechts kleiner als ¢ ist. Weil der zweite Summand trivial kleiner als ¢ ist, bekommen
wir W(n) < 2¢ fiir n > ny, also

lim inf W(n) = 0, dim Q(M, M,,...) = 0.

n—oo
Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Aus den Ergebnissen der Arbeit [2] folgt, dass, wenn fiir jede ganze Zahl r = 0
lim s,(r) = +oo ist, fiir fast alle x € €0, 1) gilt: die Folge {&,(x)}%, von Ziffern der

Zahl x enthilt jede ganze nicht-negative Zahl. Wenn also R eine nicht leere Menge
von ganzen nicht-negativen Zahlen ist und wenn M(R) die Menge aller x € <0, 1)
mit g(x)¢ R (k = 1,2,...) bedeutet, dann ist unter den erwihnten Voraussetzun-
gen IM(R)| = 0. Es ist also zweckmissig die Grosse der Hausdorffschen Dimension
der Menge M(R) zu studieren. In der Arbeit [7] befinden sich einige Abschétzungen
fiir dim M(R) im Falle g, = k + 1 (k = 1,2, ...). Unter anderem ist dort bewiesen
(siche Satz 4 aus [7]), dass, wenn ein 7, 0 < n < | so existiert, dass R(n)/n < n
(n=1,2,3,...) ist, dann gilt

dim M(R) = 1 — 6,(R) + 3,(R).

J. MARIK bemerkte in einer (nicht publizierten) Bemerkung, dass das erwéhnte Ergeb-
nis verbessert werden kann und bei erwihnten Voraussetzungen sogar dim M(R) = 1
gilt. Der folgende Satz verschirft diese Ergebnisse.

Satz 2,4. Es habe {q};-, die Eigenschaft V() fiir jedes ¢ > 0. Es sei R =
= {ry < r, < ...} eine nicht leere Menge von ganzen nicht-negativen Zahlen. Es
habe M(R) die vorige Bedeutung. Es existiere eine Menge A = {k; <k, < ...}
mit §;(A) > Ound lim g, = + oo. Es existierte ferner ein n,0 < n < 1 derart, dass

n—oo

Rad <y = 1,2,3,.)
qx

ist. Dann gilt dim M(R) = 1.

Beweis. Es seien die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Bei der im Satz 2,2
benutzten Bezeichnung is M(R) = Q(M, M,, ...), wo

M =1{0,1,..,q0 — 1} = {ri,r, o rp-n (k=1,2,..).
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Also p, = g, — R(q)), woraus p/q, = 1 — R(q,)/q, = 1 — n > 0. Auf Grund des
Satzes 2,2 ist also dim M(R) = 1.

In der Arbeit [10] ist die folgende Eigenschaft der Cantorschen Reihen bewiesen:
Wenn lim sup g, = + oo ist, dann gilt fiir fast alle x e <0, 1) die Bezichung

L o

(siehe 11). Wenn also S(z), 0 < z < 1, die Menge aller derjenigen x e <0, 1) bezeich-
net, fiir welche z ¢ {¢,(x)/q,}, 1st dann ist |S(z)] = 0. Aus dem folgenden Satz
bekommt man die Grosse der Hausdorffschen Dimension der Menge S(z).

Satz 2,5. Es habe {q,};, die Eigenschaft V(e) fiir jedes ¢ > 0. Es existiere eine
Menge
A={ky<k,<..<k,<..}

mit 6,(4) > 0 und lim q, = +o0. Es sei z€{0,1) und 0 <n < 4. Bezeichnen

n— oo

wir mit S*(z, n) die Menge aller x € 0, 1), fiir welche

fL(_’Q¢(Z_n,z+n) (k=1,23,..)

k

ist. Dann gilt dim S*(z,n) = 1.

Folgerung. Unter den Voraussetzungen des Satzes 2,5 ist dim S(z) =

Beweis des Satzes. Fiir k = 1, 2, 3, ... sei M, die Menge aller ganzen r, fiir die
0 < r < g, und gleichzeitig r ¢ ((z — 1) 41 (z + 1) ;) ist. Bei der im Satz 2,2
benutzen Bezeichnung haben wir dann S*(z,n) = Q(M, M5, ...) und p, = ¢, —
— (2ng, + 1), so dass

Pes g _op-Lsg_onso

_ 9k L
und lim inf p,[q, > 0 ist. Nach dem Satz 2,2 ist dim Q(M,, M,,...) = 1.

In dke_r.iz\rbext [11] haben P. Erdos und A. Rényi bewiesen, dass im Falle i /g, <
< + oo fiir fast alle x € 0, 1) die Beziehung =1
(%) :im alx) = +o

gilt. Bezeichnen wir mit C(q 1 42, ---) die Menge aller x e <0, 1), fiir welche (5) nicht
gilt. Dann ist (im Falle Z l/q,c < +0)

|C(a15 92, --.)| = .
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Der folgende Satz spricht iiber die Hausdorffsche Dimension der Menge C(ql, q,, )
Es sei bemerkt, dass im Falle Y 1/q, = + oo auf Grund der Arbeit [2] fiir fast
k=1

alle x € <0, 1) die folgende Behauptung gilt: {&,(x)};%; enthilt unendlich viele 0.
Also ist in diesem Fall |C(qy, g5, ...)| = 1 und so ist das folgende Ergebnis nur im

9]

Falle ) 1/q, < + oo nicht trivial.
K=1

Satz 2,6. Es habe {q,};-, die Eigenschaft V(e) fiir jedes ¢ > 0. Dann ist
dim C(qy, q5, ...) = 1.

0
Beweis. Es sei ¢ > 0. Aus der Konvergenz der Reihe Y. q,/(q; . q5 ... q,)° folgt

n=1
die Existenz eines ny = ny(e), so dass fiic n > ng 4,/(qy ... g,)° < 1ist. Daraus ergibt
sich

loggq, _ logg, _
log [[ge > log g
k=n k=n

Wihlen wir eine solche Folge
l<ki<k,<..<k <..
von natiirlichen Zahlen, dass
(6) k> n(1)2) (r=1,2,..)

ist. Setzen wir M, = {0} (r =1,2,3,...) und M, = {0, 1, ..., q, — 1} fiir n + k,
(=1,2,3,...). Dann ist
O(M,, Ms,...) = C(q4, 95, .-.)

und so geniigt es zu beweisen, dass dim Q(M,, M,, ...) = 1 ist.

Bei der im Satz 2,1 benutzten Bezeichnung bekommt man p, = g, fir n + k,
(r=1,2,..)und p, = 1(r = 1,2,...). Weiter ist auf Grund des Satzes 2,1

Z log g4,
dim Q(My, M,, ...) = liminf (1 — D(n)), D(n) = “=—
n— o k; IOg qy

Es geniigt also zu beweisen, dass lim D(n) = 0 ist.
Es sei n > 0. Wihlen wir eine natiirliche Zahl t mit 1/2'"' < 5/2. Wihlen wir
weiter ny > k., so, dass fiir n > n,

1
() 79%<% (i=1,2,..,t = 1)
Ileog a
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gilt. Es sei jetzt n = n, und es seien k; < k, < ... < k4 alle k; mit k; < n. Dann
ist

lo
Diry= 0Bk TRk, Topar g BB

Y log g, Ylogq, Y logg, Y log g,
=1 =1 1=1 =1
1 ) 1 1 lo e

< 'f)g 9, N (:g 9, _, n kf’g qk, I kt+gs‘1ks )
Y log g, Ylogg, Y logg, > log g,
I=1 =1 =1 =1

Daraus bekommt man auf Grund von (6) und (7)
D n 1 1 n

(n)<§+5;+2t+1 +...+2t+s<5+2t—1 <r”

also lim D(n) = 0. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

n— o
Im Zusammenhang mit dem Satz 2,1 erwdhnen wir noch eine Frage. Es sei 4 eine
nicht-leere Menge von natiirlichen Zahlen. Es sei {¢,}, k € 4, eine Folge von ganzen
Zahlen, 0 < g < q,(k € A). Bezeichnen wir mit Z(4; {}, k € A) die Menge aller
dejenigen x € <0, 1), fiir welche ¢,(x) = &, (k € A) ist. Wir bestimmen unter einigen
Voraussetzungen die Hausdorffsche Dimension der Menge Z(4; {&,}, k € A).

Satz 2,7. Es habe {q,};"-, die Eigenschaft V(e) fiir jedes ¢ > 0. Es bedeute N die
Menge aller natiirlichen Zahlen, es habe Z(A; {ek}, k eA) die vorige Bedeutung.
Dann ist

log ] a
dim Z(4; {&}, k € A) = lim inf —kSmkeN=4
now  log[] g,
k<n
Bemerkung 2,3. Nach dem Satz 2,7 hingt dim Z(A4; {¢,}, k € A) nicht von der
Wabhl der Zahlen ¢,, k € A, sondern nur von der Menge A ab.

Beweis des Satzes. Es geniigt im Satz 2,1 M, = {¢,} fir ne4 und M, =
={0,1,..., g, — 1} fiic n ¢ A zu setzen. Dann ist p, = g, fir n ¢ A und p, = 1 fiir
n € A. Die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus dem Satz 2,1.

Wenn wir uns nur auf die Fakultitreihen beschranken, bekommen wir eine ein-
fache Beziehung zwischen der Hausdorffschen Dimension von Z(4; {¢,}, k € A) und
der oberen asymptotischen Dichte von 4.

Satz 2,8. Es sei g, = k + 1 (k =1,2,3,...), es habe Z = Z(4; {&,}, k € A) die
vorige Bedeutung. Dann gilt dimZ = 1 — §,(4).

46



Beweis. Wir setzen 6 = 52(A). Essei 6 > 0,0 < ¢ < 4. Dann gilt auf Grund der
Definition der Zahl ¢ fiir unendlich viele n die Beziehung

) A

_n) >0 —¢.
Aus dem Satz 2,7 bekommt man dim Z = lim inf W(n), wo

n
n— oo

log J[ (k+1)
W(n) — k<nkeN—A
log (n + 1)!

ist. Dann ist

log[(n + 1) n(n — 1)...(n — p(n) + 2)]’

W) = log (n + 1)!
wo p(n) = z 1 ist. Benutzen wir jetzt die Stirlingsche Formel, so bekommen
i k< keN -4
W(n) < nlogn — (n— p(nl)1 ;;gl,zlliggzn; p(n) + 1) + O(n)'
Auf Grund von (8) gilt

n(l — & + g)logn + O(n)
nlogn + O(n)

W(n) <

fiir unendlich viele n, also ist lim inf W(n) < 1 — & + . Auf Grund der Beliebigkeit

n=*o0

von ¢, 0 < ¢ < 8, bekommt man

) liminf W(n) <1 — 6.

n-— oo

Es geniigt also noch zu beweisen, dass
(10) liminf W(n) 2 1 -6
gilt.

Wir kénnen schon & < 1 voraussetzen. Essei 0 < ¢ < 1 — . Dann gilt auf Grund
der Definition der Zahl § fiir alle nihreichend grossen n (fiir n > ny)

(11) A(n)

n

<d+e.

Durch eine einfache Abschidtzung bekommt man

log(2.3...(p(n) + 1))
log (n + 1)! )

W(n) =
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Wenn n > ng ist, dann ist auf Grund der Definition der Zahl p(n) und auf Grund
von (11) p(n) = n — A(n) > n(1 — 8 — ¢) und so nach der Stirlingschen Formel

n(l — & — e)logn + O(n)

() nlogn + O(n)

v

also lim inf W(n) 2 1 — 8 — &. Weil ¢ eine beliebige Zahl mit 0 < & < 1 — § war,

ist (10) bewiesen. Aus (9), (10) folgt auf Grund des Satzes 2,7 die Behauptung schon
unmittelbar.

Nach einem Ergebnis aus der Zahlentheorie (sieche [12], S. 190) gilt fiir fast alle
A = N (,fast alle in einem natiirlich definierten Sinne) lim A(n)/n = 1. Also gilt
dim Z(4; {g,}, k € A) = } fiir fast alle 4 = N. nme

3. ANALYSE EINIGER ERGEBNISSE DER METRISCHEN THEORIE
DER CANTORSCHEN REIHEN VOM STANDPUNKT DER BAIRESCHEN
KATEGORIEN VON MENGEN

In diesem Teil der Arbeit werden wir vom topologischen Standpunkt die Menge
N = N(q,, q,, ...) aller in bezug auf {q,};>; normalen Zahlen und die Menge H aus
der Arbeit [10] studieren.

Wenn ¢, =g >1 (k=1,2,...) ist, dann ist die Menge N(qy, g, ...) aller
g-adisch normalen Zahlen nach [13] von erster Kategorie in E,. Wir zeigen jetzt,
dass dieses Ergebnis auf eine breite Klasse von Grundfolgen {qk},‘(’"= , erweitert werden
kann.

Satz 3,1. Es sei {q,};> eine Grundfolge, es sei r = 0 eine Ziffer. Es sei
. 1
(1) lims,(r) =) — = +o.
n— o r<qi gy

Dann gilt fiir alle x € 0, 1) bis auf eine Menge von erster Kategorie in 0, 1) die
Beziehung .

(2) 0, max (2,7 + 1)) = {N—;E%}

o0
Folgerung. Wenn Y 1/q, divergiert, dann ist N = N(qy, ¢,. ...) von erster Kategorie
k=1

n

in E; (es geniigt zu erwégen, dass lim 5,(0) = ). 1/q, = + oo ist).
n—w k=1
Bemerkung 3,1. Die Inklusion in (2) ist in solchem Sinn die beste, dass die Zahl
max (2, r 4+ 1) in dieser Inklusion durch keine grossere Zahl ersetzt werden kann.
Wir zeigen das mit Hilfe zwei folgender Beispiele.
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1. Setzen wir ¢, =2 (k =1,2,3, ...), dann gilt im Falle r = 0 oder r = 1

<0, max (2, r + 1)) =<0,2) = {NL(”_);)}I
S" r) n

fiir alle x € €0, 1) bis auf eine Menge von erster Kategorie in 0, 1) (siche [13]).

2. Setzen wir q, = 2 fiir k = 1 und zusammengesetztes k und g, = k + 1, wenn k
eine Primzahl ist. Dann bekommt man durch die bekannten Eigenschaften der
Primzahlfunktion = (siche [6], S. 326, 339) fiir r = 0 oder r = 1 und jedes x € <0, 1):
Nn(ra X) < n ~ n

sdr) 1 3(n — n(n)) + O(loglog n

(r) (n—nn)i+Y o el (n)) (log log n)

-2 (n—> m);

darum ist infolge des Satzes 3,1 fiir alle x € €0, 1) bis auf eine Menge von erster
Kategorie in <0, 1)

{0, max (2, r + 1)) =<0,2) = {]\jl(r,__x)}

s:(r)

Es sei bemerkt, dass bei spezieller Wahl der Folge {q,} -, eine solche ,,Verbesserung
der Inklusion (2) erreicht werden kann, dass in dieser Inklusion die Zahl max (2, r + 1)
durch eine grossere Zahl ersetzt werden kann. Wenn man z. B. g, = g > 2 (k =
=1,2,3,...) setzt, dann gilt fiir alle x € €0, 1) bis auf eine Menge von erster Kate-

gorie in €0, 1)
0,97 = {M} (r=0,1,...,9 — 1)
5:(r)

n

(siehe [13]). '

Zum Bewcis des Satzes benutzen wir einige Hilfssétze.

Lemma 3,1. Es sei {qk},‘:‘;l eine Grundfolge, r = 0 sei eine Ziffer. Es bedeute
A ={m, < m, <..} die Menge aller natiirlichen m, fiir welche r < q,, ist. Es sei

x=) _‘E’ix)_e@,])
k=14143 --. g

und fiir irgendein i > 1 sei &, (X) = r. Dann gilt

Nm.'+1(r’ x) _ Nln,‘(r, x) < 1
smiﬂ(r) Sm,-(r) S,,,Hl'(r)
und wenn

W_)§§<max(2,r+l)
SmdT

i
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ist, so gilt auch

) (1 ¢ ) L Nun®)  Npfr,%)

" max 2 r+1))sp,.(r) - Smiaa(r) Sm (1) .

Beweis. Es seien die Voraussetzungen erfiillt. Dann ist

Noporo3) = Ny () + 1 und 5,,,,(7) = 5 (0) + —— .

Daraus folgt
N %) _ Nu(rix) _ 1 (1 _ Nu(rx) _1_#>.
Smia(7) Sur) Smes(7) Su(r) s
Daraus ist der erste Teil der Behauptung ersichtlich. Es sei jetzt
Sn (1)

Erwigen wir, dass ¢,,,,, = max (2, r + 1) ist. Daraus folgt

1_N,,,i(r,x) 1 > 1 ¢

Sulr)  dmini " max 2,r+1)

SC<max(2,r+1).

und die Richtigkeit von (3) folgt unmittelbar.

Lemma 3,2. Es haben {q,}"-,, r = 0 und
A={m <my<my<..}

dieselbe Bedeutung wie in Lemma 3,1. Es sei (1) erfiillt. Dann gilt

Beweis. Da (1) erfiillt ist, ist 4 eine unendliche Menge. Durch eine triviale Ab-
schitzung bekommt man s,(r) < A(m)[2, also (fiir m = m,) 1/s,(r) = 2/A(m) und
folglich

Beweis des Satzes 3,1. Bezeichnen wir mit X die Menge <0, 1) — T, wo T die
Menge aller Endpunkte aller i (n =1,2,3,..; k=0,1,...,4; .45 ... 4, — 1)
bedeutet. X betrachten wir im weiteren als einen metrischen Raum mit der euklidi-
schen Metrik. Aus der Konstruktion der Cantorschen Reihen folgt, dass X gleich der
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Menge aller x € <0, 1) ist, deren Cantorsche Entwicklungen unendlich viele von Null
verschiedene Glieder haben.

Es sei { € (0, max (2, r + 1)). Bezeichnen wir bei natiirlichem k mit M(, r, k) die
Menge aller x € X, fiir welche ein n = n(x) mit

jN,,(r, x) _ C’ < 1

E 5.(r) |k

existiert. Setzen wir M({, r) = \ M((, r, k). Dann ist M({, r) die Menge aller x € X,
k=1

‘e {N,,(r, x)}'
sf(r) Ju
ist.
Die Menge M((, r, k) ist gleich der Vereinigungsmenge einiger Mengen der Form
it N X, daher ist sie in X offen und so ist die Menge M((, r) eine G;-Menge in X.

Wir zeigen, dass M(C, r) in X dicht ist. Es sei x, € X, 6 > 0. Wahlen wir n, so,
dass 1/q; . g, ... q,, < & ist. Definieren wir die Zahl

fiir welche

i ek(x )

k=141 .4z ... g

folgendermassen: bezeichnen wir mit »’ diejenige aus den Zahlen 0, 1, welche von r
verschieden ist, und wenn beide Zahlen 0, 1 von r verschieden sind, dann setzen wir
¥ = 1.Eshabe 4 = {m; < m, < m; < ...} dieselbe Bedeutung wie in Lemma 3,1.
Wir werden die Folge {¢/(x")};2; durch Induktion konstruieren.

Setzen wir g(x’) = r’ fiir 1 £ s < my, also

N (> )

Sm(T)

Weiter setzen wir e(x’) = ' fiir my < s < my und ¢,,(x") = r. Offensichtlich ist

=0<¢.

Np(r, X))  Npy(r,x') _ Npy(r,x) 1

Smy(T) Sy (1) Sma(T) SmalT) )

‘Wenn 1/s,,,2(r) > ( ist, dann setzen wir i, = 2. Wenn dies nicht gilt, setzen wir
ex’) = r’ fir my <s < m; und ¢,,(x’) = r und konstruieren wir den Quotien-
ten N,,,(r, x')/s,,,(r). Auf Grund von Lemma 3,1 gilt

N,(r,x') N, (r,x") o (1 B ¢ ) U

Sms(T) S, (7) max (2, r + 1) jZZ Sm,(7) ’
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Wenn wir noch Lemma 3,2 in Betracht ziehen, dann sehen wir, dass wir zu solchem
kleinsten i, > 2 kommen, dass &(x') = r' fir m; < s < my, s + my; &(x') = r fiir
s=m;(j=23,...,i,) und

’
N,,,iz(r, x")

Sm, (1)
ist. Dann ist nach Lemma 3,1
NuoX) _ Na(n¥)  Nay (n¥) _

T T T e )

Weiter setzt man e(x’) = r' fiir m;, < s < m;
Zahl >i, bedeutet, dass

A

0

II/\

wo i eine solche kleinste natiirliche

i3»

N, (r x')
s ()

ist. Eine solche Zahl i, existiert auf Grund der Voraussetzung (1). Ersichtlich
N, (r x') =N, (r x') und so ist N, (r X')/$m, (r) < {. Jetzt haben wir eine
Sltuatlon welche der am Anfang der Konstruktlon der Folge {&,(x")} 2 dhnlich ist.
Durch ein dhnliches Verfahren kann man eine solche Zahl i, > i; konstruieren,
dass g(x') = ¢’ fir my, <s <m;, s+ m; und ¢, (x') = r fir iy <j < i, und
N,,,iq(r, x')/smid(r) > { ist. Dann ist

N, (r x) ot
Sm; (r) N Smh(r)‘

So konstruiert man durch Induktion die Folge {¢,(x")};”, und die Folge

0< 27

mg, < m;, <..<m;

21

<.,

welche eine Teilfolge der Folge {m,};~ | ist, so, dass die Beziehung

N 7’
4) 0<lzw_c< 1

(r)

()

"21 '»2!

gilt. Definieren wir jetzt die Zahl

d elx
) -3, 2l

s=14g; . - 4s
folgendermassen: Es sei &/(x;) = g(xo) fiir s < n, und &,(x,) = g(x') fiir s > no.
Aus der Konstruktion von x" und der Definition von x, folgt, dass die Cantorsche

52



Reihe (5) der Zahl x; unendlich viele von Null verschiedene Glieder enthilt, also
x, € X. Weiter ist offensichtlich

1 - ]8n0+s(x1) - 8no+S(xO)| < 1

= <.
dr-493 --- qnosz’ qno+1 . qno+2 qno+s qdi-92 --- qno

|X1 - x0| =

Fiir jedes n > n, ist |N,(r, x;) — N,(r, x")] £ n,. Daraus folgt auf Grund von (1)
und (4), dass x, zur Menge M({, r) gehort.

Also ist M({, r) eine in X dichte G;-Menge und so ist sie residual in X (siche [ 14]
S. 49). Weil T abzihlbar ist, ist sie residual auch in <0, 1).

Es sei jetzt R, die Menge aller rationalen Zahlen des Intervalles (0, max (2, r + 1)).
Dann ist infolge der Abzéhlbarkeit von R, auf Grund des vorhergehenden die Menge
M, = () M((, r) residual in <0, 1). Das ist aber offenbar die Menge aller x € <0, 1),

eRy
fiir welche (2) gilt. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
Wir zeigen jetzt, dass bei beliebiger Grundfolge {g,};~; die Menge N = N(q;,
q,, -..) zur dritten mutliplikativen Borelschen Klasse gehort.

Satz 3,2. Es sei {q,}-, eine Grundfolge, es sei Z 1/g, = + 0. Dann ist die Menge
N(41, 42 .-.) eine Gy ;-Menge in E,.

Beweis. Es sei P die Menge aller Ziffern, fiir welche (1) gilt. Dann gilt auf Grund
der Definition der Menge N(q;, q,, ...) die Bezichung

[es]

(6) N4, 42, -.) =N 0 U N Ak, r,n),

k=1 reP s=1 n=s

'N,,(r, x) 1
FCEE J

ist. Offensichtlich ist A(k, r, n) gleich der Vereinigungsmenge einiger Intervalle der
Form

Ak, r,n) = {erl;

e £ +1
<£0+~1+...+-——L—, 80+—1—+...+——€"————>,
q1 91 -92---49n q1 91 -92 --- 4

wo n eine feste natiirliche Zahl ist; ¢; (i =0,1,2,..., n) sind ganze Zahlen, 0 <
<¢ <gq;(i=1,2,...,n) und die Anzahl p, der Zahlen r in der (endlichen) Folge
€1, &5, - .., &, erfiillt die Bedingung

1
Pn__ 1 < ! .
5.(r) k
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Wenn einige aus diesen Intervallen gemeinsame Endpunkte haben, dann vereinigen
wir solche Intervalle. So bekommen wir ein System von links abgeschlossenen und
von rechts offenen Intervallen; zwei verschiedene Intervalle haben dabei eine Ent-
fernung =1/q, . g, ... q, Daraus ist ersichtlich, dass A(k, r,n) eine G,-Menge
in E, ist, und aus (6) folgt, dass N(qy, 42, ---) eine G,,;-Menge in Ey ist.

Der folgende Satz erginzt ein Ergebnis der Arbeit [10].

Satz 3,3. Es sei {q,};- eine Grundfalge es sei hm sup qx = +oo. Es bedeute

H(qq, g5, ...) die Menge aller x = zgk(x)/(ql . qz .. ak) €0, 1), fiir welche
K=
0,15 = {e,(x)/q,}, ist. Dann ist H(qy, g, ...) residual in {0, 1).

Bemerkung 3,2. Bei den Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes ist die
Menge H(qy, g5, --.) residual in <0, 1) und von Mass 1 (siehe [10]).

Beweis des Satzes. Es habe X dieselbe Bedeutung wie im Beweis des Satzes 3,1.
Es sei { € (0, 1), k natiirlich. Bezeichnen wir mit H,, die Menge aller x € X, fiir die
eine natiirliche Zahl n = n(x) mit |e,(x)/g, — (| < 1/k existiert. H, ist offenbar
gleich der Vereinigungsmenge emlger Mengen der Form i) A X, daher ist sie offen

in X und so ist die Menge H, = ﬂ H;k eine Gy-Menge in <0, 1). Da |H| = 1 ist

(siehe [10], Satz 2), ist die Menge H ¢ dlCht in X. Dabher ist sie residual in X und also
residual auch in <0, 1).
Es bedeute R die Menge aller rationalen Zahlen des Intervalles (0, 1). Dann ist

offenbar H = () H, und infolge des vorhergehenden und der Abzihlbarkeit von R
teR
ist H eine residuale Menge in <0, 1).

4, UBER DIE MENGE ALLER ZAHLEN MIT BESCHRANKTEN FOLGEN
VON ZIFFERN IN CANTORSCHEN REIHEN

Es sei {q,};~, eine Grundfolge, es sei

1) limsup g, = +o0 .

k— o
Bezeichnen wir mit M, = M(qy, g5, ...) die Menge aller x € <0, 1), fiir welche
die Folge {e,(x)};> beschrinkt ist. In der Arbeit [16] ist ein Satz angefiihrt (siche
[16], Satz 1), nach dem fiir jede Grundfolge, welche die Bedingung (1) erfiillt,
[M_.(4,, g2, ...)] = 0 ist. Im Beweis dieses Satzes kommt eine Ungenauigkeit vor,
wenn man ein Ergebnis aus [2] benutzt. Es gilt nimlich die Beziehung

lim N,(s + 1,x)

n-w > 1q,

k=n,s+1<qr

=1
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fiir fast alle x € <0, 1) nur bei der Erfiillung der Voraussetzung

lims,(s + 1) =1lim Y 1/g,= +o

n—oo n>ow k=n,s+1<gx

2]
und aus Y, 1/q, = + oo folgt diese Voraussetzung nicht.
k=1

Wir geben jetzt cinen kurzen und prizisen Beweis des Satzes 1 aus [16] ohne

Unterscheidung der Fille Y, 1/, = +oo und ). 1/q, < + oo (siehe [16]).
k=1 k=1

Satz 4,1. Es sei {q,}, eine Grundfolge, fiir welche (1) gilt. Dann gilt M ,(q,
\ = O
4z, .--)| = 0.

Beweis. Bezeichnen wir bei natiirlichem s mit M, = M(qy, q,, ...) die Menge
aller x € <0, 1), fiir welche ¢,(x) < s (k = 1,2, 3, ...) gilt. Offensichtlich ist M, =

= U M, und so geniigt es zu beweisen, dass |[M,| =0 (s = 1,2,3,...) ist.

s=1

Es sei s natiirlich und 0 < ¢ < 1. Aus (1) folgt die Existenz einer Zahl n > 1 so,
dass g, > (s + 1)fe ist. Ferner sei I,_, das System aller Intervalle (n — 1)-ter
Ordnung. Ein beliebiges Intervall i), eI,_;,0 < k < q,.q,...q, — 1 besteht aus
genau g, Intervallen n-ter Ordnung. Bezeichnen wir diese Intervalle mit j*©,
jeB L jeanm D Wenn x €j%P, I > s ist, dann ist auf Grund der Konstruktion
der Cantorschen Reihen g,(x) =1>s, also M;nj%P =0 fir I >s und so

M, i = (s + 1)qy . q; ... g, Daraus bekommt man

qi1...qn-1—1
M= Y [M,ni®]<

s+ 1 s+ 1
=4q1-92---Qu-1 = <e.
d1-92---4, qn

Weil ¢ eine beliebige Zahl aus (0, 1) ist, haben wir [M,| = 0 (s = 1,2, 3, ...). Damit
ist der Beweis des Satzes beendet.
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