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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha

DIE HAUSDORFFSCHE DIMENSION VON MENGEN
REELLER ZAHLEN, DIE DURCH ZIFFERNEIGENSCHAFTEN
EINER CANTORENTWICKLUNG CHARAKTERISIERT SIND

HeLmur WEGMANN, Stuttgart

(Eingegangen am 18. April 1967)

1. In zwei Arbeiten ([4] und [5]) hat T. SALAT die Hausdorffsche Dimension von
gewissen Mengen reeller Zahlen berechnet, deren Elemente vorgegebene Ziffern-
eigenschaften beziiglich einer Cantorentwicklung besitzen. Er benutzte dabei im
wesentlichen Methoden von H. G. EGGLESTON und B. VOLKMANN. In der vorliegenden
Arbeit soll gezeigt werden, daB3 unter Verwendung einer Methode von P. BILLINGSLEY
[2] zusammen mit einem Satz des Verfassers [6] einige der Ergebnisse von T. Saldt
verschérft, verallgemeinert und dabei die Beweise vereinfacht werden konnen.

Sei ¢, 45, -.. eine Folge natiirlicher Zahlen mit ¢; > 1 fiir alle i = 1, 2, ... Dann
besitzt jede reelle Zahl x aus dem halboffenen Einheitsintervall E = [0, 1) genau eine
Darstellung der Form

0 oy )

wobei die ,,Ziffern* e,(x) ganze Zahlen mit 0 < e,(x) < g, fiir i = 1,2, ... sind,
und e,(x) unendlich oft von g; — 1 verschieden ist').

Wir wihlen eine feste Folge (g;) mit gewissen Eigenschaften und berechnen unter
anderem die Hausdorff-Dimensionen der Mengen der x € E, fiir die

a) bei einer festen Folge (a;) natiirlicher Zahlen
ex) <a; fir i=1,2,...
gilt,
b) die Folge der Ziffern beschrinkt ist,
¢) bei einer festen Menge R nichtnegativer ganzer Zahlen

e(x)¢R fir i=1,2....
gilt,

1y Vgl. O. Perron [3], S. 113.
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d) bei einer endlichen Menge K von Ziffern jedes Element von K mit vorgegebener
Haufigkeit in der Entwicklung von x auftritt.

2. Wir bezeichnen im folgenden die Menge der natiirlichen Zahlen mit N, die
Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen mit N, und das halboffene Einheitsintervall
[0, 1) mit E.

Es sollen nun die in der Einleitung erwdhnten Sitze von P. Billingsley in der hier
benotigten Form angegeben werden.

Sei B die Algebra der Borelmengen von E, A das Lebesgue-MaB und (e;) ein sto-
chastischer Prozess mit hochstens abzihlbarem Zustandsraum auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (E, 8, 1). Dann wird nach P. Billingsley [1] durch den Prozess (e;)
ein Dimensionsbegriff dim, ) auf E definiert.

Wir bezeichnen fiir n € N und x € E mit I,(x) ?) die Menge der y € E mit
ey) =e(x) fir i=1,..,n,
und setzen iiber den Prozess (e;) voraus, dal
)] lim A(I(x)) = 0 fiiralle xeE
n-o

gilt. Dann erlauben die folgenden Sitze von P. Billingsley die Berechnung der Di-
mension gewisser Teilmengen von E.

Satz 1°). Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (E, B), 0 < 6 < 1 und

M c er:liminflig—MD < 6%,
n—o log A(I"(X))

Dann ist
dim,, M £ 9.

Satz 2. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (E,B), 0 <6 <1 und M eine
Teilmenge von E mit:

(a) Die Menge M besitzt positives duferes u-MafB

(b) fim inf 108 #0(x)) >0 firalle xeM.
n—oo 10g A(I,,(x))
Dann ist
dimg, M 2 5.

2) Diese Menge nennen wir im folgenden den ,,n-Zylinder von x*.

3) Satz 1 und Satz 2 sind Spezialisierungen von Theorem 1 und 2 von P. Billingsley [2].
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Einen Zusammenhang zwischen dem Billingsleyschen und dem Hausdorffschen
Dimensionsbegriff gibt

Satz 3. ([6]). Sei (e;) ein stochastischer Prozess mit hdchstens abzdhlbarem
Zustandsraum auf (E, B, 1), der folgende Voraussetzungen erfiillt:
(a) Der Prozess (e;) befriedigt (2).
(b) Die Zylinder 1,(x) sind Intervalle fiir alle x € E und ne N.

(¢) limw =1 fiiralle xeE.
n=w log AL+ 1(x))

Dann ist fiir jede Teilmenge M von E
dim,, M = dim M,

wobei dim M die Hausdorff-Dimension von M ist.

Die im folgenden angewendete Methode besteht nun darin, bei einer gegebenen
Teilmenge M von E einen Prozess (e;) im Rahmen der Voraussetzungen von Satz 3
und ein WahrscheinlichkeitsmaB p so zu wihlen, daB die Sétze 1 und 2 zur Abschitzung
der Dimension von M geeignet sind.

3. Sei (g;) eine Folge natiirlicher Zahlen mit g; > 1 fiir i = 1,2, ..., und sei der
Prozess (e;) durch die zu (g;) gehorige Cantorentwicklung (1) definiert. Dann ist (e;)
ein unabhingiger Prozess mit Zustandsraum N,. Die zu diesem Prozess gehdrigen
n-Zylinder sind Intervalle, nimlich gerade die Intervalle n-ter Stufe der Cantorent-
wicklung*). AuBerdem gilt fiir alle x € E

lim A(I(x)) = lim (4,9, ... 4,)"* = 0.

n— o

Die Voraussetzung (c) von Satz 3 bedeutet

fim 1084192 - G _ lim (1 _ log g, 44 ) -1,
nsw 108 41g;. .. Gui1  mow log g14s ... qu+1
also

n>0108 419, ... 4y

Diese Voraussetzung iiber die Folge (g;) soll im folgenden durchweg gegeben sein.
Sie ist dquivalent mit der entsprechenden von T. Saldt bendtigten Voraussetzung

@
Z—qi———e<oo firalle ¢>0%).
n=1 (4142 --- 4,)

(4)

4) Vgl. T. Salat [4], S. 20.
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Mit Voraussetzung (3) ist nach Satz 3 somit
dim,yM = dim M fiiralle M cE,

und die Sitze 1 und 2 liefern Abschitzungen fiir die Hausdorff-Dimension von M.

4. Der folgende Satz 4 zeigt besonders deutlich die Wirksamkeit der Billingsley-
schen Methode.
Sei (a;) eine Folge natiirlicher Zahlen und

Mg, ={xeE:e(x) <a, fir i=1,2,...}.

Satz 4. (Saldt [4]): Unter der Voraussetzung (3) gilt

log [] min (a;, q;)
dim M, = liminf—=4

n
e IOnglqi

Beweis von Satz 4: Da die von den Funktionen e;, i = 1,2, ... auf E erzeugte
o-Algebra gleich B ist, geniigt es zur Definition eines Wahrscheinlichkeitsmafles p
auf E die gemeinsamen Verteilungen der Funktionen e; anzugeben.

Die Zufallsvariablen e;, i = 1,2, ... seien unabhingig auf (E, 9B, p), und es gelte
fir ne N,
0, falls n = min(a; q;)
(min (a;, g;))""  sonst.

#(ez=n)={

Dann ist, wie man leicht sieht,

“(M(ﬂl)) =1

und fiir alle x € M,

log [T min (a;, ¢;)
im inf O8I _ e e 7T

o log (I(x))  mow log H g
i=1

Daraus folgt mit Satz 1 und 2 die Behauptung.

Wiihlt man speziell eine konstante Folge (s) mit s € N, so ist M,y = M, die Menge
der x€ E mit e(x) < s fiir alle i = 1,2, ... Sei M,, die Menge der x € E mit be-
schrinkter Ziffernfolge. Dann gilt wegen

M, =UM,.
s=1
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Satz 5.

n
log [ min (s, g;)
dim M, = lim liminf —=* |

n
§=0 n-o loqu,-
i=1

Bemerkung. Dieses Ergebnis ist von T. Saldt [ 5] nicht explizit als Satz formuliert,
doch wird es als einfache Folgerung aus Satz 1 [4] an mehreren Stellen seiner Arbeit
[5] verwendet.

Aus Satz 5 folgt, daBB im allgemeinen die Menge M die Dimension 0 besitzt.
Genauer:

Satz 6. (T. §aleit). Die Dimension von M, ist genau dann gleich 0, wenn

lim sup (/(qlqz i qy) = 0

n—ow

ist.

n
Beweis. Wegen nlog?2 < log [ min (s, ¢;) < nlogs (s = 2) ist
=1 '

log [] min (s, ;)
liminf —&=t

e 108.1__11 qi

i

genau dann gleich 0, wenn

n
lim sup 1 log[Jq; = o0 also limsupl/(q,9;...4,) =
n»>o N i=1 n—oo
ist. Daraus folgt die Behauptung.
Setzen wir voraus, daf3
() limsup /(4192 --- dn) <
n->o

ist, dann gilt

Satz 7. Unter den Voraussetzungen (3) und (5) ist

Z log g,

isn
dimM, =1 — limlimsup &5,
s B Zlog q;
i<n
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Bemerkung. Als einfache Folgerung von Satz 7 ergibt sich eine Verschidrfung
von Satz 7 von T. Saldt [5], denn unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen
dieses Satzes ist

Z, log q;
fim lim sup 25— = fim sup 2" _
s2® n— o z lOg q; n— o IOg a + (5(n)/n)
i log a log a
=limsup{l - ———— ) =1 - : ,
n-m log a + (6(n)[n) log a + lim sup (8(n)/n)

also
loga

dim M = .
log a + lim sup (5(n)/n)

Beweis von Satz 7: Nach Satz 5 ist

1 1
= Y logg;+ = Y logs
nizn

dim M, = lim lim inf _a:<s ai=s
S0 n-w 1
- Zlog q;

Nisn

Sei U, die Menge der natiirlichen Zahlen i mit g; > s und Uy(n) die Anzahlfunktion
von U,. Dann ist wegen®)

Uyn)

lim lim sup —— =0

s n—oo© n

1 Y loggq; + U—S(Qlogs
n

nisn

dim M, = lim lim inf —2=2 n =
§—* 00 n—+om 1 zlog qi
Nizn
Z log q;
4i2s,isn

= 1 — lim lim sup
s 00 n—oo Z 10g q;
ign
Damit ist Satz 7 bewiesen.

5. In diesem Abschnitt soll die Hausdorff-Dimension der Menge der Elemente
x € E berechnet werden, in deren Cantorschen Entwicklung gewisse Ziffern nicht

) Vgl. Folgerung zu Satz 3 [5].
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auftreten. Dieses Problem ist von T. Saldt [4] nur fiir den Fall ¢; = i + 1 fiir i =
=1, 2, ... behandelt worden.®)

Fiir eine Teilmenge R von N, und eine natiirliche Zahl n sei R’(n) die Anzahl der
Elemente von R, die kleiner als n sind. Dies ist nicht die in der Zahlentheorie iibliche
Anzahlfunktion, da die 0 mitgezéhlt aber n nicht mitgezdhlt wird. Die obere asympto-
tische Dichte von R sei mit D*(R) bezeichnet. Weiter sei

M(R) = {xeE:e(x)¢R firalle i=1,2,..}.

Satz 8. Unter der Voraussetzung (3) gilt

2. log(¢; — R(q:)
dim M(R) = lim inf =2 - .

.ZIIOg qi

Dabei soll der Limes inferior gleich 0 gesetzt werden, wenn fiir wenigstens ein
ieN :R'(q;) = q; gilt.

Beweis. Gilt R'(g;) = g, fiir wenigstens ein i, so ist M(R) leer und so die Behaup-
tung trivial. Sei also R'(¢q;) < g; fiir alle i.

Wir konstruieren dhnlich wie beim Beweis von Satz 4 ein auf die Menge M(R)
konzentriertes MaB p durch Angabe der Verteilungen der Funktionene;, i = 1,2, ...
Die Zufallsvariablen e; sollen auf (E, B, p) unabhingig sein, und es sei fiir n e N,

u(e —n)— 0, falls n=gq; oder neR
‘ (9: — R'(g;))"" sonst.

Dann ist u(M(R)) = 1 und fiir alle x € M(R) gilt

. lOg Z (q' — R’(q,))
i ing 08 AI(X) _ R : |
nso log A(I(x))  now et s
=

i

Daraus folgt mit Satz 1 und 2 die Behauptung.

Besitzt die Folge (g;) keinen endlichen Haufungspunkt, so ist im allgemeinen die
Dimension von M(R) gleich 1. Genauer:

6) Herr Prof. T. Salat teilte mir freundlicherweise mit, dass er in einer im Druck befindlickien
Arbeit (T. Salat, Uber die Cantorschen Reihen, Czechosl. Mat. Journ., Sitze 2.1 und 2.4) bereits
die Sédtze 8 und 9 in etwas allgemeinerer Form bewiesen hat.
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Satz 9. Ist lim q; = oo und erfiillt die Folge (q;) die Voraussetzung (3), so ist fiir
i-1

alle Teilmengen R von N, mit D*(R) < 1
dim M(R) = 1.

Bemerkung. Da die Folge (q; = i) alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt, ist
Satz 9 eine Verallgemeinerung des Satzes 2 von T. Salat [4] und eine Verallgemeine-
rung und Verschdrfung von Satz 4 [4]. Im Falle D*(R) < 1 verschirft Satz 9 auch
Satz 3 [4]. Im Falle D*(R) = 1 dagegen zeigt eine einfache Rechnung, daB mit den
Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 3 [4] aus Satz 8

I(R) < dim M(R) < L(R)
folgt.
Beweis von Satz 9: Aus den Voraussetzungen D*(R) < 1 und lim g; = oo folgt

i-»o

die Existenz einer reellen Zahl « < 1 und einer natiirlichen Zahl n, derart, da3
R'(q,) < ag, fiiralle n > n,

gilt. Daraus folgt mit Satz 8
2 log (1 — @) q5)
dim M(R) Z lim inf =" - .
e Y. log q;
i=1

Da wegen lim g; = o

i~

n. (i;log g;)~! = o(1)

ist, folgt

dim M(R) = liminf [1 + (1= "3) log(1 =)\ _y,
e Y. logg;
i=1

Damit ist Satz 9 bewiesen.

6. In diesem Abschnitt soll die Dimension der Menge der reellen Zahlen im
Einheitsintervall abgeschidtzt werden, in deren Cantorentwicklung die Ziffern
ri, T3, ..., I, Mit vorgegebenen Hiufigkeiten &y, &,, ..., &, auftreten. Wir setzen iiber
die Folge (gq;) neben (3) noch voraus, daB sie monoton nicht fallend und divergent ist.

Sei K = {ry, ..., r;;} eine endliche Teilmenge von N,, und seien &, ..., & positive
reelle Zahlen mit

é=€|+...+€k<1.
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Die Anzahl der natiirlichen Zahlen i < n mit e,(x) = r ; bzw. e,(x) € K bezeichnen
wir mit N,(x, r;) bzw. N,(x, K). Sei

M(K,¢) = {er : lim suplN,,(x, K) = 5}
n

n—>w

und

n—ow N

M(rly-“’ Fies 51’“-, ék) = {XEE :lim lN,,(x, ri) = fi, i= 1,..., k}.

SchlieBlich sei

Zglog q; Y, logg;

I(§) =liminf 222 und L(¢) = lim sup 2=&n<isn

© o) log g, © — Y. log q;
isn =n

Man sieht leicht, daB die Funktionen !(¢) und L(¢) monoton nicht fallend und fiir
alle £ mit 0 < £ < 1 stetig sind.

Satz 10. Sei (q;) eine monoton nicht fallende, divergente Folge, die (3) erfiillt.
Dann ist

(1 - &) =dim M(ry, ..., 7 &y o0 &) < dim M(K, &) < L(1 — §).

Bemerkungen: 1. Im Falle g; = i fiir alle i ist

z log q;

lim = =1,
n>o nlogn

und daher /(&) = L(£) = ¢ fiir alle & Die Sitze 5 und 6 von T. Saldt [4] sind daher
Spezialfille von Satz 10.

2. Durch eine einfache Modifikation des Beweises kann man zeigen, daB3 der Satz
auch richtig bleibt, wenn man nur
0¢ <1 fir i=1,..,k und 0Z¢é<1
voraussetzt.
3. Ist I(1 — &) = L(1 — &), so folgt aus Satz 10

k
dim M(ry, ..., 15 &y, .00y &) = l(l - -Zléi) ;

die Dimension hingt also nur von der Summe der Héufigkeiten &; nicht aber von den

Haufigkeiten selbst ab. Es ist zu vermuten, daB dies auch im allgemeinen Fall richtig
ist.
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n
4. Erwihnenswert ist, daB auch im Falle } (g;)™! < oo die Menge M(ry, ..., s
i=1
iy onns fk) positive Dimension besitzen kann.

Beweis von Satz 10: Es geniigt zu zeigen, dal

(6) dim M(K, &) < L(1 — &)

und

(7 dim M(ry, ..., 15 &, .0 &) 2 (1 = €)
ist.

Dazu konstruieren wir ein WahrscheinlichkeitsmaB p auf (E, 8) durch Angabe der
Verteilungen der e;, i = 1, 2, ... unter der Voraussetzung, dal sie unabhingig sind.
Sei die natiirliche Zahl m so groB, daf

g; > max {ry,...,r} firalle i>m
ist, und sei

ule; = n) = Ae; =n) firalle i <m und neN,

sowie fiir i > m und n € N,

¢, falls n=r;, j=1,...,k,
ule; = n) = l_i, falls n<gq; und n¢kK,

q; —

0, sonst .

Nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen ist

(8) p(M(ry,org & &) =1
AuBerdem gilt fiir n > m

k

- n(%,ri) = Nom(x,ri q: — k
©) (10N =TTz [ geromerd, T S22,
=m i= mi:";fn -

wobei A, die Menge {i € N : e(x) ¢ K} ist.
Daraus folgt, wenn wir [ ¢; mit C bezeichnen,

iSm

Wr)™ = ct =97 Ma=ct =97 11 _a-

Ist ¢ < &und xe M(K, é), so gibt es unendlich viele n € N mit

N, (x,K) > &n.
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Also ist fiir alle x € M(K, £)

)y log g;
fim inf &I o i M isn

< < L(1 - &),
n~w log A(I,(x)) oo ; log g; %)

Mit Satz 1 folgt daher wegen der Stetigkeit von L(1 — &) an der Stelle ¢ die Be-
hauptung (6).
Es ist noch (7) zu zeigen. Sei x € M(ry, ..., 145 &4, ..., &) und

& =min {&, ..., &} .

Dann folgt aus (9)
WrEN ™ 2z &0 [T (@ -k z&*® T (6= k).
m<isn m<iz2n—Nn(x,K)
i€A :
Da
lim N2 K)
n— o n

ist, folgt, wenn man die Stetigkeit von I(£) und n( Y log ¢;)™* = o(1) ausnutzt,

log(gq; — k
tim inf 18 HLCD) - iy inf"‘“é‘l;*"“”" =

o log (I,(x)) ~  now 2. log q;

i<n

=1 - ¢).

Daraus folgt zusammen mit (8) und Satz 2 die Behauptung (7), und Satz 10 ist
bewiesen.
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