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Mit Voraussetzung (3) ist nach Satz 3 somit 

dim(ei) M = dim M für alle M £ E 9 

und die Sätze 1 und 2 liefern Abschätzungen für die Hausdorff-Dimension von M. 

4. Der folgende Satz 4 zeigt besonders deutlich die Wirksamkeit der Billingsley-
schen Methode. 

Sei (at) eine Folge natürlicher Zahlen und 

M(a.) = {x e E : ef(x) < af für i = 1, 2,...} . 

Satz 4. (Salat [4]): Unter der Voraussetzung (3) gilt 
n 

log JJ min (ai9qt) 
dim M(ai) = lim inf — . 

logflgi 
i = l 

Beweis von Satz 4: Da die von den Funktionen ef, i = 1, 2, . . . auf K erzeugte 
ö--Algebra gleich 33 ist, genügt es zur Definition eines Wahrscheinlichkeitsmaßes fi 
auf E die gemeinsamen Verteilungen der Funktionen et anzugeben. 

Die Zufallsvariablen ei9 i = 1, 2, ... seien unabhängig auf (E, 33, jx), und es gelte 
für n e N0 

џ(e. = n ) = í ° ' fallS " = mІП "̂ Ҙí^ 
Цmin (a;, a,))~* sonst. 

Dann ist, wie man leicht sieht, 

und fur aile x e M( f l i ) 

, iminf!2üiaw) = l i m i n f
l 0 8 a m i n ( " ^ . 

n-+oo log A(In(x)) n-*oo i A 

i = l 

Daraus folgt mit Satz 1 und 2 die Behauptung. 

Wählt man speziell eine konstante Folge (s) mit s e N, so ist M(s) = Ms die Menge 
der x e E mit et{x) < s für alle i = 1, 2, ... Sei M^ die Menge der xe E mit be
schränkter Ziffernfolge. Dann gilt wegen 

00 

M „ = U M t . 
5 = 1 
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B e m e r k u n g . Als einfache Folgerung von Satz 7 ergibt sich eine Verschärfung 
von Satz 7 von T, Salat [5], denn unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen 
dieses Satzes ist 

Z l o S °Li 
V V lf>s V Ö(n)ln 

hm hm sup *-—- = hm sup — s^oo K-oo Z l o S q i "-*00 log a + (ô(n)j n) 
iân 

r fi l o S a \ i l o S a 

= lim sup 1 — = 1 — , 
n~>oo \ log a + (S(n)jn)J log a + lim sup (ť3(n)/n) 

also 

log a 
dim M = 

log a + lim sup (ö(n)jn) 

Beweis von Satz 7: Nach Satz 5 ist 

- Z 1 0 ^; + - Z l o s s 

n i^n n i^n 
dim M ^ = lim lim inf <?i<5 gi^ s

 g 
s-»oo n->oo I 

- Z l o g4; 
n i^n 

Sei Us die Menge der natürlichen Zahlen i mit qt > s und Us(n) die Anzahlfunktion 
von Us. Dann ist wegen5) 

lim lim sup v 7 = 0 
s->oo n-*oo n 

1 V r , us(n), 
n isn n 

dim M ^ = lim lim inf qi<s 

S-»00 rt-^OO 1 -r-, 

- Z l o Sq ; 
n i^n 

Z l o s <ii 
= 1 - lim lim sup ^ ^ . 

s-*oo n->oo Z l oSqi 
i£n 

Damit ist Satz 7 bewiesen. 

5. In diesem Abschnitt soll die Hausdorff-Dimension der Menge der Elemente 
xe E berechnet werden, in deren Cantorschen Entwicklung gewisse Ziffern nicht 

5) Vgl. Folgerung zu Satz 3 [5]. 
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Satz 9. Ist lim qt = co und erfüllt die Folge (q,) die Voraussetzung (3), so ist für 
i - l 

a//e Teilmengen R von N0 mit D*(R) < 1 

dim M(R) = 1 . 

Bemerkung . Da die Folge (qt = i) alle Voraussetzungen des Satzes erfüllt, ist 
Satz 9 eine Verallgemeinerung des Satzes 2 von T. Salat [4] und eine Verallgemeine
rung und Verschärfung von Satz 4 [4]. Im Falle D*(R) < 1 verschärft Satz 9 auch 
Satz 3 [4]. Im Falle D*(K) = 1 dagegen zeigt eine einfache Rechnung, daß mit den 
Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 3 [4] aus Satz 8 

l(R) ^ dim M(R) S L(R) 

folgt. 

Beweis von Satz 9: Aus den Voraussetzungen D*(K) < 1 und lim qt = co folgt 
£-•00 

die Existenz einer reellen Zahl a < 1 und einer natürlichen Zahl n0 derart, daß 

R'(qn) < ocqn für alle n > n0 

gilt. Daraus folgt mit Satz 8 

tlog((l-«)«,) 
~ПQ 

n-»oo 

dirnM(K) ^ l iminf i 

Da wegen lim q{ = co 

Z І0ê tfi 
i = l 

« • ( E l o g ^ ) - 1 ="(1) 
i = l 

ist, folgt 

dim M(R) :> lim inf (l + (" ~ "o) ' °8 (1 - «)\ = t 

Z log «І 
ř = l 

Damit ist Satz 9 bewiesen. 

6. In diesem Abschnitt soll die Dimension der Menge der reellen Zahlen im 
Einheitsintervall abgeschätzt werden, in deren Cantorentwicklung die Ziffern 
r l s r2, ...,rk mit vorgegebenen Häufigkeiten £u £2, ..., £k auftreten. Wir setzen über 
die Folge (qt) neben (3) noch voraus, daß sie monoton nicht fallend und divergent ist. 

Sei K = {r1? . . . , rfc} eine endliche Teilmenge von N0, und seien £ l3 . . . , £fc positive 
reelle Zahlen mit 

^ = ^ + . . . + { f c < l . 
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