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4. Окресиость третьего порядка. Дифференцируя уравнения (9) внешеним 

образом и развертывая полученные соотношения по базисным формам сол, 

находим 12 независимых уравнений [Ь = 1,2, 3): 

(iб) 

-A(G>O - 2COL + <o$) ~ d/L - 9L<»t = FLAco-

-9L((OO ~ 2<ol + col) ~ c\gL - fLa>l = GLAco 

/ M « # + fNcoM = F0coL + FMNcoM + FNMcoN 

9MC0N + 9NCOM = G0coL + GMNcoM + GNMcoN 

Благодаря (13) можем последние две из символических уравнений (16) заменить 

им равносильными 

(160 
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co" 

Геометрическое построение 3-репера исполняется при помощи точек пере се­

чения главных прямых А 0 А Ь со смежными. Пусть 

^ = аА0 + Аь 

точка пересечения главной прямой А 0 А Ь и смежной с ней прямой при смещении 

в направлении 

u : co uLco , 

где ш Ф О форма Пфаффа. Отметим, что случай совпадения точек 1 1 и А 0 в виду 

специального выражения точки И является исключенным. Этот случая настоль­

ко тривиален, что не представляет для нас никакого интереса. 

Если символом йи обозначить дифференцирование в направлении и, то 

точка ^ характеризируется условием 

с\иХ5 = 0 тос! А 0 А Ь , 

которое, имея в виду 

<Ш = (асом + сом) А м + (асо* + со^) Ах + /ьсоьА± + дьсоьА5 + О тос! А0АЬ, 

равносильно системе 

асом + сом = 0 , /ьсоь = 0 , 

асо* + со1 = 0 , дьсоь = 0 . 
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Совокупность направлений со1 : со2 : о>3, которые удовлетворяют условию 

(33), образует кубический конус выражающийся в системе координат (Г) 

уравнением 

(33') Р(Г) ЕЕ еХУ2х
ххух2 = 0 . 

Соответствие, сопостовляющее каждой гиперквадрике Г конус Р(Г) не является 

взаимно однозначным. Из тождества Р ^ ) == Р(Г2) никак не вытекает Г х = Г 2 . 

Существуют даже такие гиперквадрики Г, для которых имеет место 

ехух = О для всех наборов индексов , 

что конус Р(Г) превращает в многообразие всех направлении, т.е. в связку 

прямых х: А 0 Е х <= т; для обозначения упомянутой связки будем пользоваться 

тем же самым символом Р(Г). Полученное резюмирует 

Теорема 14. Для гиперквадрики Г многообразия ^ ъ в точке А 0 и соответ­

ствующего ей многообразия (33') данного системой (34) выполняется: 

а ( Г , ^ 3 ) = 3 

в том и только в том случае, если Р(Г) является связкой. Если сг (Г, Уъ) = 2, 

то для кривой у с ^ 3 условие а (у, ^ 3 ) = 3 равносильно условию сг (р(Г), у) ^ 1. 

Заметим, что условие сг (Р(Г), у) — 1 является символической записью факта 

,,касательная кривой у в точке А 0 является образующей конуса Р(Г)". 

В общем случае многообразие Р(Г) окажается связкой только тогда, если 

гиперквадрика Г вырождает в пару гиперплоскостей. В самом деле, если левые 

части всех уравнений системы (34) привести к нулям и решить полученную 

систему относительно неизветных с 0 4 , с05, с 1 4 , с 1 5 , с 2 4 , с15, с34_ и с 3 5 , т о находим 

(в общем случае) только тривиальное решение, что влечет 

Г = с 4 4 (х 4 ) 2 + 2с 4 5 х 4 х 5 + с55(х5)2 = 0 . 

Главная роль гиперквадрики Г и соответствующего ей многообразия Р(Г) 

заключается в том, что именно эти объекты предоставляют нам возможность 

найти геометрическое значение инвариантов окрестности третьего порядка 

многообразия Уъ, инвариантов, которые повидимомй образованы только на 

основе функций 

Рхг> ^*г> ^о и ^о • 

С точки зрения далнейшего исследования интересуют нас только те из ги­

перквадрик Г для которых хотя бы один из коэффициентов с 0 4 и с 0 5 является 

различным от нуля. В обратном случае ни одна из последнее написанных функ­

ций не входит в уравнение многообразия Р(Г). 
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Будем различать два случая: 

1° гап2 ||Су|| = 5 и вершина гиперквадрики Г О-размерна, 

2° гап2 ||Су|| = 4 и вершина гиперквадрики Г 1-размерна. 

Полезнейшим для наших целей окажется случай V. Пусть 1° гап& ||су|| = 5, 

Вводим обозначение 
с 0 4 С 0 5 

С1Аг С15 

fc,= 

и предполагаем сначала 
а) сьь = 0. Теперь из (29) вытекает 

к2

ьсммсш = бег |су| = 0 

что, благодаря выше доказанному факту сьь = 0 => сммсмм Ф 0 влечет кь = 0; 
всед соотношения (35) 1,-тая строка матрицы (29) окажется пропорциональной 
строке 0-той. В качестве координат 51 вершины 

8 = 5% 

гиперконуса Г можно брать алгебраические дополнения элементов с1Ь матри­
цы || Су || умноженные надлежащим коэффициентом. Прямое вычисление дает 

(37) 8 = ХА0 - Аь 

где Я определяется из векторного уравнения 

( З Г ) (сЬ4., сЬ5) = Я(с04, с05) . 

Пусть далее 

б) с1Хс22съъ Ф 0. В качестве координат 5* вершины 8 возмем алгебраические 
дополнения элементов с15 (или с14) матрицы ||су|| если Р = 4 (или Р = 5). 

Таким образом находим 

(38) 8 - 5°А0 + Л:1.с71А1 + к2с~22А2 + къс~ъъАъ + с05А4 - с04А5 

где 

(38') 5° = с~0Р (кР - кх

 с-±1- к 2 ^ - к 3 -ър 

\ С 11 С 2 2 С 3 3 

Теорема 15. Пусть гиперквадрика (27) является гиперконусом с О-размерной 
вершиной 8. Тогда равносильны утверждения 

a) Sєт, 

б)SєA 0 A L , S ф A0, 
B ) CLЬ = 0> CMMCNN * ° 
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и также утверждения 

а') 8 ф т, 

б') 8ф(?и 8<^ф2, 8^Фз, 
В ' ) СХ1С22Сгъ Ф 0. 

Доказательство. Пусть сначала СцС22Сзз — 0. Тогда из (36) следует в) 
и наряду с этим утверждением выполняется также а) и б) — это было по­
казано в пункте 1°а). 

Пусть теперь имеет место в'). Из пункта 1°б) вытекает, что здесь имеет 
место (38) и смотря по (35) также а'). При помощи уравнений (14') и (38) со­
отношение 8 6 фь выражается аналитически уравнением 

Лс04 + 9ьс05 = 0, 

т.е. сьь — 0. Итак б') <=> в') и теорема доказана. 
Обсудим еще одно специальное положение вершины 8 в пространстве Р 5 : 8 6 

е V. В этом случае имеем 

8 = а°А0 + а 1 ^ + а 2 ^ 

или, учитывая (27) и (38), получаем 

з° = а° + аЧО + а2(.) 

клс~[ = ос1(НъКЪ1 - Н2К21) + ос2Н2К21 

к2с~2\ = -а1Й1&12 + а2(пхК12 - НЪКЪ2) 

къс~ъ\ = а ^ ^ з - ос2Н2К2Ъ 

с05 = а1/!^! + х2п2/2 

- с 0 4 = а1 Н1д1 + ос2Н2д2 . 

Внося решение 

а1 = - - ^ ; а2 = -^~ 
Н1НЪ Н2НЪ 

последних двух из вехной системы уравнений в остальные уравнения этой 
системы, получаем аналитическую запись условия 8 е V: 

К21СПС33 + ^31^11^22 = ~кхПх 

(39) К12С22СЪЪ + ^32^11^22 = -к2Н2 

К\Ъс22съъ + К2Ъс1гсъъ

 = — к ъ п ъ . 

Лемма 2. Пусть гиперквадрика (27) является гиперконусом с О-размерной 
вершиной 8. Тогда 8 е V в том и только в том случае, если выполняется (39). 

. 6 5 4 





Теорема 16. Пусть гиперквадрика (27) является гиперконусом с 1-размерной вер­
шиной 8. Тогда, с точностю до множителя справедливо (40) и (40'); прямая 8 пе­
ресекает пространство т в точке главной прямой А0АЬ отлишной от точки А0. 
Обозначив эту точку буквой 8 и точку пересечения прямой 8 с гиперплоскостю 
А0АМА]УА4А5 буквой 8' то имеет место (41) и (42). 

ГЛАВА ВТОРАЯ 

МНОГООБРАЗИЕ Г 3 с О с Р 5 

9. Квадратическая структура. В следующей главе мы занимаемся специаль­
ным классом многообразий У 3 а Р5 а именно теми, для которых рядом 
с предположениями первой главы имеет место следующее 

Ограничение 4. Многообразие 1^ъ является подмногообразием постоянной 
гиперквадрики ^ с: Р 5 со сигнатурой (3; 3) или (5; I). 

Значение ограничения ясно: многообразие пРг

ъ является теперь либо образом 
комплекса прямых пространства Р 3 (при перенесении Плюккера), либо образом 
гиперповерхности четырехмерного конформного пространства С4 (при пере­
несении Дарбу). 

Чтобы дать ограничению аналитический вид, вводим понятие ^-допустимого 
репера в Р5. Пусть в пространстве Р5 дана постоянная гиперквадрика ^ : 
: (X, X) = 0 со сигнатурой (3; 3) соответственно (5; 1). Аналитический репер А 
будем называть ^-допустимым репером если точки А; удовлетворяют системе 
21 уравнений 

(43) (Аь А]) = 0 для всех пар г,] кроме 

(А0, А5) = (А19 АО = е(А2, А2) = (А3, А3) = е(А4, А4) = с + 0, 

где е = — 1 соответственно е = + 1 . 

Гиперквадрика ^ в системе координат (1) выражается уравнением 

^ : 2*°х5 + (х1)2 + е(х2)2 + (х3)2 + е(х*)2 = 0. 

Пусть теперь А является подвижным ^-допустимым репером и функция с из 
(43) постоянной. Дифференцируя уравнения (43) и учитывая (2) находим 

со)(Ак, А^) + оо)(Аь АО = 0 
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которые определяются уравнениями (59) и 

Ро 
D0 = 

и (58). 

Доказательство . Продифференцировав внешним образом первое из урав­
нений (59) и пользуясь соотношениями (3), (44), (47) и (59) получаем уравнение 

со1 л рМз-^Юо1 + «КМз).?! + Н2^зАР±] ~ 

— есо2 А \2к2к3Е2со°0 + с\(к2к3) Е2 + Н2Н3 6Е2 — й3ш2] — 

- со3 А 12п2п3Е3сОо + й(Н2Н3) Е3 + й2й3 с1Е3 + к2со3~\ + 

+ (.) со1
 А со2 + (.) о)2 л со3 + (.) со3 л со1 = 0. 

Раскрывая это уравнение по лемме Картана и переходя к вторичным пара­
метрам, с учетом из (51) вытекающего уравнения 

2к2к3со% + д(к2к3) = О 

находим 

6Е1 = 0, п°2 - й2(5Е2 = 0, тг̂  + /*3<5#з = ° • 

Подобно из второго и третьего уравнения системы (59) имеем 

5Е2 = 0, п°3-к35Е3=0, п°1 + к1дЕ1=0, 

8Е3 = 0, я? - Н18Е1 = 0, я° + й25Е2 = О 

и в результате 

(62) 8Е1 = <5Е2 = <5Е3 = ЗР1 = 8Р2 = 8Е3 = О 

и 
^ 0 О ^.0 А 

71! = П2 = П3 = О . 

Аналогичным образом из последних трех уравнений системы (59), кторие уже 
доказанного, обнаруживаем 

(63) д^1 = 8^2 = д^3 = о. 

Заметим, что из второго уравнения системы (58) следует, что инварианты 
Ои ^2, ^3 зависимы. В качестве инварианта симметричного относительно 
инвариантов ^А можно брать например функцию ^0. Несложно проверить 
8^0 = о. 

Независимость инвариантов (61) вытекает из их определения и полнота из 
системы (59), которая вместе с (58) характеризирует окресность третьего 
порядка. Теорема доказана. 
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выполняется N0 е А1А2А3А4 в том и только в том случае если ос = Ои/? + у = 
= 0. Полагая здесь /? = (2еН2)"1 = — у обнаруживаем (65) ч.т.д. 

Теорема 23 показывает геометрическое значение инвариантов Еи Е2 и Е3. 
Для определения геометрического значения инвариантов Е0,..., Е3, достаточно 
найти теперь значение отношений ЕА : Ев или ЕА : Р0. 

Теорема 24. Пусть прямая А4А5 полярно сопряжена с плоскостю А1А2А3 

относительно гиперквадрики (27). Тогда присоединенный кубический конус Р(Г) 
приобратает вид 

^ХУХ^1 XX = : I/ , 

где 

(66) е ш = -Е^кз, е122= Я ^ й з > с 1 3 3 = -Б1й1й2, 

2̂22 = - ^ 2 М з » 2̂11 = еЕ2Н2Нз , с 2 3 3 = еЕ2к2Н1, 

^ззз = -^з^1 й 2 ? ^ з и = Езкзк2, еЪг2 = Я3М1 > е12з = --?о • 

Доказательство. Для гиперквадрики Г из (27) по предположению теоремы 
будет 

сХ 4 = 0 и сХ5 = 0 для X = 1, 2 и 3 . 

Внося эти уравнения вместе со соотношениями (57) и (58) в уравнения (34), 
находим (66) ч.т.д. 

Итак, вопрос о симметрическом репере многообразия "Гъ

 с Р и геометри­
ческом значении 7 инвариантов окресности третьего порядка решен. Остался 
лишь очень специальный случай и именно выяснить геометрическое значение 
инвариантов Е0, ..., ^з для многообразия для которого Е1 = Е2 = Еъ = 0 . 
В последнем случае теорема 24 определяет лишь отношения инвариантов 
Е0,..., 1^3 а не их значения. 
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Адрес автора, ВгаИз^а : § т е г а ^ а 2/Ь, С88К (Рпго6^ес1еска Гакика ^ К ) . 
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