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SUR LES COURBES CONVEXES GAUCHES

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Regu le 30 juin 1967)

Cet article se rattache trés étroitement aux travaux [2] et [3] qui préceédent ré-
cemment. Leur objet a été — dans un espace euclidien a 2n dimensions — une courbe
fermée C, les rapports des courbures de laquelle sont constants et positifs et dont
P'indicatrice sphérique des opposés des vecteurs unitaires de la derniére normale est
donc une hypercirconférence I'. Celle-ci a, dans un systéme des coordonnées ortho-
gonales convenablement choisies, les équations

(1) Xpioq = risinlB, x,;=r;cos ;B (i,j=1, can i *j),

our;>0et0<1I [ sont les constantes et f est 'arc de I'. La longueur de I'
étant b, les

) =20 (=10
2n

sont les nombres naturels distincts dont Pinterprétation géométrique est évidente
(voir [2], p. 363). En se référant a ces nombres, nous convenons d’appeler la courbe C
en question ,,la courbe du type (4, ..., 4,)*.

A Taide de la fonction d’appui h(B) de C, on peut exprimer le rayon P() de la
derniére courbure de C sous la forme (toujours [.]" = d[.]/dB; voir [2], p. 364)

(3) P(B) = AWPB) + [IF + ... + BT 2(B) + ... + [IF ... 2] h(B)} ,

ou A > 0 est une constante composée de nombres r; et [;.
Nous allons formuler la premiére assertion dans laquelle, sous la courbe convexe

dans E,,, nous comprenons la courbe qui a, avec chaque hyperplan, 2n points
communs au plus:

1. Soit J = max [4y, ..., A,]. Tout hyperplan coupe la courbe C dans 22 points
au plus. Si

@ =i (i=1,..,n),

la courbe C est convexe. (Voir le n° 1.)
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1. J. SCHOENBERG [4] a démontré, pour les courbes gauches, une inégalité isopéri-
métrique générale trés belle: Si L désigne la longueur d’une courbe fermée convexe
dans E,, (celle-ci est rectifiable; voir [4], p. 149) et si Vest le volume de I'enveloppante
convexe de cette courbe, alors

(5) 2 2 (2mn)" n! (2n)! V;

le signe d’égalité n’ayant lieu que si la courbe en question est une hypercircon-
férence spéciale du type (4); c’est-a-dire une hypercirconférence dont les équations —
dans un systéme des coordonnées convenablement choisi — sont de la forme (1) ou
les I; sont définis par (2) pour b = 2un \/n (u = const. > 0) et (4) et encore r; = pfi.

Ainsi, d’aprés l'assertion 1, pour toute courbe C du type (4) Pinégalité (5) est
valable. De plus, les suppositions des théorémes 1 et 2 dans [2] étant dans le cas (4)
satisfaites, on a — d’aprés le théoréme 3 dans [2] — pour la courbe C du type (4)
aussi une autre inégalité isopérimétrique I — 2b(n!)* (2n[b)*" A . F = 0 (ou <0)
pour n impair (ou pair), ot F = (% h(B) P(B) dB est une fonctionneile analogue
a laire d’un domaine plan. Ici, le signe d’égalité a lieu si et seulement si la courbe C
en question est une hypercirconférence arbitraire, naturellement, du type (4).

Voici la deuxiéme assertion qui est analogue au lemme 2 dans [3]:

2. Si la fonction d’appui h(B) d’une courbe C du type (4) est soumise aux condi-

tions initiales h(0) = W'(0) = ... = h®~1(0) = 0, alors
b N n 2R B =) [ 7B = )
© 0= i (n> J “py)sin [sm ] ] d

(cf. (14) dans [3]).

Mais le lemme mentionné se rapporte aux courbes C du type 4; = 2i — 1 (i =
= 1, ..., n). Tandis que dans ce cas ’hypercirconférence (1) est centrée, ce qui permet
de définir sur la courbe C en question les points opposés avec les hyperplans oscula-
teurs paralleles, il n’en est pas ainsi dans le cas considéré (4). Cependant, le lemme 2
de [3] a ¢té utilisé dans [3] dans une seule direction: si B e (0, 1b), alors I'intégrale
de ce lemme est positive. L’intégrale dans (6) jouit évidemment de la méme propriété.
Cela veut dire que les théorémes du travail [3] lesquels sont fondés exclusivement
sur le lemme 2 en question (et non pas sur la symétrie sus-mentionnée de I') restent
valables aussi pour les courbes C de notre type (4). Notamment, les analogies
spaciales des théorémes de W. Blaschke et B. Segre concernant les courbes convexes
planes (& savoir les théorémes 3 et 6 dans [3]) s’étendent ainsi aux courbes C du
type (4).

Nous allons démontrer les assertions 1 et 2 formulées ci-dessus.

2n
1. Soient ay, ..., a,, et ¢ les constantes arbitraires pour lesquelles Zaf > 0. En
1

désignant par x;(B), ..., X2.(B) les coordonnées d’un point de la courbe C — dans le
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systéme dans lequel 'hypercirconférence I' posséde les équations (1) — nous posons
2n

(1,1) F(B) = Y a,x,(B) + c.
v=1

Parce que xj;_;(B) = p; P(B)cos I,f, x5(B) = —p; P(B)sin I, (u; = const.; i =
= 1,..., n; voir (2,6) et (2,7) et aussi (6) dans [2]"), p. 369, 370), il résulte de (1,1)
et (2) que

@ - (e a2
i=1

ol A;, B; = const. Il s’ensuit que la dérivée F'(f) s’annule si et seulement si le poly-
ndme trigonométrique dans (1,2) égale a zéro. Ce polyndme étant de degré A =
= max [4y, ..., 4,] au plus, il découle du théoréme bien connu concernant les racines
d’un polyndme trigonométrique (voir [5], ch. X, § 1) que, dans P'intervalle <0, b),
F'(B) = 0 dans 24 points au plus. En vertu de la périodicité de la fonction (1,1), il en
résulte que, dans Pintervalle <0, b), la fonction (1,1) s’annule dans 24 points au plus.
Cela veut dire que chaque hyperplan coupe la courbe C dans 24 points au plus.

Si la courbe C appartient au type (4), il y a A = n et la courbe C en question est
convexe. )

2. Pour démontrer notre deuxieme assertion, nous rappelons d’abord la formule
(voir [1], p. 206, la derniére formule pour 2n — 1 au lieu de n)

n—1 . Y .
(2.1) sinzn=1% = p2-2n Y (—1y n =1 sin __———(21 + 1)
2 j=o . 2

et puis, nous revenons au travail [3]. En tenant (3) pour une équation différentielle,
nous y avons établi — dans le lemme 1 — que si la fonction d’appui h(B) d’une cour-

be C est soumise aux conditions h(0) = #'(0) = ... = h®=1X(0) = 0, elle est de la
forme '
(22) np) = — =0 ("p) b ) i

’ ALl ... LV], St ek

ici dénote D(B,y) ou V le déterminant dont la i®™ colonne (i = 1,2,...,n) est
I, 13, 773 sin 1B — y)ou 1, 17, ..., I}"~2. De plus, en posant

n
(2,3) D(B,7) = Y. (=1 A;sin (B — v),
i=1
! Dans (2,7), il y a une erreur et une faute d’impression; exactement c’est x5(B) = ..;...n
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nous avons encore trouvé (VOII‘ (2,2) dans [3]; conventionnellement H( ) = 1 pour
a>b)que,pouri=1,...,n—1,

i—1 n—1 i-1 n—1
A Ay =[LIT = 15) 11T O = 1= [LIT0 = 5) 11 (5 - 1]
p=1 q=i+1 p=1 g=i+1

En substituant, dans ces fractions, les valeurs de Iy, ..., I, d’aprés (2) et (4), nous
obtenons (i = 1,...,n — 1)

(24) A;: 4, = [2i(2n — D] :[(n + i)t (n — )] = (2: - :) - ( n =1 )

n—1-—1i

D’autre part, on tire de (2,1) que

n—1 _
cos % sin?n=1 % = 227y (=) 2n -1 >-;-[sin (j + D)o+ sinjo] =
2 2 j=o0 n—1-—j

n—1 — —
= 212y ()it [(2" 1) - ( 2n =1 >:| sin i 4+ 21727 (= 1)""* sin no .
i=1 n—i n—1-—i

En posant ici « = 2n( — )[b et en tenant compte de (2,4) et (2,3) et encore de (2)
et (4), nous arrivons 2 la relation

27(B - v) [sin (B — 3’)]2"_2 _(=yrtat D(B, 7).

b b A

~ sin

n

Donc, d’aprés (2,2)

_ 22n—2 An /] . Zﬂ(ﬁ ) l ( ,y) 2n—2
h(B) = L1y ol VLP(V) sin 0 [31 n ; :I dy.

En calculant ici — a P’aide de (2) et (4) — le quotient 4, : (I, ... 1, V), nous termi-
nons, par la formule définitive (6), les considérations présentes.
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