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Czechoslovak Mathematical Journal, 19 (94) 1969, Praha 

SUR UN PROBLÈME AUX LIMITES 

MARKO SVEC, Bratislava 

(Reçu le 30 janvier 1967) 

Nous allons utiliser quelques notions que nous avons introduites dans [ l ] . Nous 
répétons leurs définitions. 

Soit Ä l'ensemble de toutes les fonctions ayant des dérivées d'ordre n — 1 (n ^ 1) 
continues sur l'intervalle J = <Xo» oo). 

Nous dirons que la suite {/^(x)}f=i de fonctions de Ä converge quasi-uniformé
ment (q-converge) vers la fonction / (x) e Ä, si pour tout xe J limf^^\x) = p-^\x), 

q fc-*oo 

J — 0, 1 , . . . , П — L Nous écrirons/;,(x) ->/(x) . 
Nous dirons que l'ensemble M cz A est quasi-compact {q-compact) dans A 

(dans M), si chaque sous-ensemble infini de M contient une suite qui ^-converge 
dans A (dans M), c'est-à-dire ^-converge vers une fonction de A (de M). 

Nous dirons que l'ensemble M c: Л est quasi-fermé (q-fermé) s'il contient la 
limite de toute suite de M qui est ^-convergente. 

Nous dirons que les fonctions d'un ensemble M cz A sont uniformément bornées 
sur J s'il existe un nombre К tel que pour toute fonction f(x) G M on ait: l/^-^^x)! ^ 
^KJ = 0, 1, ..., n - l,xeJ. 

Nous dirons que les fonctions d'un ensemble M cz A sont équicontinues sur J, 
si pour tout г > 0 il existe un nombre^ > 0 dépendant seulement des s que pour 
toute fonction / (x) e M Qt j = 0, 1,.... n — 1, les relations suivantes sont valables: 

\f'\^) - f ' \ ^ ' ) \ < e pour \x - x'I < ^ , x,x'eJ, 

Soit O^k^n — let soit C„_i ^ l'espace de Banach de toutes les fonctions de A 
ayant les dérivées depuis l'ordre к jusqu' à l'ordre n — 1 inclusivement bornées 
sur J. La norme soit 

i | / (x) | |= max {sup\f%x)\}+j:\r%x,)\. 
k^i^n~l J i=0 

On démontre aisément: 

Lemme 1. La convergence d'après cette norme implique la q-convergence. 
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Lemme 2. Les fonctions de Vensemble M с C„_i ^ soient uniformément bornées 
et équicontinues sur J. Alors M est q-compact dans С„_1^^. 

La d é m o n s t r a t i o n des lemmes 1 et 2 pour к = n — 1 voir [2]. 
Soit T un operateur appliquant C„_i ^ dans C„_ij,. Nous dirons que T est quasi-

continu (^-continu) sur C„_| fc [sur M с Cy,_i ^] si l'on a: 

{Л(х) Д / (x) , Л(х), fix) 6 C„_,, J => Il ГЛ(х) - Г/(х)1| - . О , k^œ 

[{Л(х) Д fix), fix), fix) e M} => Il ГЛ(х) - Г/(х)| | - . О , /с -- сю] . 

II ne fait aucune difficulté de démontrer 

Lemme 3. Si T est q-continu sur С^..^^ (sur M с C„_]jt), alors il est continu 
sur C„_i fc (sur M). 

Lemme 4. Soit M с C„_ ц^ wn ensemble q-compact dans Q_.i ^ (Ja«s M) ê  soi7 T 
q-continu sur С„_1д (swr M). y4/ors TM est compact dans C„„i ^ (dans M). 

Nous aurons besoin encore du lemme suivant qu'on démontre facilement: 

Lemme 5. Si M a C„__i^ est un ensemble convexe, alors la fermeture M est aussi 
un ensemble convexe. (La fermeture au sens de la convergence d'après la norme.) 

Maintenant nous allons résoudre un problème aux limites. 

Théorème 1. Soient F(x, u), B(x, u), и = (UQ, WJ, ..., м„_,) des fonctions continues 
de (x, u) sur le domaine 

Q : a < x < со , —co<Ui<oo, i = 0, 1 , . . . , « — 1 

et soit F(x, u) nondécroissante de chacune de ses variables Ui, г = 0, 1, ..., n — 1, 
et telle que 

(1) \B(x, u)\ ^ F(x, u), (x,u)eQ. 

Soit К un nombre positif, XQ > a et 0 ^ к -^ n — 1 entier, 

(2) ф)=К^-(х-ХоУ. 
5 = 051 

Soit encore 

(3) Г х " - ^ " ^ F(x, Ф), ç)'(x),..., (p^'\x), K,,,.,K) dx 
J xo 

< 00 

pour tout к > 0 et 

(4) 
1 C^ 

lim - (x - Xo + 1) ' -*-^ Fix, Ф), ф'(х),. . . , <р«(х),К, . . . , K ) d x = О . 
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Soient enfin CQ, CJ, ..., Q des nombres réels arbitraires. Alors Véquation différen
tielle 

(E) ĵ "> + J5(x, y, y ' , . . . , j^^"~^^) = 0 

a au moins une solution y[x) définie sur J = {XQ, OO) et satisfaisant aux conditions 

(5) /J)^Xo) = Cj, ; = = 0 , l , . . . , / c - 1 , 

lim y^^\x) = Ck , 
дс-^оо 

lim y^'\x) = 0 , j = к + l,...,n - \ . 
JC-+0O 

D é m o n s t r a t i o n . On peut facilement vérifier par un calcul simple que la solution 
de l'équation intégrale 

(6) y{x)=E c. ^^^^ - E' ^ ^ ^ ^ г ;̂" " '̂ """7̂ .' (̂̂ ' y(̂ )) ^'+ 
s=o s! s=o s! J^„ (n - s - 1)! 

5=k s! J^ (и - 5 - 1)! 

est aussi solution de l'équation (E) et satisfait aux conditions (5). Pour les dérivées 
de y{x) nous obtenons les formules 

(7a) 

s=t (s - j ) ! J^ (и - s - 1)! 

(7b) /̂ >(x) = c, + E V ^ I 7 ^ ,„^^y(0)d^ 
-=fc (s - j ) ! J;c (n - S - 1)! 

•'=-/ [^ -J)' Jx [n - s - 1)! 

On démontre facilement que 

Jx (« - J - 1)! »=j (s - j ) ! Jx (n - J - 1)! 
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Ли - s - 1 

- s - 1)! 

pour j ^ k. Il suffit d'utiliser la relation 

(x - tf-J-^ _ [{x - XQ) + (XQ - f)]"-^-^ 
( n - J - 1 ) ! ( n - j - l ) ! 

— V (^ ~ ^o) (XQ —• tj ^ (x — XQ) [XQ ~ t) 

i=o ï! (n - j - i - 1)1 s=j {s - j)l (n - s -

Alors nous avons 

(7c) /^>(x) = c, + Г [̂  ~ f " ' " B(t, y(0) d., 
J , (n - fe - 1)! 

L (n-J - 1)! 

Nous allons prouver l'existence de la solution de l'équation (6). Nous la cherche
rons dans l'espace C„_i^. 

Soit ü̂  > 0 et soit Gg^ = {/(x) e С„_, ,t | |/(x)|| ^ K}. On déduit facilement que 
pour /(x) 6 Gjf arbitraire on a 

(8) |/">W| й(Р^'\х), j = Q,l,...,k, 

\fJ\x)\uK, j = k + h...,n-l. 

En respectant (1), la monotonie de F(x, u) et (3), nous obtenons 

|ß(x, f(x))| ^ F(x, f(x)) ^ f (x, ç.(x), K) , (9) 

(10) 

OÙ 

I r°° (л- - _ f\n~-S~-l I (*^ (t — -Y \n~S~-l 

I V ^ A. ^( ' ' '̂ ('̂ ^ ^1 = , °̂  , „ n^. -/»O), K) d^, 
IJx (n - s - 1)! I J^ (и - s - 1)! 

(и - s - 1)! 

s = /c, /c + 1,..., и — 1, 

F(f, ç>(0, K) = F{t, cp{t), (p'{t),..., <p«(f), K,...,K). 

Ceci nous permet de définir l'opérateur Tsur Gg^ par la formule: Si/(x) e G ,̂ alors 

(11) 

тт = .(x) = i cS-^^^ - z ^^-7^^ Г ̂ ;" '̂""',",' 5(̂ . f(o) 
s=o s! 5=j s! J^^ [n ~ s - 1)1 

dt + 

n-i 

s = k si {n ~ s - 1)! 
B{uf{t))dt. 
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Pour les dérivées de Tf(x) = v{x) nous avons (voir (7a) et (7c)) 

(12) .о-)(х) = (r/(x))œ = i c . i ^ ^ - H i ^ ' -
S = J 

n-1 

+ 

- i ( i z L ^ ' r (;o - )̂"";. ̂  Б(, f(o) dt + 
=̂7 ( s - ; ) ! J.o(« - s - 1)! 

g (x - ХоГ-- r ^ _ r i ! B(,, f(,)) d,, J = 0 , l , . . . , f c - 1 , 
'=* (s - j ) ! J;c (n- S- 1)! 

f « W = c. + f " ^ ^ ^ ' - ^ B{t, fit)) dt. 
Jx {n- k- 1)! 

J;. [n-J - 1)! 

De cela nous obtenons 

(13) v^^\xo) = Cj, 7 = 0, l , . . . , f c - 1. 

et en utilisant (9) et (10) 

(13') |i>(*>(x)| й Ы + Ht -Xo + 1)"-*-^ F((, 4,{t), K) dt = Ici + A{K) , 
J Xo 

|t)">(^)| й rit -Xo + If-'-' Fit, <pit), K) dt = AiK), j= k+l,...,n-l. 

OU 

(14) A{K) =r{t~Xo + 1)"~'~' F{t, <p{t), K) dt. 
Jxo 

Il en résulte que v(x) == Tf{x) e C„_î jt et 

(15) \\vix)\\ = \\Tfix)\\si\c^\+AiK). 
s = 0 

Mais l'hypothèse (4) nous donne l'existence d'un nombre Kg tel que 

(16) ||T/(x)|| = \\vix)\\ = i \c,\ + AiKo) й Ko 

pour toute fonction /(x) e G^o- Alors l'opérateur T applique Gĵ ^ dans elle-même. 

L'opérateur Г est ^-continu sur G^o- En effet, soit /„(x) —> /(x), /„(x), /(x) e GK^. 
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Alors, en utilisant le théorème de Lebesgue nous obtenons que 

]TMx) - Tf{x)\\ = " {x-XoY z ^^^-jr:^iBit,f{t))-Bit,fM'}àt + 
, (и ~ s - 1)! 

+ Ï Ц ^ ^ f" 7^-^^^-^ [̂ (̂  fio) - Bit, fm 4 = 
s=fc s! J^ (w — s — 1)! 

= max ^ sup 

pour m -> 00. 
Notons TGK:^ - Я. Soit H^^'^j = 0, 1, ..., n - 1, l'ensemble des dérivées d'ordrej 

de toutes les fonctions de H. 

Les fonctions de H^J\ j = /c,/c + 1, ..., n -̂  1, sont uniformément bornées 
par KQ, En effet, cela résulte de (13') et (16). 

Les fonctions de H^^\ j = /c, /c + 1, . . . , n ^ 1, sont aussi équicontinues sur J. En 
effet, pour ü(x) e H on voit tout d'abord que Ü<"-I)(X) = J^ B{t, f{t)) dt, où / (x) e GK^ 
convenable, et \v^'^~'\x) ^ v^'-^\x')\ = \Si B{t, f{t)) dt\ й |J.f F(r, <p(0, К) df|. De 
cela et de (3) résulte que les fonctions de Я^«"^) sont équicontinues sur J. L'équi-
continuité des fonctions de H^-'\ j = /c, /c + 1, ..., и ~ 2, résulte du fait que les 
fonctions de H^^\ j = fc,..., я - 1 sont uniformément bornées par KQ, 

Soit Й Fenveloppe convexe de H, Les fonctions de {йу-'\ j = ^, /c + 1 , . . . , n — 1, 
sont uniformément bornées par KQ, En effet, si u(x) e Й, alors il existe un nombre 

r r 
entier r et les nombres Ci ^ 0, i = 1, 2 , , . . , r tels que J]ci = 1, u{x) = ^ CiVi{x), 

r r 

où у^(х) 6 H convenables. Alors |w -̂̂ (̂x)| S J^ с̂ |г;̂ -̂ (̂х)| ^ ^ сДо = ^o> j = К к + 
+ 1 , . . . , « - L '̂̂ ^ '=' 

Les fonctions de (ну^\ j = /с, /с 4- 1 , . . . , n — 1, sont aussi équicontinues sur J, 
r 

ce qui résulte de la représentation de u{x) = ^ CiVi{x) et du fait que les fonctions 
i = l 

de Я -̂'Л j = /с, /с + 1 , . . . , n ~ 1, sont équicontinues sur J . 

Soit maintenant 5 = M la fermeture de Я . Les fonctions de M^^^, j = k,k + 
+ 1,... ,« — 1 sont uniformément bornées sur J. 

Si u{x) e M, w(x) 6 Й, alors |w -̂'̂ (x}l ^ Kg d'après ce que nous avons dit plus 
haut." Si u{x) e M, u{x) ë Й, alors il existe une suite {vs{x)}, Î ; /X) e Я telle que 
||M(X) — Vs{x)\\ -> 0 pour s -> 00, d'où nous obtenons que |м -̂''̂ (х) — t?PX^)| й 
й sup \u^^'\x) - vi'\x)\ s \\u{x) - Î;,(X)1| -> 0. Mais cependant |м^-'̂ (х)| ^ |w '̂''̂ (x) -

- ï̂ FX^OI + l^"'^^)! â jw -̂'X-̂ ) - vl^\x)\ + Xo. d'où pour s -> 00 nous avons 
\u^J\x)\ ^Ko, 

Les fonctions de M^J\ j = /c, fc + 1 , . . . , « - 1, sont aussi équicontinues sur J. 
En effet, si u{x) e M u{x) G Ô , alors c'est évident. Si u{x) e M, w(x) ë йГ, il existe une 
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suite {Vs{x)} dans Я telle que \\u{x) — vjx)\\ -> 0 pour s --̂  oo et \и^Щх) - Î;,P^(X)| g 
^ \\u{x) - Î;,(X)|| -^0,. Mais les fonctions de {Hf-^'^ étant équicontinues sur J il 
existe pour 8 > 0 un nombre^ > Otel que \v^-^'\x) — v^-^'^x')] < e/2 pour \x — x'\ < ô 
et pour toute fonction v{x) e H. Ensuite nous obtenons que \u^J\x) - u^J\x')\ й 
й \u''\x) ~~ vlJ\x)\ +Щх) - vi^\x^)\ + |.̂ -̂)(хО - u^^Xx')\ й W^\x) - vl/\x)\ + 
+ г/2 + lî̂ s'̂ ^x') -- M -̂̂ (̂x')| pour |x — x'\ < S, d'où pour s -^ со nous avons 
\u^J\x) ~ u^-^\x')\ S sjl < & pour |x - x'I < S, Cela qui prouve l'équicontinuité 
des fonctions de M^-^\ j = /c, /c + 1, . . . , w -- 1. 

L'ensemble M est ^-compact. En effet, soit M^ с M un sousensemble infini. Les 
fonctions de M[^\ j = /сД + 1, . . . , n ~ 1 sont uniformément bornées par KQ et 
équicontinues sur J. C'est pourquoi on peut extraire une suite {u^{x)} de M^ telle que 
la suite {w^̂ (̂x)} converge vers une fonction ^^(x). Comme cette convergence est 
uniforme sur chaque intervalle fermé <Xo, b>, ^(x) est continue sur J. Elle est aussi 
bornée par KQ c'est qui est évident. Mais comme les suites {и^-^^х)}, j = к + 1,... 
..., и — 1, convergent aussi uniformément sur chaque intervalle fermé <Xo, b>, elles 
convergent vers g^-^~^^\x) sur J et |ôf̂ ''~^X )̂l = ^ o pour x e J. D'autre part on prouve 
facilement que U^^\XQ) = Cp j = 0, 1,..., к — 1 pour toute fonction w(x) e M. 
Alors il est aisé de prouver que la suite {ul''\x)}, j = к — i, к — 2,.... 1,0, converge 
vers la fonction 

m=i {m-j)l Jxo{^-J~4' 

et que cette convergence est uniforme sur chaque intervalle fermé <Xo, b>, ce qui 
achève la démonstration de la ^-compacité de M. M étant l'enveloppe convexe et 
fermée de TG^^ et TG^^ с G^Q, alors M с Gĵ ,̂ de quoi il résulte que TM c: TG^^ = 
~ H cz ff = M. M étant g-compact et T ^-continu, d'après le lemme 4 TM est 
compact. L'apphcation du théorème de Schauder donne l'existence d'au moins un 
point fixe dans M et alors dans O^Q, c'est qui achève la démonstration du théorème. 

Les deux théorèmes suivants donnent des résultats similaires sous des conditions un 
peu différentes. 

Théorème 2. Soit Б(х, u) une fonction continue sur Q. Soit F(x) une fonction 
continue sur (a, со) et telle que 

(17) \B(X, U)\ ^ F(x) pour tout point (x, u)e Q , 

Soit encore 0<k<n — let 

(18) Гх«-'^-^^(х) dx < 00 

et soient CQ, C^, ..., Ĉ  des nombres réels arbitraires. Alors Véquation (E) a au moins 
une solution y{x) définie sur J et satisfaisant aux conditions (5). 
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La démonstration est presque la même que celle du théorème 1. On définit 
sur C„-i^k l'opérateur Tpar la formule (11). Pour/(x) e C„_i ^ arbitraire on a 

Tf{x) = v{x) = max {sup \v^J\x)\} + Y \^^'Ьо)[ 

Mais de (12) en respectant (17) et (18) on a pour xe J 

/»00 

|i;<*>(x)| S \c,\ + {t-Xo + 1)"-"-' F{t) dt = \c,\ + A , 

f*CO 

\v'^'Xx)\ ul (t - Xo + l)"-*-! F{t)dt = A, j = k + l,...,n - 1 
J xo 

et 

v^^\xo) = Cj, j = 0, 1 , . . . Д - 1. 

Alors 

j = 0 

Cela signifie que TC„^,^j, cz G^ = {f{x) e C„_,^j, \ \\f{x)\\ й Л} et aussi TG^ с G .̂ 
Comme dans le cas précédent on démontre que T est ^-continu sur G^ et que TG^ 
est ^-compact. Une application du théorème de Schauder donne l'existence de la 
solution y[x) en question. 

Théorème 3. Soit B{x, u) une fonction continue sur Q et soit 

(19) \B{x, u)\ й a{x) +"t <^n-i{^) Ы = F{x, u), {x,u)eQ, 
i = 0 

où a(x) ^ 0, a„^i(x) ^ 0 sur (a, oo), et soient 

(20) 
/•oo /»00 

^n-k-1. ^̂ ^̂  dx < 00 , x''"* "̂̂  ci„-i{x) dx < 00 , i = /c + 1,..., n — 1 , 
J xo J xo 

/»00 

x""~'~^ a„_i(x) dx < 00 , z = 0, 1,..., fe. 
Jxo 

Л/ors pöwr XQ assez grand Féquation (E) a au moins une solution y{x) définie sur J 
et satisfaisant aux conditions (5). 

La démonstration de ce théorème ne diffère pas de celle du théorème 1. Nous 
définissons l'opérateur T sur la boule G^ = {/(^) ^ Q-i,fe | ||/(^)li = ^ } P^^ ^̂  
formule (11). Pour les dérivées de T/(x) = v{x) sont valables les formules (12), 
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d'où nous obtenons les relations (13) 

(21) v^J\xo) = Cj, j = 0 , l , . . . , / c " l 

et 
n - l /•00 n - 1 

(22) Ir̂ ^Xx)! ^ lc4 + (( - xo + 1)"-*-^ [a{t) + E a„_,(0 |/<"X0|] d̂  > 
î i = 0 

J .xo 

|.">(x)| ^ (""(г - xo + o-^-^KO +"Ea„_,(0 |/^'X01]df, 
y = fc + 1, ..., И - 1 . 

Mais pour/(x) e G^ sont valables les inégalités (8), c'est-à-dire 

s=--i [s - l)\ 

1/^^X01^^' i = /c+ l , . . . , n - 1. 

En se servant de ces inégalités et de (19), (20) nous obtenons de (22) que 

/•00 

lr«(x)l â Ы + ( r - x o + i r ' ' - ^ f l ( 0 d ( + 

+ К E 1 (f - xo + 1)"—^ aUi) Z ^4^^^^V- ^' + n— 1 /»00 

et 

П— 1 / » 0 0 

+ K E 0 - ^ 0 + l)""'"^a„_i(Od(g 

/•OO 

^ K l - b ( f - x o + i r ^ - ^ a ( 0 d î + 
J JCO 

r fc /»00 

- Kl E^ 0 - xo + 1)"-'-^ (fc 4- l)a„_i(t)dt + 

И—1 /»00 1 

+ Z 0 - X o + l)"-*-^a„_i(Od(l 

/»00 

li;<̂ '>(x)| g (f - xo + 1)""'"^ 4 0 dt + 

^ [ z f̂ Ĉ̂  - ^0 + i)"-^-Mfc + i)«n-i(Od^ + 

+ _ 
J = к -b 1,..., n - 1 
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Pour la norme de Tf{x) = v[x), f{x) e G^ nous en avons 

| | r / (x) | | = ||t;(x)|| = шах (sup |г;«(^)|} + ' f |i;«(^o)| й 
'^ujân-l J j = 0 

^^ С k (*œ 

= Z k.l +K\{k+l)Y,\ {t-Xo + 1)"-'-^ a„_i(0 dt + 

Si XQ ^st tel que 

к ГЧЮ n - 1 ^ 0 0 

( '̂ + 1 ) Z {t-Xo + iy~'~''a„^lt)dt+ Y {t-Xo + iy-'-'a„.,{t)dtuU 
alors il existe un nombre KQ tel que 

\\Tf{x)\\ = \\v{x)\\ S Ko pour toute / (x) G G^,. 
Le reste de la démonstration est le même que dans les cas précédents. 

Des théorèmes 1 — 3 résulte l'affirmation suivante 

# 
Théorème 4. Sous les conditions citées dans le théorème 1, ou 2, ou 3, pour un 

nombre entier arbitraire к tel que O^k^n — letun nombre réel arbitraire c^. 
il existe к solutions linéairement indépendantes de Véquation (E) pour lesquelles 

(23) l i m ^ = c , . 
x->oo X 

En effet, cela résulte immédiatement de l'application du théorème de l'Hospital 
en respectant (6) et (7c). Comme nous pouvons choisir les nombres CQ, ... , Cĵ -i 
arbitrairement, il est évident que nous obtenons au moins к solutions de (E) ayant la 
propriété (23). 

Le théorème 4 est une généralisation des résultats obtenus par M. P. WALTMAN [3] 
pour l'équation ŷ "̂  + / ( x , y) = 0 sous les conditions: | / (x, y)| g a{x) y*, a > 0, 
J°^x"^"-"^^a(x)dx < 00. 
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