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Czechoslovak Mathematical Journal, 19 (94) 1969, Praha 

LES ÉQUATIONS ELLIPTIQUES NON LINÉAIRES') 

JiNDRiCH N E C A S , P raha 

(Reçu le 13. novembre 1967) 

Introduction. Le but de cette conférence est d'introduire le lecteur à la théorie des 
équations elhptiques non linéaires d'ordre arbitraire. Nous avons choisi le point 
de vue: les solutions faibles, la méthode variationnelle et la méthode des opérateurs 
monotons. C'est à la méthode variationnelle, à laquelle est consacré le livre de Сн. 
В. MooREY [12] et une partie du hvre de S. G. MICHLIN [10], où on trouve une large 
liste avec la bibliographie. Citons encore quelques travaux, étroitement liés avec le 
procédé ci-dessous: F. E. BROV^DER [1], [2], [3], M. M. YAJNBERG [22], M. M. 
VAJNBERG, R. I. KACUROVSKIJ [23], A. LANGENBACH [7], J. NECAS, Z. PORACKÂ [20]. 

La méthode des opérateurs monotons est traitée par G. J. MINTY dans [11], [11 
bis] et dévelopée par F. E. Brow d̂er dans une série des travaux dont l'union se trouve 
dans [1]; un résultat analogue qui sera notre point de départ est dans le travail de 
J. LERAY, J. L. LIONS [8]. Cf. aussi le travail de P. HARTMAN, G. STAMPACCHIA [5]. 

Les questions sur la régularité de la solution faible seront aussi considérées. Il 
reste à résoudre encore des problèmes fondamentaux, cf. plus loin. Citons le livre de 
O. A. LADYZENSKAJA, N. N. URALCEVA [6], le livre de Сн. В. MORRÈY [12], le travail 
fondamental de E. DE GIORGI [4]; un aperçu sur la situation actuelle dans cette 
question est contenu dans la conférence de J. Necas [14]. 

Qu'on suppose dans ce cours, c'est que le lecteur est familiarisé avec la théorie des 
espaces de Sobolev. Nous citons des résultats seulement. 

On fait la pluspart des démonstration. Les démonstrations, laissées à coté sont 
triviales, sauf les lemmes 5.1 et 6.3. La théorie, dont le résultat est, entre outre, le 
lemme 5.1, est exposé aux livres déjà cités [6], [12] ou aux travaux de G. Stam
pacchia [21], [21 bis]. Le lemme 6.3 est démontré au travail de l'auteur [16], cf. 
aussi [15]. Pour simplifier l'exposé, on ne s'occuppe pas des énoncés découlant de la 
théorie des fonctions réelles. L'exemple typique: les opérateurs de Nëmyckij. 

On désigne la pluspart des constantes positives par le même symbole c. Si nécessaire, 
on utilise des indices ou autres symboles. 

) Cours d'été sur les équations aux dérivées partielles, Tchécoslovaquie 1967. 
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1. DEFINITION DU PROBLÈME AUX LIMITES 

Soit Q un domaine borné de l'espace euclidien £^, à frontière dQ lipschitzienne. 
On désigne par (f(^0) Г espace des fonctions réelles, indéfiniment continûment différenti-
ables dans Q et par Q){f^ le sousespace de S{Q) des fonctions à support compact. 
La notation usuelle D' = о '̂̂ (6х^ ... дх'^ est utilisée. On introduit comme d'habitude 
l'espace W^\Q), avec la norme 

h\\wm(^) ^ \Мкпг = i \ Z l ^ ' ^ l ^ ^ d x ) 

On désigne encore par Wl^\Q) la fermeture de ^(Q) dans W^'\Q). On désigne encore 
par C^^\Q) l'espace des fonctions /c-fois continûment différentiables dans Q (par 
С^^Щ... dsinsQ). 

On a, cf. par exemple J. Necas [17]: S{Q) = WJi'\Q), 1 ^ m < oo. Si km < N, 
W^^ с Lç algébriquement et topologiquement avec l/q = l/m — kjN. Pour 
l/q > Ijm — kjN la transformation identique de W^^^ dans L^ est compacte. Si 
km = N l'assertion est vrai pour chaque l/q > 0 est la transformation identique 
est compacte. Si km > AT, Wll^^ a Ö^\Q) algébriquement et topologiquement et la 
transformation identique est compacte. Ce sont les théorèmes d'immersion de 
Sobolev. 

On définit a^(x, Cy) l^s fonctions réelles, pour xeQ, — oo < (̂  < oo, \]\ ^ fc, 
J — Ol ' •••?7iv) étant un multiindex, continues pour presque tous x de Q en Cj, 
mesurables en x pour Cy fixes. On suppose 

(1.1) \а1хЛ;)\йс{1+ E I C f - ^ ) , l < m < c x ) , 

ou on affaiblira la condition ( l . l ) : on définit 

1/^j,, ^ 1/m - (/c - |/|)/АГ 

si [k — \i\) m < N, !/<?,,-j > 0 si (/c ~ \i\) m = N, l/q^ti = 0 si {k — \i\) m > N. 
Pour 1 ^ g ^ 00, soit q' = ql(q — l) et posons >C\i\^\j\ = q\j\l(]\i\- Soit c{s) une 
fonction continue dans <0, oo), non-négative. Au lieu de (1.1) on peut supposer 

(1.2) Hx,Q\uc{ X U){9lx)+ X IOi-" ' '^% 
\j\<k~N/m k~N/m^\j\^k 

oixgiEL^.^^lQ),glx) ^ 0. 
Nous avons (pour un théorème et la démonstration analoque, cf. M. M. Vajnberg 

[22]): 

Lemme 1.1. Uopérateur <2̂ (х, ВЫ) résulte continue de W^^^{Q) dans L^,^.^(U). 
On se donne 33, un ensemble linéaire, tel que ^{fï) Œ Ж с ê{Q) et désigonns 

par V = S3, la fermeture dans W^^^{Q). Soit encore Q un espace de Banach, contenant 
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^{Q), avec ^{ü) dense. Supposons que F с Q algébriquement et topologiquement. 
On se donne encore UQ e Wlll\Q) et une fonctionnelle g EV (espace dual), telle que 
gv = 0 pour V e Wll^\ü) et enco re / e Q\ 

Désignons/Ï; = {vj}^, gv = (v, д}^^. 
Le problème aux limites: on cherche и e Wll^\Q) de sorte que 

(1.3) и ~ UQEV, 

(1.4) VveV'A X ^'^^i{^^ ^ '^0 d^ = <^'/>ß + <^' 9>eü • 

Formellent, on obtient une équation non-linéaire dans Q : ^ ( — 1)'^' . 

\i\Sk 

. D\ai{x, Dhi)) = / ( x ) dans la forme divergentielle. 

Exemple 1.1. Prenons к = 1, m = 2; si i = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) avec 1 sur /-ème 
place, définissons: а,(х, D^u) = dujdxi. Puis, soit ö(o,...o)(^' ^^^) == ^hl'^ avec 
0 ^ /i < 00 et quelconque pour N = 2 et avec Я = 4/(iV -- 2) pour N ^ 3. Posons 
Ф = ^{Q), Q = Lp{Q) avec 1 < p, quelconque pour N = 2 et avec p = 2N/{N + 2) 
pour N ^ 3. Soit Wo e И^^^Х )̂- Notre problème aux hmites correspond formellement 
(on utilise la formule de Green) à la solution de l'équation: 

(1.5) —Au + u\u\^ = / ( ^ ) ^^îis Q, 

à la condition aux limites 

(1.6) и = UQ sur dQ . 

Exemple 1.2. On pose dans l'exemple précédent 23 = S{U)\ alors F = W^^\Q). 
r 

Soit <?;, 0 )̂0^ = 1 vg dS avec f̂ e Lg{dQ), 1 ^ ^ < 00 et (j est arbitraire pour iV = 2, 

d'autre part <? = 2(iV - l)IN pour iV ^ 3. Le problème aux Hmites correspond 
formellement à la solution de l'équation (1.5) et à la condition aux limites: 

(1.7) ^ = g sur ÔQ, 
^ ; dn 

ôujdn étant la dérivée selon na normale extérieure. 

Exemple 1.3. Soit /c = 1, m = 2/, / un entier ^ 0 et posons a^x, D^u) = {dulôx„Y~^ 
(pour i = (0 , . . . , 0, 1, 0, ..., 0) 1 étant sur i-ème place. 

Puis a(o,...o)(^, J^'u) = w, 33 - 4 ^ ) ' alors F = WI,'\Q). <t;, g},^ soit de l'exemple 
précédent avec q = N{m - l)/(N - 1) m pour l < m < i V , g > l pour m = iV et 
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q — 1 pour m > AT. Le problème aux limites correspond à la solution de l'équation 

(1.8) ' ^{rn-i)l(^T'pi + u=f{x) dans Q, 
n=i\dxj ôx„ 

(1.9) i(^T'^n = 9 sur ÔQ; 
n=i\dxj 

V = (vi, ..., V;v) est le vecteur de la normale extérieure. 

Exemple 1.4. On cherche minimum de la fonctionnelle Jß (1 + E {^''uYY^^ dx -
\oc\=k 

ufdx, a v e c / G L„,/^^_ j^(iQ), 1 < m < oo, dans la classe des fonctions UQ + v, 
UQ e W^J^\Q), fixé, V e W^\Q) = V. L'équation d'Euler, dans la forme faible, c'est 
(1.4) avec 

<vj}n = \ vfdx, iv^gy^n = 0 

et avec 

\J\=k 

2. METHODE VARIATIONNELLE 

Pour simplifier l'écriture, on va désigner la dualité entre Б, B\ un espace de Banach 
et son adjoint par {v,f), ve B,fe B'. On définit l'opérateur Tde V-^ V par 

(ü, Tw) = X D^va^x, D^'uo + D^u) dx . 

Nous pouvons exprimer les définitions ci-dessous à l'aide de l'opérateur T. D'habi
tude, nous utihserons la forme explicite. 

Pour la théorie variationnelle abstraite, il nous faudra seulement quelques énoncés 
faciles: si Ф(р) est une fonctionnelle sur un Banach, on désigne par 

РФ{у,у) = Ш^^"+''^-^^'\ 
г->0 t 

la différentielle de Gateaux. On supposera toujorus que ОФ{и, .) est une fonctionnelle 
linéaire et continue. On sait d'après le théorème de Gantmacher, Smuljan, Eberlein 
qu'un Banach В est réflexif si et seulement si la boule unité, fermée, est faiblement 
compacte. On démontre immédiatement: si pour chaque f i, t;2 e Б, Ф{v2) — Ф{vl) ^ 
^ DФ{vl, V2 — 1̂ 1), alors Ф{ю) est continue faiblement, inférieurement (cela veut dire: 
v„ -V V (convergence faible) => lim Ф{v„) ^ Ф(^)). 
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On a aussi évidemment: si Ф(г̂ о) == ™i^ Ф{v), alors ОФ(уо, v) = О (point critique). 
veB 

Une fonctionnelle faiblement continue intérieurement, atteint son minimum dans 
chaque boule fermée. 

Revenons aux opérateurs différentielles. 
Nous dirons que l'opérateur T est totalement monoton (strictement), si pour 

chaque V,WEV,V Ф W et WQ de la définition du problème, la condition 

(2.1) Y. ^ ' ( ^ - ^) l^i{^^ ^ ' "o + ^'^) - «i(^. ^'wo + D'v)] dx ^ 0 (>0) 
Juinâk 

[{w - v,Tw - Tv)^0{>0)'] 

est satisfaite. 
Nous dirons que la condition de la coercitivité faible pour l'opérateur Test satis

faite, si pour chaque v e F et notre UQ, la condition 

(2.2) f Y D^valx, D^uo + D^v) dx ^ ^[vlJ , [{v, Tv) ^ ЩЦ.^] , 

où À{S)IS est sommable sur chaque intervalle (0, R), R > 0 et si 

(2.3) lim — 
я-*оо R 

-^-^ as = OD . 
s 

Désignons encore par d, le nombre des indices \j\ ^ k. 
Nous dirons que la condition de symmetric pour les fonctions â  est satisfaite, si 

presque partout dans Ü: 

(2.4) ( - l ) b ' i r J ' - a ^ ( , , Q d C = ( - l ) l ' i r ^^aj{x,QàC. 
J Ed G^j J Ed ^Ci 

Remarque 2.1. Si 

(2.5) X('^.-'îO[«,(^.«y)-«/(^.'7i)]èO 
|/|^fc 

pour <^i,iu réelles, la condition (2.1) est valable. Si a^ sont continûment différenti-
ables en C^p la condition 

(2.6) X ^ ^ , ^ , ^ 0 

entraîne (2.5). La condition 

(2.7) lim - - î — I X J^'va{x, О^щ + D''v)dx = oo , 
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entraîne (2.2), (2.3). La condition 

Z aix,Qi:i è Cl Z ICf + C2|C(o,...o)|'" - сз 

avec Cl > 0, C2 > 0, C3 ^ 0 (pour le problème, où F = ^i^^(ß), il suffit с2 ^ 0), 
avec la condition (l . l) , entraînent (2.7). 

Si les coefficients sont continûment dififérentiables en Cy pour presque tout x de Q, 
la condition (2,4) équivaut à la condition 

(2.8) да^^да^^ 

Pour réduire le problème aux limites, au problème variationnel, if faut d'abord 
trouver une fonctionelle de sorte que /)Ф(и, v) = (v, Tv). 

Théorème 2.1. Si (2.4) est valable, la fonctionelle 

(2.9) Ф{ь) = f df f Y. D'va{x, ВЫ^ + tDh) àx - <i;,/>^ - <r, ОГ),^ 
Jo JßUi^fc 

est continue sur F, ayant la différentielle de Gateaux au chaque point v de Vet 

ВФ{ь\ v)= [ Y. D'valx, D^'uo + D^v) dx - {vj}^ - {v, g},^ . 
J ß \i\uk 

D é m o n s t r a t i o n . Soit x = J|çi<i exp (|Cl^/(|C|^ ~ l)) ^^ ^̂  posons pour presque 
tous X de Q, 0 < h < 1 : 

^ih{^^ Q = —, 
C - z 2 

exp -—!—-—! , Д .(x, z) dz 

On obtient immédiatement que les а ,̂,(л:, Cj) satisfont aux conditions (1.2) ou ( l . l ) ; 
l'estimation ne dépend pas de h. Pour h fixé, une telle estimation vaut pour les dérivées 
des aif^(x, Cj) en Cj- Définissons à l'aide des ац,{х, Cj), par (2.9) la fonctionnelle Фн{^). 
Il suit de (2.4) que daiJoCj = dajjjdd; si nous utilisons cela, nous obtenons sans 
difficulté pour г; e 33: 

_d̂  
dT 

0{v + Tv) = \ Y D^vaih{x, D^'uo + Dh + xD^v) dx - (vjy^ - {v, д}^^ . 

Il en suit que pour v еШ • 

+ D^'v + TD^V) dx r- <0,/>ß - <0, ö̂ >öß , 

d'où (2.11) pour V e V, On peut faire tendre h -^ 0 dans (2.11) et on obtient par là 

(2.1l)pour a^(x, Cj). 
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Théorème 2.2. Les conditions (2.1) —(2.4) soient satisfaites. Alors il existe un 
minimum de la fonctionnelle Ф(У) de (2.9) dans v, soit v. La fonction UQ + v est une 
solution du problème. Si la condition de la monotonie stricte est satisfaite, la solu
tion est unique. 

D é m o n s t r a t i o n . Il suit facilement de (2.1) l'inégalité: Ф{v2) — Ф{vl) ^ 
^ ВФ{г)^, V2 — v^) alors la continuité faible inférieurement de la fonctionnelle est 
satisfaite. On a 

• Ф{v) ^ Г я ( г | | . | | , , ^ ^ - ,с| | . | | , , . = \\vkJYi-- r ^ ' ^ ^ d s - c Y 
Jo t VlPlU.mJo 5 / 

d'où 

lim Ф{v) = 00 . 
Il y II fc,m-»-00 

Il en suit l'existence de minimum, soit v; c'est le point critique. L'unicité est claire 
Écrivons les fonctions а^(х, Cj) sous la forme а^(х, С«? Cß), où |a| = /с, \ß\ < к. 
Nous dirons que la condition de la monotonie de l'opérateur Tde sa partie princi

pale est satisfaite, si pour t;, w, ш e Fet notre UQ, l'inégalité 

(2.12) f X D%w - v) [a^x, D'uo + D'w, D^u^ + D^œ) -
JßUI=fc 

- a{x, D^UQ + D^i;, D^UQ + D^co)] dx ^ 0 

a lieu. Supposons encore qu'il suit àt v^-^ v 

(2.13) lim j I Z D'iv - v^ [alx, D%o + ^% ^^Щ + J^^^r) ~ 
""̂ °o U ß 1^1"̂  

- alx, D^wo + D^'v, D^UQ + D^v) dx + \ ^ ^ ' (^ - ^«) [alx, D^UQ -h D^v^) -

- a{xyD^UQ + ПЩ dx l = 0 . 

Théorème 2.3. La condition (2.1) du théorème 2.2 soit remplacé par (2.12), (2.13), 
Aïors il existe un minimum de la fontionnelle Ф{р) (2.9). 

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit de démontrer la continuité faible inférieurement de 
Ф{г)). Soit v^ -^ V. On a 

Ф{v^ — Ф(v) ~ ВФ(г>, v„ — v) = 
л1 л 

= dH X ^\^n - v) [ai{x, D^Uo + D^'v + tD\v„ - v) , 
Jo JßU'l=fc 
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D^Uo + Dh + tD\v„ ~ v)) - a{x, D'^Uo + D% D^u^ + D^v + 

+ tD\v, - v))\ ax + f dr f Y. H^n - ^) ialx, D^u^ + 
Jo JQ\n=k 

+ D^'v, D^Uo + D^v + tD\v„ -- v)) ~ а^(х, D^WQ + D t̂;, D^UQ + D^vJ] dx + 

+ I dr f X ^'(^«™ ^) [«^(^' ^ '^0 + D^v + Ш '̂(1; - v„)) ~ 
Jo Jßl^l<fc 

- a^x, D^o + D '̂i;)] dx = Л„ + Б„ + C„ . 

On a lim ОФ(1), t;„ — г;) = О et d'après les hypothèses (2.13) 

lim {В„ + C„) = О . 

n~*co 

Il suit de (2.12) que A„ ^ 0, d'où 

lim 0(i;„) ^ Ф(1?) , 
и-^оо 

c.q.f.d. 

Remarque 2.2. La condition 

(2.14) Y {^i " ^0 [«l(^. ^a, C,) - «t(^, ^a, Q] ^ 0 

ou si ai{x, ^^, l^ß) sont continûment différentiables en ^ ,̂ la condition 

(2.15) E ^ ^ ( x , ^ . , g ^ , ^ , è O 

garantissent (2.12). Pour avoir (2.13), il suffit que dans (1.2) pour | Ï | = /c, | j | < /c, 
on remplace >^\1\,\л par ^*ii,ij|, avec x*̂ j | j | < ^\i\^\j\ et pour \i\ < k l a même chose et 
encore pour к — Nim ^ \i\ < k, g^^ e L^.*,.,(ß) avec ^[* > q\^. 

Remarquons que dans les théorèmes analogues, basés sur la théorie des opérateurs 
monotons, on suppose (2.14) > 0 pour ^ ^ rj QÎ une condition de croissance pour 
ai{x, ^^, ^ß), \i\ = /c en ^^, cf. plus loin et J. Leray, J. L. Lions [8], F. E, Browder [1]. 

Pour les méthodes approximatives, nous nous tournerons à la considération classi
que des suites minimisantes, à savoir des suites, pour lesquelles, lim Ф{Р„) = min Ф{ю). 

и-* 00 veV 
Nous démontrons immédiatement par absurde: 

Théorème 2.4. Supposons (2.1) —(2.4) et la monotonie stricte. Soit v^ une suite 
minimisante. Alors v „ -^ v. 
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Pour obtenir la convergence forte, il suffit de supposer au lieu de (2.1): pour 
Ü, w 6 F, UQ en question, on a 

(2.16) Y. ^\^ - ^) [«i(^' ^^^0 + ^ M - ^i{^^ D'UQ + D^v)] dx ^ 
jQ\i\uk 

-^ À{\\w - v\\k^^) , 

où /l(s)/s est sommable sur chaque intervalle (0, R), R > 0 et si Jo (/l(s)/5) ds > 0 
pour jR > 0. 

Théorème 2.5. On suppose (2.1) —(2.4), la monotonie stricte et (2.16). Alors si v„ 
est une suite minimisante et v la solution du problème, alors f„ ^ v. 

D é m o n s t r a t i o n . Étant Ф(1;„)-> Ф(у), on a d'après le théorème 2.4: v„-^v. 
Maintenant 

(2.17) 0{v„) - Ф(г;) - ВФ{и, v„ - v) = 

f dr| 
Jo J 

X D^v^ - v) alx, D^'uo + D^'v + r(D^y„ - D^'v)) dx -

- f d J X D '̂(î;„-t;) 
Jo Jßinife 

/*|1«^п-1^11к,т;/Л 
ai{x, D^uo + D^u) dx^ \ - ^ ds , 

Jo s 

d'où le résultat: si ||Î;„ — г;||̂  ,„ ne converge pas vers zéro, on en peut tirer une sous-
suite convergeante, soit vers e > 0, ce qui n'est pas en vertu de (2.15) possible. 

3. APPLICATION DE LA THÉORIE DES OPÉRATEURS MONOTONS 

Premièrement, voilà un théorème de J. Leray, J. L. Lions, cf. [8]. Il n'est pas 
substentiel que l'espace de Banach F que nous allons considérer est réel. 

Lemme 3.1. Soit Vun Banach réel, réflexif, Ä{V) un opérateur borné de Vdans V\ 
continue de tout sousespace de V de dimension finie dans V faible. On suppose la 
coercitivité 

(3.1) lim Щ^ = ^^ 
\\v\\-^ \\v\\ 

Alors si une des hypothèses suivantes est satisfaite, l'opérateur A est surjectif. 
Hypothèse I: A{v) est monoton: (v — u, A{v) — A(u)) ^ 0 pour v, и e V. 

260 



Hypothèse II: Il existe une application bornée de V x V dans V, soit A(v, w), 
telle que A{u, u) = A(u) pour и e Vet vérifie des conditions: 

(i) VÎ; G V, l'application v -> A{v, u) est continue de toute droite de V dans V 
faible (hemicontinue) et pour u, v e V{u — v, A{u, u) — A(v, u)) ^ 0, 

(ii) si u„ -^ и dans V et si (u„ — u, A[u„, w„) — A{u, w„)) -> 0, alors pour v e 
E V : A{V, U„) -^ A(V, u) dans V\ 

(iii) si u„-^ и et A(\), u„) -^ v' dans V\ alors (w„, A{v, u„)) -» (u, v'). 

Nous dirons que pour l'opérateur elliptique T, la condition de coercitivité est 
satisfaite, si l'on a (2.7). 

Il suit immédiatement du lemme 3.1, hypothèse Г. 

Théorème 3.1. Les conditions (2.1), (2.7) soient satisfaites. Alors il existe une 
solution du problème aux limites. 

Nous obtenons aussi du lemme 3.1 immédiatement: 

Théorème 3.2. Supposons que ai{x, Cj) pour \i\ < k, ne dépend pas de Cj, \j\ = к 
et la condition (1.2) avec >^fi\^\j\ < ^|i|,|ji? ^̂  dernière condition aussi pour \i\ = k. 
Puis les hypothèses (2.12), (2.7) soient satisfaites. Alors, il existe une solution du 
problème aux limites. 

D é m o n s t r a t i o n . Posons (w, A{v, u)) = Jß X I^'^^ii^^ ^""^o + ^^^^ D^UQ + 
\i\uk 

+ D^w)dx. Il suit du lemme 1.1 et de la compacité d'immersion en question, que 
l'application A{v, v) est bornée et que u„ -^ u=> A{v, м„) -> A{v, u) dans V\ d'où (ii), 
(iii); (i) suit de (2.12), c.q.f.d. 

Au cas, où ai pour |i| < /c dépendent de Cj, \j\ = fc, ajouterons encore quelques 
conditions algébriques sur a ,̂ | Ï | = к (cf. J. Leray, J. L. Lions [7], F. E. Browder [ l ] ) 

(3.6) ^alx,^^,Qijm + \^\"'")^^ 
i = k 

pour 1̂1 -> 00, uniformément par rapport aux Cß, 

(3.7) E [alx, (̂ „ Q - alx, rj,, Q] {^t ~ rj.) > ^ 
\i\=k 

pour ^ =¥ л presque partout dans Q. 

Théorème 3.3. Supposons que pour \i\ ^ k, \j\ < к la condition (1.2) est valable 
avec x*ij,|j., < >c\ii\j\, et pour к - N/m S Щ < к queд^ц e L^^^^.^{Q) avec q[f^ >^|il-
Puis supposons (2.7) et (3.6). Alors, il existe une solution du problème aux limites. 

Démonstrons d'abord un lemme (voir la même démonstration dans J. Leray, J. L. 
Lions [8], mais une autre assertion). 



Lemme 3.2. Sous les hypothèses sur â  du théorème 3.3 soit u^ -^ и dans Ж^̂ (̂О) 
et posons 

Ш = Z [^i{^^ ^ '^0 + D'u,, D^uo + DPU„) ~ 

- a^x, D'^Uo + D^w, D^UQ + D^u„)] [D\ - D'u] 

et supposons que Jß/„(x)dx -> 0. Alors il existe une suite partielle, encore notée 
par Un, telle que 

(3.8) D%{x)-^ ОЦх) 

presque partout dans Q pour \i\ ^ k. 

D é m o n s t r a t i o n . Il suit de (3.7) que/„(x) ^ 0, alors, on peut trouver une sous-
-suite des/„ (qu'on note encore/„), telle que/„(x) -> 0 et D^ w„(x) -> D^ u{x), \ß\ < к, 
presque partout dans Q, Soit x un tel point et encore tel que gi[x) < со (cf. (1.2)). 
Soit (après un choix) lim D' uj^x) = ^i, \i\ = k. Il suit de (1.2) et (3.6) que 

n-^ 00 

f„{x) è X Ф^ ^""oW + D^uXx), D^uoix) + DP u„{x)) 

D%{x) - c(x)(l + Y. 1^4(^)1""' + Z | ^4 (x ) | ) , 
l i |=/c \i\=k 

d'où |(^,| < 00. Mais il suit de (3.7) que ^̂  = D' u{x), d'où l'assertion. 

D é m o n s t r a t i o n du théorème 3.3. Définissons 

' (w, A{v, u))=\ Y. J^'^cii{x, D'^Uo + D% D^Uo + D^u) dx 

Y D^walx, D^UQ + D^u) dx . 

J ß \i\<k 

+ 

+ 

Il suit du lemme 1.1 que A(u, v) est une application bornée, continue; la condition de 
monotonie suit de (3.7). 

Vérification de (ii): si м„ -^ w et (w„ — u, Л(м„, u„) — A{u, w„)) -> 0, ce qui est 
Jß/„(x)dx du lemme 3.2, il en suit, après un choix convenable, pour \i\ < k: 
ai{x, D^UQ{X) + D^w„(x)) converge presque partout dans Q vers ^^(x, D^UQ(X) + 
+ D^w(x)), d'où par le théorème de Jegorov et compte tenu du fait que 

^\i\AJ\ ^ ^\i\AJ\ 

suit que 

(3.9) I Y J^^wa^x, D^uo + D 4 ) dx -> Г ^ ^'^а^(х, D^o + i)%) dx 
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Mais de chaque sous-suite de {w„}, on peut tierer une autre, telle que (3.9) est 
valable: il en suit que (3.9) est valable pour la suite originale. D'autre part, il suit de 
compacité de l'immersion que а^(х, D'^UQ + D'^v, D^UQ + D̂ ŵ„) --> а^(х, D^UQ + 
+ D^y, D^UQ + D^u) dans L,„,(ß), d'où (ii). 

Vérification de (iii): soit w„ -^ и dans V et A{v, w„) -^ v' dans V\ Alors pour 

И ^ fc: 

dans L^.|.|(ß). D'autre part, nous avons 

(3.10) X ^X^n - u) a{x, D^o + D^u„) dx -> 0 . 
JßlM<fc 

Maintenant 

Y D'ua{x, D^Q + DX)dx = 

= (M, A{V, U„)) - Ya J)'uai{x, D'^Uo + D"Ü, D̂ WQ + D^M„) dx -^ 
J ß Ul=fc 

-^ ("' ^0 - Z ^'wai(x, D"uo + D '̂i;, D^MQ + D^u) dx , 
JßU!=fc 

alors en vertu de (3.10) 

I ^ D'u^a^x, D^Uo + D-̂ M«) dx -> 
JfiUl<fc 

-> (w, î̂ O - Z ^**wai(x, D̂ Mo + D î?, D^UQ + D^w) dx , 
JßlM=fe 

d'où (iii) et le théorème. 

4. RÉGULARITÉ DE LA SOLUTION, CAS GÉNÉRAL 

On supposera dans cette section la dérivabilité continue des fonctions а^(х, Cj) 
en X, Cj et on va désigner a^/x, Cj) = {paild^^ (x, Ca)- Pour la littérature, cf. J, Necas 
[13] et M. I. VisÎK [24]. On va se borner aux hypothèses m ^ 2 et en désignant 

Vji,(Ca, ^) = d + Y. iCal si \i\ = к et 
\a\=k 

V,„(Ca, rf) = ^ + E ICal Si lij < /C (d ^ 0) 
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on supposera 
Idai 

(4.1) \a,jix,Q\ucvj/r'vrir^ F ( ^ ' Q 
\dxi 

й cvfij ^ , pour \i\ < k. 

da 
dxi 

4^^Q ^ cvJr^^^Mr-l' ' ' pour \i\ = k, 

\i\=k \i\ = \j\=k 

Désignons par a une fonction de <f (ß) n <^(ß) équivalente à la dist (x, 5ß) et telle 
que 

(4.2) |DV| ^ ca^-1*'' 

et par Q„ une suite croissante des sousdomaines, Q„ a Q telle que lim Q„ = Q Qt 

par (T„ la suite des „a" correspondante. 
L'inégalité (4.2) est valable indépendamment de n; on peut supposer encore que 

ог„(х) -> a(x) dans ß . L'existence d'une telle suite ß„ et des fonctions (7„ est démontrée 
aux travaux de l'auteur [18], [19]. 

Pour le terme à droit, on supposera que 

(4.3) 
» = 1 

df 
( 

dxi 

< с 
(Ж^Сс-!))' 

On désigne par Л^и{х) — (u{x + h) — U(X))IT, NOUS utiliserons cette propriété 
bien connue, (cf. J. Necas) [17]: si Ü' a Q et \h\ < dist {Q\ ôQ), /г = (0, ..., т, 0, . . . 
..., 0), avec T sur /-ème place, il est: 

N 

и e Wf\Q) , 1 ̂  p < 00 о 5] |И/,^||жр(^-1)(й.) й с . 

Cela étant, on a lim A^u = du/dxi dans W^^~'^\Q') et T-»0 

1 = 1 
E IM/î lUpCc-Dcß,) ^ ^ilr"iiFpW(ß) 

||wl|̂ p(̂ )(ß) й C2 sup (lim E \\ahu\\w,^r^-iHü')+ 1!"1кр(̂ -1)(й)) • 
ß 'crß т->0 Z=l 

Théorème 4.1. Soit и la solution du problème aux limites, m ̂ 2, et supposons 
{4Л)-{АЗ). Alors 

(4.4) f o^^ И А [j + 2: {D'ufT" ]àxuc 
Jß =̂1 t^^i . I«h=fc J 
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et pour d > 0 

(4.5) { <j^\d+ Yi^'^^yy^''' I {D'uYdx 
JQ W\ = k \i\=k + i 

< c. 

Pour d "^ 0, on a 

(4.6) 

(4.7) 

^ ^2W(N-2) ^Щ(т.ЮКМ-2) ^ ^ ^ ^ (iV > 2) , 
Q \i\âk 

Г ^ ^2kp/m |^.-^|p dx g С (iV = 2, 1 ^ / ? < OO) . 

D é m o n s t r a t i o n . Posons pour xe Q„: v(x) = (7l\x) A^ u(x), pour хф Q„ : 
: v{x) = 0 (/i = (0, ..., 0, T, 0, ..., 0), T > 0 avec т sur /-ème place, \h\ < 
< dist (ß„, dQ)). On a г e W11;\Q). Soit encore w G Ж ^ ^ ^ ^ ) ^^^^ ^^^^ (support w, 
aß) ^ dist {Q„, dÙ), Il suit de (14) 

(4.8) f X r f «.-./(̂  + r/î,(l - 0 ^ ' 4 ^ ) + 

+ rD°̂ w(x + /г)) d̂  D'w{x) О^А^ u{x) dx + 

+ f E Г f — (̂  + ^̂ ' (1 - 0 ̂ ' ̂ W + ̂ ^H^ + ^)) dtl D'w{x) dx = 

- <w, zl,,/>ß . 

Posons 

+ JQ ( J O l«l=fc 

+ ^"w(x + h)\y-^ dt\ Y i^'^h К^)У àx et w = v, 
J \i\=k 

Il suit de (4.4) l'inégalité 

(4.9) ^ ^ c,y^/^||ti||-/„^ + c4u\\l^ + Сз||/||„ ||wi|,,,., 

où 

Il/il» = 1к'л/||(#„(-..г. 
Il suit de (4.9) que 

Il r^ rif ! 
lk'^*/|U„<-i))' = k* T^ (̂  + ^h) àt\ 

J 0 5x, id^n-C-'n' 

d'où 

(4.10) йс.+с a Ы T^ »'S U и • 
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Pour J > о on a 

< m [d+ Y ((1 - 0 ̂ 4^) + ^^4^ + h)y]^^^-' dt\ X {D%u{x)y , 
0 l« l=^ J \^\=k 

d'où 

(4.11) f -4 {[^ + S {^4^ + ^) ) ' ] " ' ^ - [^ + Z (^^ u{x)Y]'^^y al^ dx й 

^ ^ б + СтН/Цп. 

(4.11) implique que la fonction w(x) = [^ + Z (^" w(x))^]'" '̂̂  converge dans 
| a | = k 

L2(0'), Q' c: ß , vers sa dérivée qui existe dans L2{Q'). Par un choix convenable 
des T̂  "> 0, on obtient de (4.11) et du lemme de Fatou l'inégalité 

(4.12) f <Tfji/-[J+ Y. {D'uyr'V dx S 
iV 

! = 1 dxl iWm^k-^yy 

Mais l'inégalité de Hardy 

/«00 j /»X 

J 0 J 0 

dx dx < m 
m — 1 

et les inégalités (4.2) pour a et cr„ entraînent que 

/•OO 

dx 

OXil 
й Со 

(Жж<'^-1>)' 

d l 
dxl (Wm^^'^-^yy 

d'où par le procédé limite: n -^ oo et du lemme de Fatou suit (4.4); (4.6) et (4.7), 
ce n'est qu'une conséquence des théorèmes de l'immersion. 

Pour obtenir (4.5), on part de (4.10) au lieu de (4.11) et obtient l'assertion de la 
même manière. 

Comme une conséquence immédiate du théorème précédent, on obtient: 

Conséquence 4.1. Sous les hypothèses su théorème 4.1, pour chaque ç e ^(Q), 
dujdxi satisfait à léquation linéaire 

(4.13) f X «u(^' ^ '") ^V£>' — dx 4-
Jü\i\AJ\uk dXi 

+T I ̂ ^{x.D^'u)D^<pdx = Uf) . ^ 
J ß \i\ukdxi \ dxi/a 
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Pour pouvoir démontrer que la solution u du problème aux limites appartient aux 
classes C^^\Q), I = /c, /c + 1, . . . ou est analytique, les conditions sur la régularité des 
coefficients et du terme à droit étant valables, il suffit qu'on démontre l'appartenance 
de la solution à С^^Щ; cf. Ch. B. Morrey [12]. 

Ce pas, c'est le point central des théorèmes sur la régularité des solutions des 
équations non-linéaires. 

Il est résolu au cas de /c = 1 aux travaux de O. A. Ladyzenskaja, N. N. Uralceva, 
cf. [6], aux travaux de Ch. B. Morrey, cf. [12], le cas /c ^ 1 et iV = 2 par l'auter, 
cf. plus loin et [14], [15], [16]. 

5. LES EQUATIONS D'ORDRE 2 

Nous démontrerons que la solution du problème aux limites appartient à C^^^'^(Q), 
l'espace des fonctions, dont les premières dérivées sont jt^-holdériennes, 0 < /x < 1. 

Cette démonstration répose sur le théorème de De Giorgi, cf. plus loin, que nous 
annonçons sous la forme à laquelle est venu G. Stampacchia dans [21], [21 bis]. 

Pour pouvoir utiliser cette théorie, il faut démontrer que les premières dérivées 
de la solution appartiennent à L^{Q'), Q' cz Q, Pour obtenir une démonstration 
relativement facile, nous adoptons une méthode de l'auteur cf. [17] et de E. R. BULEY 
[3 bis] et simplifierons encore des hypothèses. Nous supposerons dans ce paragraphe 
on posant M = 1 + Z \Q 

\a\ = i 

(5.1) 

\aij{x, Q\ g c/i" 
ÔXi 

(̂ . Ц й cß" 

(5.2) 

Pour le terme à droit, nous supposerons pour simplicité que 

df N 

dXi 
(x) < с 

Soit encore Q' a Q' a Q un sous-domaine arbitraire mais fixé d'abord; nous sup
poserons que la suite a„ des fonctions de (4.2) est telle que cr„(x) = 1 pour xe Q'. 

Théorème 5.1. Soit и la solution du problème aux limites, и € Wl^\ü), m ^ 2. 
Supposons (5.1), (5.2). Alors pour chaque Q' a Q' a Q, il existe c(ß') de sorte que 
pour xe Q': 

(5.3) 
N 

E 
i = l 

du 

dx: 
(x) ^ c(ß') . 

D é m o n s t r a t i o n . Démontrons l'énoncé pour N ^ 3 (le cas N = 2 est plus 
facile et se démontre de la même manière avec un autre choix des constantes). Si v(x) 
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est une fonction mesurable, désignons par (v(x))l = min (/, max (Î;(X), 0)) et par 
(t;(x))î_ = min (/, max ( —t;(x), 0)). Pour p = 0, 1, 2,. . . , définissons Ip, Xp par ÀQ = 
= 0, XQ = ^ ^t pour p ^ 1 par 

(M) . m + A , ^ . i = ^ ^ ( m + A,) 

N ~2 + Хр+г={М -2 + Xp) 
N ~ 2 

Posons dans (4.8) pour w = a '̂'[(zl̂ w)+]̂ "^^^ (cf. la notation de la démonstration 
du théorème 4.1). On a w G Wl^\Q) et le support de w appartient à D„. 

Démontrons maintenant par reccurence que pour p == 0, 1, ... 

\(N-2)/N(m + Xp + i) 
< 00 (5.5) ( Г (T--^/(^~2) ^ |pa^|(m4-A,)WN-2) ^ \ 

et de plus que 

a \(N-2)/N(m + Xp + i) 

й c /̂('"+'-̂ ^> (rn + Àp^,+N -2 + x^+i)'̂ '̂"+'-^^> . 

a 4(2V-2)/]V(m + Ap) 

ß l«l = l / 

avec с ^ 1. 
Si p = 0, (5.5) est vrai, ca découle de (4.6). Supposons (5.5) vrai pour un p et 

posons dans (4.8) w = (7̂ ^ + ̂ [(zĵ ^w)+]̂ •̂ ^̂ '•̂  Désignons 
/• / f 1 \m/2~l 

\ / = cj;;--̂  (1 + Z [(1 - 0 ^'^W + ^̂ ""(̂  + )̂]̂ ) I ^̂  • 
Jß VJo l«l = i / 

.|^£[(^.t.)^.]^^^^^^j'dx, 

-̂ 1 = f (1 + I (i)^w(x))' + E (^""(^ + /ï))')"^'"'. 
J ß |a| = l i«l = l 

.<^^^-^|ZI;,M(X)|^'*^^^MX, 

^2 = f (1 + I {D^u{x)f + X (^""(^ + /z))̂ )̂ '"-̂ >/̂  . 

.al'"-''^ |̂ ;,w(x)|̂ +^^^^dx, 

^3 = f (1 + Z (^" ti(x))2 + X (^'"(^ + ^))')"^' • <'''\^h w(x)|̂ *̂̂  dx . 
J ß |al = l l«l = l 
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On obtient par un calcul immédiat 

(5.7) Juc{l+ Я,+ 1 + K^^.Y {J, +J2 + ^3) • 

Les intégrales J^^, J^2>-^3 sont finies, cela découle de (5.5). On utilise maintenant 
plusieurs-fois le lemme de Fatou: premièrement pour / -> 0; ensuite (4.5) entraîne 
qu'il existe une suite /г̂  -> 0 telle que ^^^^(x) -^ {dujdx^ {x) presque partout dans Q\ 
on peut faire tendre /Î^ -> 0 dans (5.7) et enfin on fait le procès limite n -> 00. Il en 
suit l'inégalité 

(5.8) Г Ç |—[(7'^--/^(D^ti(x))ï^+^-->/^'cix + 
|a| = l 

+ f E а"^"^(/)^Ф))Т^'-^мх й 

й с{1 + А,+ 1 + к,^,У [ а^-^/(^-^> X \D^ w(x)|^-^^->^/^^-^> dx . 

Par le théorème d'immersion PF^^^(ß) -> l-if^K^N-iiP) POur (D''w(x))+ et (D''w(x))_ 
suit (5.6). Par application de (5.8) pour 0, 1, •••, P + 1 et par calculant log de cette 
expression, on obtient que 

a \(N-2)/iV(m + Ap) 
X ii)4x)|<--^^->^/(^-^>dx) d x ^ c , 

d'où l'assertion. 

Lemme 5.1. (E. De Giorgi, G. Stampacchia). 
Soit и 6 W^2\^) ^^ telle que pour cp e 9{ф) 

O Ù / G L X ( P ) , / , 6 L , , ( ( P ) , P > 7V/2, a,,.GL^((P), ^ a,/,^,- ^ c|^|^. Л/ог5 // existe 

/i = iLi{(9'), Ф' Œ (9 cz 0 de sorte que и e C^^^'^({p') et 

N 

||W||C(0).MC^,) ^ <^(^0(i|/||Lp(C) + Z И/̂ кгрСе )̂ + ||'"||ж2(1)(й?)) • 
i = 1 

Comme une conséquence immédiate du théorème 5.1 et du lemme 5.1 nous avons 

Conséquence 5.1. Les conditions du théorème 5.1 soient satisfaites. Alors il 
existe pi = i^{Q') de sorte que и e C^^^'^(Q') pour chaque Q' cz Q. 

En eff*et, on a (5.3), on passe dans (4.8) vers la hmite pour \h\ -> 0 et on apphque 
sur ôu/dxi le lemme précédent. 
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6. LES ÉQUATIONS D'ORDRE 2k 

Si l'on modifie les hypothèses (4.1), (4.3), (les â  de l'exemple 1.4 satisfont à ces 
hypothèses) on obtient pour l < m < со, N = 2, que la solution du problème aux 
hmites appartient à C^^^'\Q'), pour chaque Q' <= Q, cf. J. Necas [15], [16]. La 
démonstration de ce théorème est trop comphquée pour la donner dans ce cours. 
Ce qui est essentiel, c'est une estimation „à priori'' que nous allons formuler et dé
montrer ici: 

On se bornera, pour simphfier, au cas 2 g m < oo. Nous supposerrons en dé
signant 

(6.1) nu = i+ s ichM^.gi^cï"-
|a |=t 

M = 7 = / c , 

\i\ = \j\=k 

f(x,g 
dxi 

S cW"'^ , 

да: üi = О pour |ï| < ^ et —- = 0 pour \j\ < к . 

Pour la terme à droit, on supposera que 

avec 

(6.2) ' dx < 00 

et l'existence d'un PQ > 2 tel que pour chaque 1=1, 

\P0 

.N 

(6.3) 
fil'IS* dxi 

a^P^ dx < 00 

Soit encore x ^ 0. On désigne par 

Ci^\Q) = {u e С^^Щ, sup dX max ^ |^'w(x)|) < oo} , 
d>0 xeQd |a |^fc 

OÙ Q^ = [xe Q, dist (x, ^ß) > d}. 
Nous allons formuler notre théorème sur l'estimation „à priori": 

Théorème 6.1. Soi^ a ^ (1 + /c). 2/(2 — sm), 0 < s < 2/m ê  supposons les hypo
thèses (6.1), (6.2), (6.3), AT = 2. Л/ors si 

(6.3 bis) 
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il existe une fonction continue et positive, cj^s), définie pour 0 ̂  s < oo, telle que 

\df (6.4) ||H|e<..„ й cJi|«ik„.,., + Z ||/.|U„„„_, + Z I 
\ \i\=k \i\=k 1=1 

Cela étant, и e C^^^'^Q') pour Ö' с ß , 0 < /i = /z(ß'). 
D'abord, nous anonçons quelques lemmes: 

On démontre facilement (cf. J. Necas [16]): 

lôxi 

Lemme 6.1. Soit f{d) un fonction réelle, nonnégative, définie pour 0 < d < dQ 
et telle que pour a >.0 : sup d"" f(d) < oo. Soit x ^ O , 0 ^ Я < 1 , a ^ x/(l — X), 

0<d<do 
f{2d) й c^d-''f{dy + Cid'^ Alors pour ß ^ x{l - X), on a sup d^f{d) й 

0<d<do 
S c{ß, к, X, Cl). 

On démontre par la méthode de Morrey (cf. J. Necas [16]) facilement: 

Lemme 6.2. Soit K^^ {xe E^, \x\ < d}, ue Wl^\Ka), p > N. Alors 

(6.5) \u{0)\ й cd'-""^ 1 i - i / p / iv m du 
dx: (-) 

dz I + cd~ ' ! \u{y)\dy. 
J Kd 

Voici maintenant encore un lemme dont la démonstration n'est pas immédiate, 
mais pas compliquée, cf. J. Necas [16] qui jouera le rôle du lemme 5.1 (pour les 
résultats voisins, cf. N. G. MEYERS [9]): 

Lemme 6.3. Soient pour \i\ = \j\ = k, yl̂ ^ e L^(X^), A^ = Aji, ŷ  ̂  ĉ ? ^ 

й Z A,jUj % y, Y ^l fi e L,{K,), 2<p<2 + Q, et œe W^iK,) telle 
\i\ = \j\=k |/|=fc 

que pour cp e D[K^ 

f X A,jD'cpD^œéx= Y. [ D'cpf.dx. 
\кd\^\ = \j\=k m^fcjxd 

Alors il existe deux constantes уз = Уъ{о) > 1? У4{о) > Ö, telles que si 

(6.5)' 

alors 

(6.6) 

p\i -
l o g ( l - 5 ^ ) - l o g f l - ^ 

log Уз 
U2, 

"(I ii/.r 
\jKd\n=k 

Z {оЦ^^ах 
Kall 1» ' !=^ 

\^dx 1 + ^ 

i / p 
^ILy/P-2)/P, 

-k + N/p-N/2 

Kd 

Y {D'œy dxX^^I 
\i\UK ) J 

271 



Démonstration du théorème 6.1. Premièrement, la démonstration du théorème 
4.1 nous donne (4.5) sous l'hypothèse (6.3). Cela étant, compte tenu de (6.3 bis) et en 
posant dans (4.8) w = ^ de ^(ß) , nous obtenons pour \h\ -> 0 et chaque dujdxi une 
équation Hnéaire 

X a;j{x, D" u{x)) D'cpD' — dx = 
nlil = l7l=* dxi I 

JßHI=fc dxi jQ\i\=kdxi 

Soit XQG Q, d = ̂  dist (XQ, ÔQ). Désignons par K(xo) = {x, \x — XQ\ < d} et par 
L{xo) = {x, \x — XQ\ < djl]. Il suit du lemme 6.3 et de (4.5) immédiatement 

(6-7) .X \\D''u\\L,,H.obè<^d-"'"^a-\ 
Ы=к+1 

OÙ A, = max(l + ^ |Û"M(^)I)-

La condition (6.5)' entraîne la validité de (6.7) pour p = 2 + c^AJ'"". Posons 
^ W = (1 + Z (^' u{x)yy/\ Il suit de (4.5) que , 

|a|=fc 

et de (6.7) 

(6.9) , 7 f i WdxY%^—ЛГ-. 
Soit 

' ^Uo) ' 

^ - 4 - - , 0 < а < 1 , a + fo = l . 

Il suit de (6.8), (6.9) 

(I ̂  3m Pi \ i / p i 
dx) ^ сЛ^^*™-̂ ). J-''rf-(*+^"'. (6.10) 

\Jt(A:o) '=1 |3X 

D'autre part, étant M 6 W'«)(ß) il eji suit 

(6-^1) - ^ f |m(x) |dx^ccf- i . 

On voit que p^ ^ 2 + .̂̂  ^2-ш jj ^ î̂  maintenant de (6.10), (6.11^ et du lemme 
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6.2 que 

où a(4 — 6/m) = e. Nous prenons 0 < г < 2/m; l'assertion suit maintenant du 
lemme 6.1. 
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