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LES EQUATIONS ELLIPTIQUES NON LINEAIRES')

JINDRICH NECAS, Praha

(Regu le 13. novembre 1967)

Introduction. Le but de cette conférence est d’introduire le lecteur a la théorie des
équations elliptiques non linéaires d’ordre arbitraire. Nous avons choisi le point
de vue: les solutions faibles, la méthode variationnelle et la méthode des opérateurs
monotons. C’est & la méthode variationnelle, a laquelle est consacré le livre de CH.
B. MOOREY [12] et une partie du livre de S. G. MICHLIN [ 10], o on trouve une large
liste avec la bibliographie. Citons encore quelques travaux, étroitement liés avec le
procédé ci-dessous: F. E. BROWDER [1], [2], [3], M. M. VAINBERG [22], M. M.
VAINBERG, R. 1. KaCUROVSKE [23], A. LANGENBACH [7], J. NECAS, Z. PORACKA [20].

La méthode des opérateurs monotons est traitée par G. J. MINTY dans [11], [11
bis] et dévelopée par F. E. Browder dans une série des travaux dont I'union se trouve
dans [1]; un résultat analogue qui sera notre point de départ est dans le travail de
J. LErAY, J. L. Lions [8]. Cf. aussi le travail de P. HARTMAN, G. STAMPACCHIA [5].

Les questions sur la régularité de la solution faible seront aussi considérées. Il
reste & resoudre encore des problémes fondamentaux, cf. plus loin. Citons le livre de
O. A. LADYZENSKAJA, N. N. URALCEVA [ 6], le livre de CH. B. MORREY [12], le travail
fondamental de E. DE GIoraI [4]; un apercu sur la situation actuelle dans cette
question est contenu dans la conférence de J. Ne&as [14].

Qu’on suppose dans ce cours, c’est que le lecteur est familiarisé avec la théorie des
espaces de Sobolev. Nous citons des résultats seulement.

On fait la pluspart des démonstration. Les démonstrations, laissées a coté sont
triviales, sauf les lemmes 5.1 et 6.3. La théorie, dont le résultat est, entre outre, le
lemme 5.1, est exposé aux livres déja cités [6], [12] ou aux travaux de G. Stam-
pacchia [21], [21 bis]. Le lemme 6.3 est démontré au travail de I'auteur [16], cf.
aussi [15]. Pour simplifier 'exposé, on ne s’occuppe pas des énoncés découlant de la
théorie des fonctions réelles. L’exemple typique: les opérateurs de Némyckij.

On désigne la pluspart des constantes positives par le méme symbole c. Si nécéssaire,
on utilise des indices ou autres symboles.

- @
1) Cours d’été sur les équations aux dérivées partielles, Tchécoslovaquie 1967.
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1. DEFINITION DU PROBLEME AUX LIMITES

Soit Q un domaine borné de I'espace euclidien Ey, & frontiére dQ lipschitzienne.
On désigne par §(Q)Vespace des fonctions réelles, indéfiniment contindment différenti-
ables dans Q et par 2(Q) le sousespace de £(Q) des fonctions a support compact.
La notation usuelle D! = 8'1/ox{ ... 0xI¥ est utilisée. On introduit comme d’habitude

Iespace W,(Q), avec la norme
. 1/m
kym — <J\ Z 'Dlulm dX> ‘
o lilsk

On désigne encore par W (Q) la fermeture de 2(Q) dans W,(€). On désigne encore
par C®(Q) T'espace des fonctions k-fois continfiment différentiables dans Q (par
Cc™(Q) ... dans Q).

On a, cf. par exemple J. Nedas [17]: 6(Q) = W(Q), 1 £ m < 0. Si km < N,
w® < L, algébriquement et topologiquement avec 1/q = 1/m — k/N. Pour
1/g > 1/m — kN la transformation identique de W dans L, est compacte. Si
km = N Tl’assertion est vrai pour chaque 1/gq > 0 est la transformation identique
est compacte. Si km > N, W = C°(Q) algébriquement et topologiquement et la
transformation identique est compacte. Ce sont les théorémes d’immersion de
Sobolev.

On définit ax, {;) les fonctions réelles, pour xe Q, —o0 < {; < o, |j| £k,
j = (js ..., jy) étant un multiindex, continues pour presque tous x de Q en (j,
mesurables en x pour {; fixes. On suppose

(1.1) lafx, ¢;)| < (1 +|_|2<k|c,-|'""l), l<m< o,

[ullwnoo = Ju

ou on affaiblira la condition (1.1): on définit

gy = 1/m = (k = Ji))N
si (k —|iym <N, 1/q;;; >0 si (k—liym =N, 1/q,;; =0 si (k — [i[ym > N.
Pour 1 < g £ oo, soit q' = q/(q — 1) et posons x;,,; = q,;/4{;- Soit ¢(s) une
fonction continue dans <0, o0), non-négative. Au lieu de (1.1) on peut supposer

(12) lax, )] < c({ﬂqZN/mlel) (94x) +k—N/mZ§|j|glej[xhl.m) ,

olt g; € Ly, ,(Q), g{x) = 0.
Nous avons (pour un théoréme et la démonstration analoque, cf. M. M. Vajnberg

[22]):

Lemme 1.1. L’opérateur ax, D'u) résulte continue de W%(Q) dans L, ().
On se donne B, un ensemble linéaire, tel que 2(Q) = B = £(Q) et désigonns
par V = B, la fermeture dans W{(Q). Soit encore Q un espace de Banach, contenant
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2(9), avec 9(Q) dense. Supposons que V < Q algébriquement et topologiquement.
On se donne encore u, € W¥(Q) et une fonctionnelle g € V'’ (espace dual), telle que
gv = 0 pour ve W¥(Q) et encore fe Q.

Désignons fv = <v, fDq, gv = {0, gDs0-

Le probléme aux limites: on cherche u € W®(Q) de sorte que

(13) u — u() € V,

(1.4) YoeV: " Y Diwayx, D'u)dx = <v, o + {0, g0 -

o lilsk

Formellent, on obtient une équation non-linéaire dans Q: ) (—1)M.
12k

. D¥(a(x, D’u)) = f(x) dans la forme divergentielle.

Exemple 1.1. Prenons k = 1, m = 2;sii = (0,...,0,1,0,...,0) avec 1 sur [-¢me
place, définissons: a(x, D'u) = 0u/ox,. Puis, soit ag, o)X, D/u) = ulu|* avec
0 < 1 < o et quelconque pour N = 2 et avec 1 = 4/(N — 2) pour N = 3. Posons
B = 9(Q), @ = L,(R)avec 1 < p, quelconque pour N = 2 et avec p = 2N/(N + 2)
pour N = 3. Soit u, € W$(Q). Notre probléme aux limites correspond formellement
(on utilise la formule de Green) a la solution de I’équation:

(1.5) —Adu + ufu* = f(x) dans Q,
a la condition aux limites

(1.6) u=u, sur 0Q.

Exemple 1.2. On pose dans I'exemple précédent B = &(Q); alors V = wi(Q).

Soit <v, >0 =j vg dSavec g € L(09Q),1 £ q < oo et g est arbitraire pour N = 2,
o
d’autre part ¢ = 2(N — 1)/N pour N Z 3. Le probléme aux limites correspond

formellement & la solution de I’équation (1.5) et & la condition aux limites:

ou
1.7 — = sur 09,
( .) =9

du[on étant la dérivée selon na normale extérieure.

Exemple 1.3. Soitk = 1, m = 21, lunentier = O et posons a,.(x, Dju) = (6u/6x")'"—1
(pour i = (0,...,0,1,0,...,0) 1 étant sur i-éme place.

Puis ao, _o)(x, D'u) = u, B = &(Q), alors V = Wy(nl)(g)' v, gYsq soit de exemple
précédent avec ¢ = N(m — 1)/(N —1)mpour L <m <N, g > 1 pour m = N et

254



q = 1 pour m > N. Le probleme aux limites correspond a la solution de 1’équation

18  —m-1Y <§_“>"'_2@ tu=f(x) dans @,
n=1 Xn

ox?

N m—1
(1.9) Y (ﬁ> v, =g sur 0Q;
n=1 6x,,

V= (Vl, cens vN) est le vecteur de la normale extérieure.

Exemple 1.4. On cherche minimum de la fonctionnelle [, (1 + Y (D%u)?)"? dx —
la| =k

— [ ufdx, avec fe Lujm-15(2), 1 < m < oo, dans la classe des fonctions u, + v,
uy, € WiN(Q), fixé, ve W,(,,k)(Q) = V. L’équation d’Euler, dans la forme faible, c’est
(1.4) avec

<Uaf>9 ZJ‘ dex 5 <U, g>3g =0

Q
et avec

afx, Diu) = m(1 + Y (Du)*)™=2/2 piy .

ljl=k

2. METHODE VARIATIONNELLE

Pour simplifier Pecriture, on va désigner la dualité entre B, B/, un espace de Banach
et son adjoint par (v, f), v € B, f € B'. On définit 'opérateur T'de V — V' par

(v, Tu) = J‘ IIsz"vai(x, Duy + D'u)dx .
e lils

Nous pouvons exprimer les définitions ci-dessous a I’aide de ’opérateur T. D’habi-
tude, nous utiliserons la forme explicite.

Pour la théorie variationnelle abstraite, il nous faudra seulement quelques énoncés
faciles: si @(v) est une fonctionnelle sur un Banach, on désigne par

Dd(v, §) = lim

t—0

o(v + t7) — D(v)
t

la différentielle de Gateaux. On supposera toujorus que D@(v, .) est une fonctionnelle
linéaire et continue. On sait d’apres le théoréeme de Gantmacher, Smuljan, Eberlein
qu’un Banach B est réflexif si et seulement si la boule unité, fermée, est faiblement
compacte. On démontre immédiatement: si pour chaque v, v, € B, ®(v,) — ®(v) =
> DP(v,, v, — v,), alors &(v) est continue faiblement, inférieurement (cela veut dire:
v, — v (convergence faible) = lim ®(v,) = P(v)).

n— o
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On a aussi évidemment: si ®(v,) = min ¢(v), alors DP(v,, v) = 0 (point critique).
veB
Une fonctionnelle faiblement continue intérieurement, atteint son minimum dans
chaque boule fermée.
Revenons aux opérateurs différentielles.

Nous dirons que lopérateur T est totalement monoton (strictement), si pour
chaque v, we V, v + w et u, de la définition du probléme, la condition

(2.1) Y Di(w — v) [afx, D/ug + D'w) — ax, D'uy + D’v)[dx 2 0 (>0)

o lilsk

[(w — v, Tw — Tu) >0 (>0)]
est satisfaite.

Nous dirons que la condition de la coercitivité faible pour 'opérateur T est satis-
faite, si pour chaque v € Vet notre u,, la condition

(2.2) Y, Divax, Dug + D'v)dx = A(||v]

o lil=k

em) s (v, To) = 2

[lem)] s

o /(s)/s est sommable sur chaque intervalle (0, R), R > 0 et si

(2.3) fim 1 JR As) ds = .

R-o R S

Désignons encore par d, le nombre des indices |j| £ k.

Nous dirons que la condition de symmetrie pour les fonctions a; est satisfaite, si
presque partout dans Q:

(2.4 (~ 1) j % g, 1) de = (~ 1)l j % 4, 0 L.
Eda j EdaC

6j i

Remarque 2.1. Si

@5 Y (& — i) [adx &) — alx,n)] 2 0

lil=k

pour &, ; réelles, la condition (2.1) est valable. Si a; sont continiment différenti-
ables en (;, la condition

da;
2.6 —¢&&; 20
(26) Iil-%:lék aL;

entraine (2.5). La condition

(2.7)

[t llse,m= o0,

——1—f Y, Dva(x, D’uy + Div)dx = w0
v"k,m el

Y}
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entraine (2.2), (2.3). La condition
Yoax, )iz ey Y ‘Cilm + Cle(o,.,.O)l"' —c3
li|sk li|<k
avec ¢; > 0, ¢, > 0, ¢; = 0 (pour le probléme, ou V = Vf’,(,:‘)(Q), il suffit ¢, > 0),
avec la condition (1.1), entrainent (2.7).
Si les coefficients sont contintiment différentiables en {; pour presque tout x de Q,
la condition (2,4) équivaut & la condition

da; 0Oa;

(2.8) g4 _ o4y
of; o
Pour réduire le probléme aux limites, au probléme variationnel, if faut d’abord
trouver une fonctionelle de sorte que D®(v, B) = (8, Tv).

Théoréme 2.1. Si (2.4) est valable, la fonctionelle

(29) o(v) = Jth Y. Diva(x, Dlug + tDIv) dx — <v, f>0 — <v, 900

0 o lilsk

est continue sur V, ayant la différentielle de Gateaux au chaque point v de V et

Da(v, 7) = f S Divay(x, Diug + D) dx — <5, f30 — <5, gdea -
o lilsk
Démonstration. Soit » = [|<q exp (|¢|*/(|¢|* — 1)) d{ et posons pour presque
tousxde 2,0 < h < 1:

1 ¢ —z?
ag(x, () = WJ‘K—ZIQ expm cafx, z)dz.

On obtient immédiatement que les ay(x, {;) satisfont aux conditions (1.2) ou (1.1);
I’estimation ne dépend pas de h. Pour h fixé, une telle estimation vaut pour les dérivées
des ay(x, {;) en {;. Définissons a I'aide des a;(x, {;), par (2.9) la fonctionnelle ®,(v).
Il suit de (2.4) que 0a;/0; = da;,[/d(;; si nous utilisons cela, nous obtenons sans
difficulté pour v e B:
didﬁ(v + D) =J‘ D'bay(x, D'ug + D/v + tD3) dx — {8, D0 — (B, §)sn -
T o 12k

s

Il en suit que pour ¥ € B : .

(2.11) 2o +0) = o) L[y Y. Digay(x, Diug +
T TJo oli

[<k
+ Div + TDjﬁ) dx — <, f>9 — <, 900>
d’ou (2.11) pour ve V. On peut faire tendre h > 0 dans (2.11) et on obtient par 1a
(2.11) pour a(x, {;).
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Théoréme 2.2. Les conditions (2.1)—(2.4) soient satisfaites. Alors il existe un
minimum de la fonctionnelle ®(v) de (2.9) dans v, soit v. La fonction uy + v est une
solution du probléme. Si la condition de la monotonie stricte est satisfaite, la solu-
tion est unique.

Démonstration. Il suit facilement de (2.1) linégalité: &(v,) — P(v,) =
2> D®(v,, v, — vy) alors la continuité faible inférieurement de la fonctionnelle est
satisfaite. On a

o) 2 [0l = eloln = el (= [ s ),

lim &(v) =

lIollie,m= oo

d’ou

11 en suit P’existence de minimum, soit v; C’est le point critique. L’unicité est claire
Ecrivons les fonctions aj(x, {;) sous la forme a(x, {,, {;), ou |«| = k, |B| < k.
Nous dirons que la condition de la monotonie de 'opérateur T de sa partie princi-

pale est satisfaite, si pour v, w, w € Vet notre u,, 'inégalité

(212) Y. Di(w — v) [afx, D*uy + D*w, D*uy + DPw) —

o lil=k

— a{x, D*uy + D, D*uy + DPw)] dx = 0

a lieu. Supposons encore qu’il suit de v, = v

213)  lim { j S Di(v — v,) [ai(x, Do + D*v, DPug + Dhv,) —

n— o o lil=k

— a{x, D’ug + D’v, D’uy + DPv) dx +j Y. D'(v — v,) [a(x, D'uy + D'v,) —
o lil<k

— a{x, Dluy + D'v)] dx} =0.
Théoréme 2.3. La condition (2.1) du théoréme 2.2 soit remplacé par (2.12), (2.13).
Alors il existe un minimum de la fontionnelle d’(v) (2.9).

Démonstration. Il suffit de démontrer la continuité faible inférieurement de
@(v). Soit v, — v.On a

@(v,) — @(v) — DD(v, v, — v) =

1
- J dt| Y Di(v, — v)[a(x, Duy + D + tD*(v, — v).,
o Jel

i|=k
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D’uy + DPv + tDP(v, — v)) — a(x, D*uy, + D%, DPuy + DPv +

+ 1DA(u, — v))] dx + '[ :)dt f 3 Do = o) [, D +

i
+ D, DPuy + DPv + tD*(v, — v)) — ax, D*uy + D"v, DPuy + DPv)] dx +
1
S J dtj Y, Di(v,— v) [afx, Dlug + D'v + tD/(v — v,)) —
0 o lil<k
— a(x, D’ug + D'v)]dx = 4, + B, + C,.
On a lim D&(v, v, — v) = 0 et d’aprés les hypothéses (2.13)
lim (B, + C,) = 0.

n— o

11 suit de (2.12) que 4, = 0, d’ou

Erﬂdi(vn) = o(v),

c.q.f.d.
Remarque 2.2. La condition
(214) ||2—:k(él - r’l) [al(xa 541’ CB) - ai(xa Nas gﬂ)] g 0

ou si ai(x, &L ,,) sont continfiment différentiables en &,, la condition

(2.15) Y B, ) e 20
li1=Til=k 0¢;

garantissent (2.12). Pour avoir (2.13), il suffit que dans (1.2) pour |i| = k, |j| < k,
on remplace x; ;) Par x;, ;> Ve %3, |j; < %)i,1; €t pour |i| < k la méme chose et
encore pour k — Njm < |i| < k, g5 € Lyv,(Q) avee g > qjy.

Remarquons que dans les théorémes analogues, basés sur la théorie des opérateurs
monotons, on suppose (2.14) > 0 pour ¢ # n et une condition de croissance pour
af(x, & &), |i| = ken &, cf. plus loin et J. Leray, J. L. Lions [8], F. E. Browder [1].

Pour les méthodes approximatives, nous nous tournerons a la considération classi-
que des suites minimisantes, & savoir des suites, pour lesquelles, lim &(v,) = min &(v).

n-» o veV

Nous démontrons immédiatement par absurde:

Théoréme 2.4. Supposons (2.1)—(2.4) et la monotonie stricte. Soit v, une suite
minimisante. Alors v, — v.
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Pour obtenir la convergence forte, il suffit de supposer au lieu de (2.1): pour
v, w e ¥, u, en question, on a

(2.16) f ' Di(w — v) [ai(x, Dl + D'w) — ai(x, Dug + DVo)] dx =
o lilsk

= 'I(HW - ka,rn) >
ol (s)/s est sommable sur chaque intervalle (0, R), R > 0 et si [§ (A(s)/s)ds >0
pour R > 0.
Théoréme 2.5. On suppose (2.1)—(2.4), la monotonie stricte et (2.16). Alors si v,

est une suite minimisante et v la solution du probléme, alors v, — v.

Démonstration. Etant &(v,) - ®(v), on a d’aprés le théoréme 2.4: v, — v.
Maintenant

@.17) o(v,) — B(v) — DI(v, v, — v) =

1
= J dt-[ Y. Di(v, — v) afx, D'ug + D’v + t(D’v, — D'v)) dx —
ol

0 iT<k
1 .
—Jdtf Y. Di(v, — v)
o Jelisk

flon=2]lic,m
afx, D'uy + D'u)dx = J @ ds,
o 5

d’ou le résultat: si ||v, — v|,, ne converge pas vers zéro, on en peut tirer une sous-
suite convergeante, soit vers ¢ > 0, ce qui n’est pas en vertu de (2.15) possible.

3. APPLICATION DE LA THEORIE DES OPERATEURS MONOTONS

Prémiérement, voild un théoréme de J. Leray, J. L. Lions, cf. [8]. Il n’est pas
substentiel que I’espace de Banach ¥ que nous allons considézer est réel.

Lemme 3.1. Soit Vun Banach réel, réflexif, A(v) un opérateur borné de V dans V',
continue de tout sousespace de V de dimension finie dans V' faible. On suppose la
coercitivité

(3.1) lim A0 _

o0 .
ot~ o]

Alors si une des hypothéses suivantes est satisfaite, 'opérateur A est surjectif.
Hypothése I: A(v) est monoton: (v — u, A(v) — A(u)) = 0 pour v, ue V.
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Hypothése 1I: Il existe une application bornée de V x V dans V', soit A(v, u),
telle que A(u, u) = A(u) pour u € V et vérifie des conditions:

(i) Vv e V, application v — A(v, u) est continue de toute droite de V dans V'
faible (hemicontinue) et pour u,ve V(u — v, A(u, u) — A(v, u)) = 0,

(ii) si u, —~u dans V et si (u, — u, A(u,, u,) — A(u,u,)) > 0, alors pour ve
e V:A(v, u,) = A(v, u) dans V',

(iii) si u, — u et A(v, u,) = v’ dans V', alors (u,, A(v, u,)) > (u, v').

Nous dirons que pour 'opérateur elliptique T, la condition de coercitivité est
satisfaite, si 'on a (2.7).

11 suit immédiatement du lemme 3.1, hypothese I:

Théoréme 3.1. Les conditions (2.1), (2.7) soient satisfaites. Alors il existe une
solution du probléme aux limites.

Nous obtenons aussi du lemme 3.1 immédiatement:

Théoréme 3.2. Supposons que a(x, {;) pour |i| < k, ne dépend pas de {;, |j| = k
et la condition (1.2) avec x|, ;; < %yu,1;1; la derniére condition aussi pour |i| = k.

Puis les hypothéses (2.12), (2.7) soient satlsfattes Alors, il existe une solution du
probléme aux limites.

Démonstration. Posons (w, A(v, u)) = fn Z D'wayx, D*uy + D*, DPugy +

+ DPu)dx. 1l suit du lemme 1.1 et de la cornpamté d’immersion en question, que
Iapplication A(v, v) est bornée et que u, — u = A(v, u,) > A(v, u) dans V', d’ou (ii),
(iif); (i) suit de (2.12), c.q.f.d.

Au cas, ou g; pour |i| < k dépendent de {;, |j| = k, ajouterons encore quelques
conditions algébriques sur a;, |i| = k (cf. J. Leray, J. L. Lions [7], F. E. Browder [1])

(3.6) _Zkai(X, o Cﬂ) 5i/(lé| + |6]m—1) - ©

pour [f] — oo, uniformément par rapport aux g,

(3'7) |'|Zk[ai(x, éa: Cﬂ) - ai(xa Nas Cﬂ)] (61 - ’11) >0
pour ¢ % n presque partout dans Q.

Théoréme 3.3. Supposons que pour |i| < k, |j| < k la condition (1.2) est valable
avec 1}y i1 < %, 151> €t pour k — Nfm £ |i| < k que g; € Ly, (Q) avec g} > gy
Puis supposons (2.7) et (3.6). Alors, il existe une solution du probléme aux limites.

Démonstrons d’abord un lemme (VOll‘ la méme démonstration dans J. Leray, J. L.
Lions [8], mais une autre assertion).
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Lemme 3.2. Sous les hypothéses sur a; du théoréme 3.3 soit u, — u dans W,f,k’(Q)
et posons

fu(x) = ¥ [afx, Duy + D"u,, D’uy, + D'u,) —
lilsk
— a{x, D*uy + D°u, Duy + Du,)] [D'u, — D'u]

et supposons que [q f,(x)dx — 0. Alors il existe une suite partielle, encore notée
par u,, telle que

(3.8) D'u,(x) - D'u(x)
presque partout dans Q pour |1| < k.

Démonstration. Il suit de (3.7) que f,(x) = 0, alors, on peut trouver une sous-
-suite des f, (quon note encore f,), telle que f,(x) - 0 et D* u,(x) - D’ u(x), || < k,
presque partout dans Q. Soit x un tel point et encore tel que g,(x) < oo (cf. (1.2)).
Soit (aprés un choix) lim D u,(x) = &, |i| = k. Il suit de (1.2) et (3.6) que

n— oo

fu(x) = Z afx, D*uo(x) + Du,(x), DPuy(x) + D’ u,(x))

i|=k

Dhus) = o) (1 + % D" + 3 D)),

d’o |&;| < oo. Mais il suit de (3.7) que &; = D' u(x), d’ol Iassertion.

Démonstration du théoréme 3.3. Définissons

a a B B
0
-~ (w, A(v, u)) = ZDwa(x D*uy + D*v, DPuy + DPu)dx +

li|=k

+ j‘ Y. Diwa(x, D'uy + D'u)dx .
o lil<k

Il suit du lemme 1.1 que A(u, v) est une appllcatlon bornée, continue; la condition de
monotonie suit de (3.7).

Vérification de (ii): si u, — u et (u, — u, A(u,, u,) — A(u, u,)) > 0, ce qui est
Jafu(x)dx du lemme 3.2, il en suit, aprés un choix convenable, pour |i| < k:
a{x, Dlug(x) + D'u,(x)) converge presque partout dans Q vers ax, D/uy(x) +
+ DJu(x)), d’ou par le théoréme de Jegorov et compte tenu du fait que

*
X< %o
suit que

(3.9) Y. Diwa(x, D'uy + D'u,)dx —»J Y. D'way(x, D'uy + D/u)dx.
Q2

o lil<k lil<k
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Mais de chaque sous-suite de {u,}, on peut tierer une autre, telle que (3.9) est
valable: il en suit que (3.9) est valable pour la suite originale. D’autre part, il suit de
compacité de I'immersion que ayx, D*uy + D*v, D’uq, + D'u,) > a{x, D"uy +
+ D™, DPuy + Du) dans L,,(Q), d’ou (ii).

Vérification de (jii): soit u, — u dans V et A(v, u,) — v’ dans V’. Alors pour
li| £ k:
afx, Duy + D", D'uy + D’u,) - a|x, D*uy + D, DPuy + DPu)

dans L, (). D’autre part, nous avons

(3.10) j Y. Di(u, — u) ax, D'ug + D’'u,)dx - 0.
o lil<k

Maintenant

". Y. D'way(x, D'uy + D'u,)dx =

o lil<k

= (u, A(v, u,)) — J D'ua(x, D*uy + D, D*uy + DPu,)dx —
e

o lil=
= (u,v') —J‘ |;'CD"uai(x, D*ug + D, D*uy + DPu)dx
o lil=

alors en vertu de (3.10)

j‘ Y. Diu,afx, D'uy + D'u,)dx —

o lil<k )

- (u, V') —'[ Y. Diua(x, D*uy + D™, D’uy + DPu)dx,
o lil=k

d’ou (iii) et le théoréme.

4. REGULARITE DE LA SOLUTION, CAS GENERAL

On supposera dans cette section la dérivabilité continue des fonctions a(x, {;)

en x, {; et on va désigner a;{(x, {;) = (9a,;/0;) (x, {,). Pour la littérature, cf. J. Nedas
[13] et M. L. Vi§ik [24]. On va se borner aux hypothéses m > 2 et en désignant

Viile d) = d +la;=k|ca| si |i| =k et

Vilw d) = d + Mzék\cal si i <k (d20)
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on supposera

- bl a i . i
(41) Iaij('x: Ca)‘ = CV'|"i/|2 1V’I'.li/|2 ! > a—)acl(x3 Caz) = Cv']"il ! » pour Ill <k ’
1
Q‘ﬁ(x, L) S o~ VPWEZY? pour i =k,
0x,
AT W CN SIS
li|=k li|=1jl=k

Désignons par ¢ une fonction de £(2) n &(2) équivalente a la dist (x, 6Q) et telle
que

(4.2) |Dis| < cot 1

et par Q, une suite croissante des sousdomaines, @, = Q telle que lim Q, = Q et
n—oo

par o, la suite des ,,6¢ correspondante.

L’inégalité (4.2) est valable indépendamment de n; on peut supposer encore que
0,(x) - o(x) dans Q. L’existence d’une telle suite 2, et des fonctions ¢, est démontrée
aux travaux de I'auteur [18], [19].

Pour le terme a droit, on supposera que

if_ a‘k
0x,

N

(4.3)

<c.
(W mlie= 1))’

i=1
On désigne par 4, u(x) = (u(x + h) — u(x))/z. Nous utiliserons cette propriété

bien connue, (cf. J. Negas) [17]: si ' = Qet |n| < dist (2, 0Q), h = (0, ..., 7,0, ...
ey 0), avec 7 sur [-&me place, il est:

' N .
ue W‘(,k)(.Q) , 1 < p < @lzl “Ahu”WpU‘_”(Q') <c.

Cela étant, on a lim Au = du/dx, dans W 1(Q') et

-0

N
'1;1 ”Ah““Wp("-”(n,) < cl““”Wp“‘)(m
N
||“||W,<k><n> < ¢y sup (lim Y ”Ahu“Wp("'”(ﬂ') + ll“llwp<k"1)<9>)-
e 1-01=1

Théoréme 4.1. Soit u la solution du propléme aux limites, m = 2, et supposons
(4.1)—(4.3). Alors

N
(4.9) J o*y {i [d + (D“u)z]"'/"' } dx <¢ *
o 1=1 (0x; laJ=k

264



et pourd > 0

Q

Pourd =2 0,0n a

(4.6) [ Z g2kl (N=2) |Diul(m.N)/(N—2) dx < ¢ (N > 2) ’
o lilsk

4.7) Y o™ |Duffdx <c (N=2,1Zp< ).
o lilsk

Démonstration. Posons pour x e Q,:v(x) = o2%(x) 4, u(x), pour x¢Q,:
to(x) =0 (h=(0,...,0,7,0,...,0), ©>0 avec t sur [-éme place, |h| <
< dist (?,, Q). On a ve W¥(Q). Soit encore we W¥(Q) avec dist (support w,

0Q) < dist (2,, 0Q). 1l suit de (14)

(45) _[ T [ j a4 thy (1= 1) D u(x) +

D+ 1) de | D) D7y () +
+f Y I:J“ g_a_i(x + th, (1 — ) D’ u(x) + tDJu(x + h)) dt] Diw(x) dx =
@ lilsk | Jo 0%
=W, 4,f>q -
Posons
2 =J‘G:k{jl(d + z |(1 _ t)D“u(x)-i-
Q 0 la] =k

- 1Du(x + B2 dt} S (D' u(x) dx et w=o.
Ji[=k

11 suit de (4.4) I'inégalité
(49) I < e I P ulE + collullem + el £l [ufime
ou

”f"n = Ha:Ahfll(vf'm(k—l))' .
11 suit de (4.9) que

2
(W =127

1
”a:Ahf”(von(k—l))' = Gﬁf ﬂ (x + th) dt
0 0x;

d’ou
(4.10) I S ey + cs||f]a-
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Pourd 2 0Oona
S+ X (0l DT < [+ X (T =
g;{jwﬂ;grwNWM+um@+@ﬂW*mL§gmwm%

(4. 11)J {04+ DO+ YT~ [d + % (0T o dx <

<o+ bl
(4.11) implique que la fonction w(x) = [d + Y. (D" u(x))*]™* converge dans
lel=k
L,(Q), @ < Q, vers sa dérivée qui existe dans L,(Q’). Par un choix convenable

des 7, — 0, on obtient de (4.11) et du lemme de Fatou I'inégalité

af

Xy

(4.12) J' { —[d + Y (D"u)z]”'/“} dx < ¢ + g Z

=1 0x, la|=k =1

r '[ ()" d

(W= 1))’

Mais I'inégalité de Hardy

J

et les inégalités (4.2) pour ¢ et o, entrainent que

i
0x,

dx £

f () dx|

6f‘

< Co o ——
‘(Wm(k 0y

>

(W = D)’

d’ou par le procédé limite: n — co et du lemme de Fatou suit (4.4); (4.6) et (4.7),
ce n’est qu’'une conséquence des théoremes de I'immersion.

Pour obtenir (4.5), on part de (4.10) au lieu de (4.11) et obtient I'assertion de la
méme maniére.

Comme une conséquence immédiate du théoréme précédent, on obtient:

Conséquence 4.1. Sous les hypothéses su théoréme 4.1, pour chaque ¢ € 2(Q),
O0u|0x, satisfait a léquation linéaire

(4.13) Y ay(x, Du) Dipni L dx +
lilljlsk ax,
+ 3 %(x, Diu) Dip dx = { o, A . *
o lilsk 0x, 0x,/ o
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Pour pouvoir démontrer que la solution u du probléme aux limites appartient aux
classes C(Q), I = k, k + 1, ... ou est analytique, les conditions sur la régularité des
coefficients et du terme a droit étant valables, il suffit qu’on démontre ’appartenance
de la solution a C®(Q); cf. Ch. B. Morrey [12].

Ce pas, c’est le point central des théorémes sur la régularité des solutions des
équations non-linéaires.

Il est résolu au cas de k = 1 aux travaux de O. A. LadyZenskaja, N. N. Uralceva,
cf. [6], aux travaux de Ch. B. Morrey, cf. [12], le cas k = 1 et N = 2 par l'auter,
cf. plus loin et [14], [15], [16].

5. LES EQUATIONS D’ORDRE 2

Nous démontrerons que la solution du probléme aux limites appartient 2 C*V"#(Q),
I’espace des fonctions, dont les prémieres dérivées sont p-hdldériennes, 0 < p < 1.

Cette démonstration répose sur le théoréme de De Giorgi, cf. plus loin, que nous
annongons sous la forme a laquelle est venu G. Stampacchia dans [21], [21 bis].

Pour pouvoir utiliser cette théorie, il faut démontrer que les premieres dérivées
de la solution appartiennent & L,(Q'), @' = Q. Pour obtenir une démonstration
relativement facile, nous adoptons une méthode de 'auteur cf. [17] et de E. R. BuLey
[3 bis] et simplifierons encore des hypothéses. Nous supposerons dans ce paragraphe
onposant g =1+ Y |{,]|

lel=1

(5.1)

[aij(x7 Ca)l _S_ c“m—Z s

da;
— X Gq
ax,( L)

Sepmt, o epmt?r Y & < aif(x, &) €& .
lil=1 lif=lil=1

Pour le terme a droit, nous supposerons pour simplicité que

T ()

(52) s |Z

i=1

<c.

Soit encore Q' = @' = Q un sous-domaine arbitraire mais fixé d’abord; nous sup-
poserons que la suite ¢, des fonctions de (4.2) est telle que 0,(x) = 1 pour x € Q.

Théoréme 5.1. Soit u la solution du probléme aux limites, ue W{P(Q), m = 2.

Supposons (5.1), (5.2). Alors pour chaque Q' = Q' < Q, il existe ¢(Q') de sorte que
pour x € Q":

(53) Y

i=1

ou
ox. *)

< ().

i

Démonstration. Démontrons I’énoncé pour N = 3 (le cas N =2 est plus
facile et se démontre de la méme maniére avec un autre choix des constantes). Si v(x)
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est une fonction mesurable, désignons par (v(x))} = min (I, max (v(x), 0)) et par
(v(x))~ = min (I, max (—v(x), 0)). Pour p =0, 1,2, ..., définissons 1,, %, par A, =
=0, %, = 2 et pour p = 1 par

N
(54) . m 4 Apiq =Xr—__2(m+'1p)

N—=2+4%4;=(N—2+x,)

N-2

Posons dans (4.8) pour w = ¢”?[(4,u)}]'** (cf. la notation de la démonstration
du théoréme 4.1). On a w e W{(Q) et le support de w appartient & &,
Démontrons maintenant par reccurence que pour p =0, 1, ...

(5.5) (J‘ a_x‘,N/(N—Z) Z IDuul(m+/1p)N/(N—2) dx < ©

(N=2)/N(m+24p+1)
Q le]=1 >

et de plus que

IIA

(N-2)/N(m+2ip+1)
(J‘ a_xp+1N/(N—2) z lDqu(m+lp+1)N/N~2) dx)
Q

la|=1

SR (4 Dpiy + N = 2 4 x,y,) YA

X (J a,xpN/(N—Z) Z IDauI(m*l'lp)N/(N—Z) dx
2

(N=2)/N(m+Ap)
Ja]=1 )

avecc = 1.

Si p =0, (5.5) est vrai, ca découle de (4.6). Supposons (5.5) vrai pour un p et
posons dans (4.8) w = o7 *'[(4,u)}]" **»*. Désignons

5= [ o ([ 2 10 =00 + 0 + h)]2>)'"’“qr.

S (0 11+44 2
3 {5; (A1) ] } dx

i= .

i

Sy = jg(l + |a|2= 1(D“u(x))2 + |¢[2=1(Dau(x + h))z)"‘/Z-l .

Lo T2  Au(x)P A dx

2" »[ 9(1 +|«z|z= 1(Dau(x))2 +,,?Z; 1(D°‘u(x + h))H)m-biz

coprt T A u(x)| A dx
5, = f L+ X (D u@) + 5 (Dulx + W)Y . 6| dy u()r* dx .
o le|=1 la[=1
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On obtient par un calcu! immédiat
(5.7) ISl + Ay + %41)> (Fy + S5 + F3).

Les intégrales 4, 4,, 45 sont finies, cela découle de«(5.5). On utilise maintenant
plusieurs-fois le lemme de Fatou: premierement pour [/ — 0; ensuite (4.5) entraine
qu’il existe une suite h, — 0 telle que 4, u(x) - (0u/dx,) (x) presque partout dans Q;
on peut faire tendre h, — 0 dans (5.7) et enfin on fait le procés limite n — co. Il en
suit P’inégalité
n . 2
(59) j 5 {ai [a*»“”(uau(x))&"“wM]} dx +
X;

o i=1
lel=1

+ Y. o (D u(x))T et dx <
olal=1

Sl + 2p4q + %p+1)2j a®eN V=2 N | Dy ()| ANV D) gy
0 la]=1

Par le théoréme d’immersion W$(Q) - Lyy;v—2)(Q) pour (D*u(x)), et (D*u(x))-

suit (5.6). Par application de (5.8) pour 0,1, ..., p + 1 et par calculant log de cette

expression, on obtient que

( T [ Dou(x)| N2 g dx < e,

(N=2)/N(m+2p)
Qlel=1 )

d’ou I’assertion.

Lemme 5.1. (E. De Giorgi, G. Stampacchia).
Soit u e WiP(0) et telle que pour ¢ € 9(0)

=f<pfdx +f 5 %fidx,

N ¢ 6u

2 a

0‘11115 0

ou fe L(0), fie L,(0), p > NJ2, a;; € L,(0), Z a,jié > c|¢|?. Alors il existe

p=w0),0 0 c@desortequeuec(o"‘(@)et

[ullcom@y = @) (| fllLp0r + Z 1fill oy + [ullwaco) -

Comme une conséquence immédiate du théoréme 5.1 et du lemme 5.1 nous avons

Conséquence 5.1. Les conditions du théoréme 5.1 soient satisfaites. Alors il
existe i = p(Q') de sorte que u € CV*(Q') pour chaque Q' < Q.

En effet, on a (5.3), on passe dans (4.8) vers la limite pour || — 0 et on applique
sur du/ox, le lemme précédent.
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6. LES EQUATIONS D’ORDRE 2k

Si I’on modifie les hypothéses (4.1), (4.3), (les a; de I’exemple 1.4 satisfont a ces
hypothéses) on obtient pour 1 < m < oo, N = 2, que la solution du probléme aux
limites appartient & C*"*(Q’), pour chaque Q' < Q, cf. J. Nefas [15], [16]. La
démonstration de ce théoréme est trop compliquée pour la donner dans ce cours.
Ce qui est essentiel, C’est une estimation ,,a priori‘ que nous allons formuler et dé-

montrer ici:

On se bornera, pour simplifier, au cas 2 £ m < 0. Nous supposerrons en dé-

signant

61) ¥()=1 +1a1}:=‘k|‘:a| : |ai,~(x, Ca)l S, ay=ay, |‘| =

Z aij(xs Ca) 616] g qum—zlélz B
lil=1jl=k
% (v, ) < cwmt
0x,

%=0 pour |j| <k.

i

a; =0 pour Ii[<k et

Pour la terme & droit, on supposera que

W fda=Y f Diwf, dx
li|sk J o

avec -
(6.2) > fMe P dx < w0
’ o lil=k
et Pexistence d’un p, > 2 tel que pour chaque [ =1,...,N
Po
(6.3) f Y |('}_f, o dx < o .
o li[=k |0x;

Soit encore % = 0. On désigne par

CH(Q) = {ue CP(Q), sup d*(max Y. |Du(x)|) < oo},
a>0 xeQa |a| =k
ol Q, = {xeQ,dist(x, 0Q) > d}.
Nous allons formuler notre théoréme sur I’estimation ,,a priori‘‘:

il = k.

Théoréme 6.1. Soit « = (1 + k). 2/(2 — em), 0 < & < 2/m et supposons les hypo-

théses (6.1), (6.2), (6.3), N = 2. Alors si
(6.3 bis) ue CHQ)
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il existe une fonction continue et positive, c,(s), définie pour 0 < s < o, telle que

o

g .
0x, LP'>

69 lulew. < e (1w + % Willwines + %

lil=k 1=1

Cela étant, u € C®*(Q) pour @' = Q,0 < p = p(Q).
D’abord, nous anongons quelques lemmes:
On démontre facilement (cf. J. Nedas [16]):

Lemme 6.1. Soit f(d) un fonction réelle, nonnégative, définie pour 0 < d < d,

et telle que pour « >.0: sup d*f(d) < o0. Soit % 20,0 <A< 1,0 = /(1 — 4),
0<d<do

fd) £ e, d™* f(d)* + c,d™*. Alors pour B = x(1— 1), on a sup d*f(d) <

0<d<dp
S B, x, 4, ¢y).
On démontre par la méthode de Morrey (cf. J. Necas [16]) facilement:

Lemme 6.2. Soit K, = {x € Ey, |x| < d}, ue W{"(K,), p > N. Alors
1-1/p / N P i/p
(69l = e ()T (S | @) )| .
p—N i=1 J g, |0x; Ka

Voici maintenant encore un lemme dont la démonstration n’est pas immédiate,
mais pas compliquée, cf. J. Necas [16] qui jouera le role du lemme 5.1 (pour les
résultats voisins, cf. N. G. MEYERs [9]):

Lemme 6.3. Soient pour |i| = |j| = k, A;;e Ly(Ky), Ajj = A4, 7, Y, & <
lil=k
S Y AL Sy, Y &, fieL(Ky), 2<p<2+4g, et weWP(K,) telle
lil=1jl=k Ji|=k

que pour ¢ € D(K,)

f- Y A, D'pDodx = Y [ Diopf;dx .
K J Ka

2 1i=1i1=k li|=k

Alors il existe deux constantes y; = y5(¢) > 1, y4(e) > 0, telles que si

1
log<1——h>—log( —X—1>
1 — 2y, V2 <2,

6.5)
(©3) g log 73
alors
X 1/p 2
(6.6) < y |D'w|" dx) < S,
: Ka/2 |

Ay

i1

1/p 1/2
[( s ax) +d/(f 3. (Do) dx) ]
ka lil=k Ka lIISK i

i|=k

271



Démonstration du théoréme 6.1. Premiérement, la démonstration du théoréme
4.1 nous donne (4.5) sous I'hypothése (6.3). Cela étant, compte tenu de (6.3 bis) et en
posant dans (4.8) w = ¢ de 2(2), nous obtenons pour |h| — 0 et chaque du/dx, une
équation linéaire

f Y, ay(x D*u(x)) Di(PDj‘?“dx:
Q

lil=jl=k X

Y pip PLigy — [ 5 %y, pru(x)) Dig dx .

olil=k  0x o lil=k 0x;
Soit xo € Q, d =} dist (x,, 0Q). Désignons par K(xo) = {x, |x — xo| < d} et par
L(xo) = {x,|x — xo| < d/2}. 1l suit du lemme 6.3 et de (4.5) immédiatement

(67) ”D u“Lp(L(xg)) S ed” 2k— 1Am l
lal=k+1

ol A, = max (1 + ) |D* u(x)|).
xe0y la| =k
La condition (6.5)" entraine la validité¢ de (6.7) pour p = 2 + ¢,42™™. Posons
m(x) = (1 + Z (D* u(x))?ym'* 11 suit de (4.5) que

2 2 1/2
6 ([ 2 o) e
Lixo) i=1 \0X;

et de (6.7)
- 2 P \l/p
(6.9) ) (J‘ z a_m dx é cd-Zk-1A;}m—2 .
L(xgy i=1 |0X;
Soit
1
;§g+g, O<a<l1l, a+b=1.
1 p
I1 suit de (6.8), (6.9)
2
(6_.10) (J Z a_m i dx>1/pl < cA:(%m-z) CdTkg et 1)a .
L(x0) '=1 6xi
D’autre part, étant u € W'(:)(Q) il en suit
(6'11) ‘ lz |m(x)| dx £ cd™t.
d L(xo0)

. ) »
On voit que py 22 + ¢ AZ™™. 11 suit maintenant de (6.10), (6.11) et du lemme
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6.2 que
A2d é ca—ld—(k+1)2/m A(}—Z/m+a’

ol a(4 — 6/m) = &. Nous prenons 0 < & < 2/m; D’assertion suit maintenant du
lemme 6.1.
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