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UBER EINE NICHTLINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG
DRITTER ORDNUNG

JAN VORACEK, Olomouc

(Eingelangt am 20. November 1968)

In dieser Mitteilung werden wir einige Eigenschaften der Losungen der Differential-
gleichung (Dgl.)

(1) x" + f(x") + g(x) x" + h(x) = e(t)

studieren. In (1) seien die Funktionen f, g, h, e stetig fiir alle Werte ihrer Argumente.
Wir fithren weiter folgende Voraussetzungen iiber diese Funktionen ein:

(2 @ga>0 firalle z+0, f(0)=0,
z

(3) 0<e=<yg(x)<g firalle x,

(4) |h(x)] £ H fiir alle x,

(5) le()] < E fiiralle t.

AuBerdem benutzen wir die Bezeichnungen F = max |f(z)|, G(x) = [§ g(s) ds; t, soli
eine reelle Zahl bedeuten. lz1=1

Lemma 1. Die Voraussetzungen (2), (3), (4), (5) seien erfiillt und das maximale
rechte Existenzintervall der Losung x(t) der Dgl. (1) sei {to, T). Dann gilt

1
(6) liminf [x()] < -(F+ H+E+1)=M.
t—>T— & ,
Beweis. Wir setzen voraus, daB (6) nicht richtig ist, d. h. daB ein ¢, € {to, T)
existiert so daB |x(t)] > M auf (1, T) ist. In diesem Falle gibt es drei Moglichkeiten:

a) |x"(t)] = 1 auf <t,, T),
b) |x"(1)| £ 1 auf (1, T),

207



¢) in jedem Intervalle {t, T) mit t; <t < T gibt es Punkte ', 1" so, daB |x"(¢')| >
> 1, Ix"(t")] < 1.

a) Es sei z. B. x"(t) = 1, x'() > M auf {t,, T). Die Dgl. (1) schreiben wir in der
Form

(7) x" = —f(x") = g(x) x" — h(x) + e(t) .
Daraus bekommen wir mit Hilfe von (2), (4), (5) die Ungleichheit
(8) x" £ —ax" — g(x)x' + H+ E.

Aus x'(f) > M und aus (3) folgt —g(x) ' £ —ex’ < —&M und dadurch geht schlieB-
lich aus (8) die Ungleichheit

) x" < —ax" —eM + H+ E

hervor. Aus (9) ist nun ersichtlich, daB fiir x” = (H + E)/« + lauchx” £ —eM — a
sein muB, d. h. mit X, = max (x"(t,), (H + E)/« + 1) die Relationen

(10) x"(f) £ X, auf (1, T), liminfx"(f) > 1

t-T—

gelten. Wenn wir also noch x'(f;) = X, x(t,) = X, setzen, so bekommen wir aus
(10) und aus dem Mittelwertsatz

(11) x(t) £ X, + X,(T-1),
(12) [x(1)] < [Xo| + [Xs + Xo(T = 6)](T - 1)
fiir alle t € {t,, T). Wire also T < + o0, so kOnnte keine der Relationen

lim sup |x(t)] = +o0, limsup|x'(t)) = +oc0, limsup [x"(t)] = + o0
t-T—

1-T— t>T—

gelten; laut Existenzsatz fiir Systeme von-Dgln. (vgl. z. B. [1], S. 135, Satz 2) muB
also T'= + oo sein. Von der Voraussetzung x"(t) = 1 folgt dann

(13) lim x'(t) = lim x(f) = + oo
t— + oo

1=+ o

und da f(x"(¢)) > O ist, so bekommen wir aus (7), (3), (4), (5) auch die Relation

lim x"(t) = -~

t—=>+ o

>

die aber der Voraussetzung x"(t) = 1 auf {t;, + o0) widerspricht.
Wenn auf <t;, T) die Ungleichheiten x"(t) > 1, x'(t) < —M gelten, so muB auf
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diesem Intervalle x'(f) > x'(t,) fiir ¢ > ¢, sein und deshalb (vgl. (3)) g(x)x’ =
> gx' > g x/(t,) fiir diese t. Aus (7) haben wir also mit Hilfe von (2) (4), (5)

(14) x" < —ox" — gx'(t;) + H+ E (te(t,, T)).

Daraus

t>T—

lim sup x"(¢) < max <l (H+E—gx'(t)) +1, x”(tl)) , liminfx"(t) 2 1
o t-T-

und dhnlich wie vorher folgern wir hiervon T = +co und lim x'(f) = 4+ o0, was

=+

bereits im Widerspruch zu der Voraussetzung x'(f) < —M steht.
Auch im Falle x"(f) £ —1, x'({) < —M bzw. x'(t) > M auf {t;, T) kann man
dhnlich schlieBen; nur anstatt (9) bzw. (14) ziehen wir die Ungleichheiten

x" > —ax"+eM — H— E
bzw.

x" < —ax" — gx'(t;) — H— E
in Betracht.

b) Auf dieselbe Weise wie oben sehen wir zunichst, daB T = 4 oo sein mul3 und
wegen der Beschrénktheit von x”(f) muB auch lim inf |x"(¢)| = 0 gelten. Nehmen wir
t=+ o

nun ein 7 € {t;, +00) mit der Eigenschaft |x”(r)|] < 1, so folgt in diesem Falle aus
(1), (3), (4), (5) und aus den Definitionen von M und F die unrichtige Beziehung

E<ex| = (L+ F+ H) < g(x)x" = ("] + /(") + [h(x)]) =
X" + f(x") + g(x) x' + h(x)| S E.

IIA

¢) Wir zeigen zuerst, daB im Intervalle {t;, T) ein 7, und ein 7, so existieren miissen
daB |x"(z,)] £ 1, x"(r,) £ 0 und |x"(z,)| £ 1, x"(x) = 0 ist. Es gibt némlich einen
Punkt 1" e<t;, T) so daB |x"(tV)] < 1 ist, einen Punkt t® e(:", T) so daB
|x"(#®)] > 1 ist und schlieBlich einen Punkt 1) e (1®, T) so daB |x"(t)| < 1 ist.
Aus der Stetigkeit von x"(r) auf (t,, T) folgt die Existenz eines Intervalls I =
= (82, 19), 1V < 1P <1 < 1) < 1 < T so daB |x"(r)] > 1 auf I bleibt und
|x"(t2)] = |x"(15)] = 1 gilt. Ist x”(t>’) = 0, so konnen wir einfach 1, = 7, = 1
setzen. Anderenfalls muB es x”(t*) < 0 (x”(¢{’) > 0) gelten. Dann ist natiirlich
x"(1?) < =1 (x"(#®) > 1) und also auch x”(t) =0 (x”(t’) < 0). In diesem
Falle setzen wir 1, = 1, 7, = 19 (7, = 1, 1, = 1{)).

Es sei jetzt x'(t) > M auf {t, T). Fiir t = 7, bekommen wir dann aus (4), aus der
Definition von F, (3) und (6) (Definition von M)

x" + f(x") + g(x)x" + h(x) 2 g(x)x —F—H>¢M —F —H>E,
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was im Widerspruch mit (5) ist. Ganz analog fiir x'(t) < —M auf (t,, T) bekommen
wir die widerspriichliche Ungleichheit

xm+f(xﬂ)+g(x)x'+h(x)§g(x)x/+F+H< ‘—‘8M+F+H< —E.

Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Lemma 2. Die Voraussetzungen des Lemmas 1 seien erfiillt und es gelte noch

j ;e(s) ds

Wenn (0, 0,.,) ein solches Intervall ist, daf |x'(t)] > M + 1 auf (0, 0,,,) und
[x'(6))] = |x'(6:+1)] = M + 1 gilt, so sind auf <0, 0;,> folgende Abschitzungen
richtig:

< E firalle t.

(15)

a) Firx'(t)=z M + 1

(16) M+1SxX()SEM+1+ l(x”(ei) + 2E) = G,,,
o

(17) *(0) Z x(1) 2 — - (¢Co, + H + E).
b) Fir x'(t) < —M — 1

(18) -M-1z2x()z-M-1+ l(x”(()i) - 2E) = Cy,,
o
(19) <(0) < (1) £ — - (¢Co, — H ~ E).
o

Beweis. Wir werden zuerst den Fall: a) betrachten. Es ist leicht einzusehen, daB
in dem betrachteten Intervalle die Funktion x'(f) genau ein Maximum besitzt. Fiir
x” = 0 bekommen wir ndmlich, dhnlich wie wir (9) gefunden haben, die Ungleichheit

9) x" < —eM+1)+H+E<O.

Den Punkt des Maximums von x'(t) in (6;, 0,;,) wollen wir durch A; bezeichnen.
Wenn wir die Dgl. (1) zwischen den Grenzen 0, 4; integrieren, so bekommen wir

(x"(4) = 0)
(200 —x(0)) + j ; F((1) d + G(x(h)) — G(x(8)) + ‘f Afh(x(t)) dr = f “e(t) dt.

0;
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Auf (0;, A;) muB auch x"(t) > 0 gelten; daher folgt aus (20) mit Hilfe von (2) und (15)
Ai '

ey of(2) = O] S [ S0)ar 5 ¥0) -
0

- [6(:2) = G0 - [ “hx() dt + 26

0;

Wegen der Ungleichheit x’(t) > M + 1, die auch auf {0;, 1,> erfiillt ist, bekommen
wir aus (3)

@) o) - 600 = [ oz o+ )= 0).

0:

A

SchlieBlich bekommen wir aus (4)

(23)

< H(, - 0)).

j " (x(0)

0;

Aus (22) und (23) folgt

— [6:(4) — G(xO)] ~ [ H(x(0) at < 0

MCH

A

und damit aus (21) (es ist x'(6;) = M + 1)
ax'(0;) < a(M + 1) + x"(0;) + 2E.

Wegen der Bedeutung von A; miissen also auf {0, 0;,,) die Ungleichheiten

M+1<x({)sM+1 +1(x”(0i) + 2E) = C,,
o

gelten, d. h. (16).
Aus (7) folgt mit Hilfe von (4), (5)

(24) x" 2z —f(x") —g(x)x —H - E.
Infolge (16) und (3) besteht auf (4;, 0;,,) die Ungleichheit —g(x) x’ = —gC,, und

da auf diesem Intervalle x”(¢) < 0 ist, bekommen wir aus (2) —f(x") = —ax". So
erhalten wir aus (24)

xm g ~axll _ gcei _ H — E
und daraus sehen wir, daB fiir x” < — (9C,y, + H + E)a x” > 0 sein muB. Hiervon
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folgen bereits fiir x"(¢) auf {0;, 0;+1> die Ungleichheiten

X(0) 2 X'(0) 2 =2 (Co,+ H + )

d. h. (17).
Im Falle b) sind die Betrachtungen ganz analog; wir benutzen hier die Existenz

genau eines Punktes des Minimums von x'(t) in (0;, 6;, ). Diesen Punkt wollen wir
ebenso durch A; bezeichnen.

Bemerkung 1. Im Beweise von Lemma 2 haben wir auch folgendes gesehen: wenn
die Voraussetzungen des Lemmas 2 erfiillt sind, so besitzt x”(t) auf <0;, 0;, > genau
einen Nullpunkt 2;. Auf (0;, 4;) gilt sgn x”(¢) sgn x"(t) < 0 und x"*(t) und |x"(t)|
sind daher auf diesem Intervall monotone nicht wachsende Funktionen.

Lemma 3. Wenn die Voraussetzungen des Lemmas 2 erfiillt sind, so gilt (wir
behalten die Bezeichnungen aus dem Beweise dieses Lemmas) auf <0;, A;)> die
Ungleichheit
(25) g(x) x'x" =2 0
und auf {A;, 0;,,>

a) fiir x'(1) = M + 1 die Ungleichheit

g
(26) 02 g(x)x'x" = — P x"*0;) + A, x"(0;) + B,
b) fiir x'({) £ —M — 1 die Ungleichheit

2 .
(27) 02 g(x)x'x" = — gg X"(0)) + A, x"(0) + B, ,

wo A, By, A,, B, Konstanten sind, die nur von M, E, a, g, H abhdiingen.

Beweis. Aus dem Beweise des Lemmas 2 wissen wir, daB auf <0;, 1,> x'(¢) x"(t) = 0
ist, so daB (25) (vgl. (3)) offensichtlich richtig ist. Auf {4;, 0;,;> haben wir im Falle a)
mit Hilfe von (3), (16), (17) (es gilt auch x'(¢) x"(t) < 0)

(28) 02 g(x)x'x" = —gCy,~ (gCe + H + E).

Wenn wir fiir Cy, den Ausdruck aus (16) einsetzen, sehen wir sofort, daB (28) in der
Form (26) geschrieben werden kann.
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Ganz dhnlich haben wir im Falle b) infolge (3), (18), (19)
1 2

02 g(x)x'x" = —gCy,~— (9Cy, — H — E) = — 9—3 x"%(0;) + A, x"(0;) + B,
o o

womit alles bewiesen ist.

Im Folgenden werden wir einige Konstanten gebrauchen, die nur von M, E, o, g, H
abhédngen. Es handelt sich um diese Konstanten

g
(29) A = max (|4,], |4,]) + "] (H +E),
2
(30) B = max(B] [Ba]) + - (H + E)g(M + 1) + 22E
o o

3 2
(31) K = max ZB,M,l[g(M+])+H+E]+1 ,

ot — Z%g® "«

wo Z eine Zahl bedeutet, deren Wahl unten beschrieben wird.

Lemma 4. Die Voraussetzungen von Lemma 3 seien erfiillt und es sei weiter
(32) a?>g.

Wir legen eine Zahl Z > 1 fest, welche die Ungleichheit o* — Zg > 0 erfiillt und ~
benutzen wieder die Bezeichnungen aus den vorigen zwei Lemmas. Wenn Ix”(Bi)l =
> ZK ist, so gilt die Relation

(53) 0] < 2 |+ @)
fiir alle t € (A, 0, ).

Beweis. Wir betrachten die Funktion 4 x"?(r). Deren Ableitung ist (vgl. (1))

d1
o5 X"(t) = x"(t) x"(t) = —f(x") x" — g(x) x'x" — (h(x) + (1)) x" .
Mittels (2), (4), (5) bekommen wir weiter
B9 Sl s ey - e (4 B,

t

Auf {2;, 04, folgt dann aus (26) bzw. (27), (17) bzw. (19) und aus den Definitionen
(29), (30) der Zahlen A, B die Ungleichheit

2
(3) S0 S —ax(0)+ Lx%0) + a(0)] + B
. t o ’ '
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Wenn es ein t € (4, 041 gibt so daB |x"(f)] Z = |x"(6,)] ist, dann folgt aus (35)
weiter
(36) g—-l-xﬂz(t) é ( + g > IIZ(ei) + Alx”(gi)[ + B <
de2 72 -
ZZgZ _

=
Zzoc

"0 + (4+ )lx"(e)l

(die letzte Abschitzung bekommen wir aus der Relation |x"(8;)| = ZK = Z*B).
Aus (36) geht schlieBlich (wenn wir die Definition (31) der Konstante K in Auge

fassen)
9 1(0)] - <A £ )] <0

(37)
hervor. Weil x"(1;) = 0 ist, sehen wir leicht aus (37), daB auf {;, 0;,,> (33) gelten
muB. Damit ist alles bewiesen.

d1

$370 s - O[5

Lemma 5. x(t) sei eine Losung der Dgl. (1). 0, (s = 1,2, ...) sei eine wachsende
Folge, die nur aus Zahlen des Intervalls {t,, T) besteht und folgende Eigenschaften
hat:

(i) auf (00-1,05) (s = 1,2,...) ist [x'()] > M + 1,
(i) [xO) =M +1(s=1,2,..),
(iii) auf <0y 05541 ist |x'(t)] £ M + 1 fiir alle s.

Wir setzen weiter

(38) CZK=M+1+1(ZK+2E),
o

(39) C = max <ZK,-1-(gCZK + H + E))
: x

und J, = {0, 0,,,>. Wenn die Voraussetzungen des Lemmas 4 erfiillt sind, so
behaupten wir:

a) Gibt es einen Punkt 9 € Jo, (s — natiirlich) so daf |x"(9)| < C gilt, dann be-
steht die Ungleichheit

(40) NOEL:
auf dem Intervalle {9, 055+ ).
b) Wenn fiir ein natiirliches s die Ungleichheit

(41) [x"(0-1)| £ C
gilt, so ist (40) auf J,s, erfiillt.
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Beweis. Wir benutzen wiederum die Funktion } x"*(t), deren Ableitung in (34)
abgeschitzt ist. Daraus bekommen wir auf J,, (vgl. (iii)) mit Hilfe von (3)

41

dt 2

x7(1) £ — [¥'| [a}’] - (M + 1) — H ~ E].

Hieraus folgt aber fiir |x"| 2 K = [g(M + 1) + H + E]/a + 1

a1

(42) de2

x"(t) £ —aK <0 auf J,, fir |x"|2K.

Die Funktion |x"(t)| ist also entweder auf J,, monoton abnehmend, oder gilt |[x"(f)| <
< K < C. Daraus kann bereits die Behauptung a) unseres Lemmas einfach gefolgert
werden.

b) Wir betrachten zwei Moglichkeiten:

1) |x"(02-1)] = ZK. Auf {2z, 0,,> benutzen wir Lemma 4. Dadurch kommen
wir zu der Ungleichheit

” 1 ”,
(43) Ix"(1)] = 7 [X"(055-1)] < C auf (Ayyq, 055 .

Der Bemerkung 1 nach ist
(44) [X"()] £ |x"(025-1)] < € auf <Oy, Ape—1) -

In diesem Falle sehen wir also aus (43) und (44), daB (40) auf J,,_, gelten muB.
2) |x"(025-1)] £ ZK. Auf J,,_; haben wir aus (16) bzw. (18)

(45) |x'()] < Cx
und daraus die den Ungleichheiten (17) bzw. (19) analoge Ungleichheit
|x"()] < C auf J,,_,.

Damit ist alles bewiesen.

Bemerkung 2. Aus dem Lemma 5 folgt: Gilt (40) auf J, (s — natiirlich), so gilt
diese Ungleichheit auch auf J,, . Fiir ein gerades (ungerades) s haben wir ndmlich
[x"(0,+1)] £ C und alles folgt aus der Behauptung b) (a)) vom Lemma 5.

Lemma 6. Die Voraussetzungen des Lemmas 5 seien erfiillt und J (s =12..)
sei die Intervallenfolge aus diesem Lemma. Dann gibt es ein natiirliches r so daf

(46) [x"(6)] = €

ist.
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Beweis. Setzen wir voraus, daB3 unsere Behauptung nicht richtig sei, d. h. es gelte
(47 |x"(6)] > C = ZK (s=1,2,..).

Dann ist es zuniichst klar, daB auf J,, (s = 1, 2, ...) die Ungleichheit |x"(t)] > C > K
bestchen muB, da anderenfalls laut Behauptung a) von Lemma 5 |x"(0,,4,)] < C

sein miiBte, was aber der Relation (47) widerspricht. Infolge (42) nimmt |x"(f)|
auf J,;, monoton ab, d. h. es gilt

(48) [X"(025)] > |x"(02541)| > C (s=1,2,..)).

Weiter bekommen wir durch Anwendung von Lemma 4

1 ”, ”,
(49) Z [x"(62-1)| Z [x"(025)] (5 =1,2,..).
Aus (47), (48) und (49) folgt fiir jedes natiirliche n

C < [ (020s1)] < ¥ (Ou)] £ 2 ¥ (00n-,)] < % ' (030-)] <

N | =

L, L
é —2—2- |x (02"_3)| <... g E; [x (01)’ 4

was fiir geniigend groBes n bestimmt unrichtig ist. Es kann deshalb (47) nicht gelten,
womit alles bewiesen ist.

Satz 1. Die Voraussetzungen von Lemma 6 seien erfiillt. Dann existieren alle
Lésungen der Dgl. (1) auf der Halbgeraden {t,, + o) und es gibt eine Gleichungs-
konstante D' so, daf3 jede Losung x(t) der Dgl. (1) die Relationen

(50) limsup |x'(t)] £ D', limsup |x"(1)] £ D’
t— + o t— + oo
erfiillt.

Beweis. Aus Lemma 1 folgt, daB fiir x(¢) nur folgende zwei Fille mdglich sind:
a) Es gibt ein 0 € (1, T) so daB |x'(f)] £ M + 1 auf (0, T) gilt.
b) Es gibt eine wachsende Folge 0, (s = 1, 2, ...), die nur aus Zahlen des Intervalles

{to, T) besteht und die Eigenschaften (i), (ii), (iii) aus dem Lemma 5 besitzt. AuBer-
dem muB natiirlich lim 6, = T sein.

s+ o0

a) Auf {0, T) kann man die Ungleichheit (ebenso wie (42) bewiesen wurde)

(42) g—éx"z(t) < —aK <0 firalle te<f,T)
t
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aufstellen. x"*(f) nimmt also auf <6, T) mindestens so schnell ab, wie die lineare
Funktion x"%(0) — 2¢K(t — 6), oder es gilt |x"(f)] < K. Aus denselben Griinden wie
im Beweise von Lemma 1 muB} also T = + oo sein. Weiter gilt offensichtlich

(51) lim sup ]x'(t)] <M+ 1, limsup [x”(t)l <K
t—+ t—+ow

und deshalb ist in diesem Falle die Behauptung unseres Satzes richtig.

b) In diesem Falle existiert laut Lemma 6 ein natiirliches r so, daB3 (46) gilt. Aus
Lemma 5 folgt nun, daB (40) auf J, besteht. Mittels Bemerkung 2 ist also (40) auf
<0,, T) durch Induktion bewiesen. Es ist also wieder T = + oo und auBerdem

(52) litm sup [x"(1)] < C.

Aus (16) bzw. (18) haben wir schlieBlich

(53) @prﬁM§M+1+i@+2m
und der Satz ist bewiesen.

Bemerkung 3. Die Konstante D’ kann mittels (51), (52), (53) folgendermaBen
abgeschitzt werden

(54) D' < max[C,M + 1+ l(C + 2E):| .
a

Satz 2. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfiillt. Wenn noch positive Kon-
stanten c, m, h existieren so dafs

(55) |f(z) = cz| £ m fiir alle z
(56) h(x)sgnx = m fiir alle |x| = h

ist, so sind alle Losungen der Dgl. (1) beschrdinkt.

Beweis. Wir werden eine bestimmte Losung x(t) betrachten. Aus dem Satze 1
folgt die Existenz eines T = t, so, daB

(57) x| =D +1, ()| £D +1 firalle t>T

ist. Durch Integration der Dgl. (1) zwischen den Grenzen T, t > T entsteht die Iden-
titdt

(58) G(x(r)) — G(x(T)) =
(1) = ¥'(1) — J ) + M) ds + f e(s) ds .
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Fiihren wir noch die Funktion ¢(z) = f(z) — cz ein und setzen wir voraus, daB fiir
alle t > T die Ungleichheit |x(¢)] = h gilt, so bekommen wir zundchst durch Multi-
plikation von (58) mit der Konstante sgn x(f)

(%) [0 = [T + [¥(T) = ¥ + ) — ¥ (0)] sgn +() —
_ I DHO) + o) s (5 s + f {5 dssen x()

and daraus mittels (15) und (57)
(59) |G| = [G(T)] + 2[(e + 1) (D" + 1) + E] = C,

(nach (55) und (56) ist namlich [ [h(x(s)) + @(x"(s))] sgn x(s) ds = 0). Fiir jede
Losung x(t) der Dgl. (1) muB also eine der Relationen

(By) lim sup |G(x(1))| £ Cs,
-+ o
(B,)  limsup |G(x(1))| < max (G(h), —G(=h)) +2[(c+ 1)(D'+ 1)+ E] +1
1=+
richtig sein, womit alles bewiesen ist.

Satz 3. Die Voraussetzungen des Satzes 1 und die Ungleichheit (55) seien erfiillt
und weiter sei

(60) lim inf h(x) sgn x > m.

|x]=+ o

Dann gibt es eine Gleichungskonstante D so daf jede Losung x(t) der Dgl. (1) die
Ungleichheiten

limsup |x"(1)] £ D, limsup |[x'(t)] £ D, limsup |x(r)] £ D
1=+ o t—+ o t—+ oo
erfiillt.
Beweis. Aus (60) folgt die Existenz der Zahlen h, 6, die positiv sind und
(61) h(x)sgnx 2 m + & firalle |x|=h.

Wenn T, t und ¢(1) ihre Bedeutung aus dem Beweise des Satzes 1 behalten, so folgt im
Falle [x(r)| = h fiir alle t > T aus (58)

(62) |G(x(0)] = [G((T))| + 2[(c + D) (D" + 1) + E] = 6(t = T);

diese Ungleichheit fithrt zum Widerspruch fiir geniigend groBes ¢t — T. Es mul
deshalb
lim inf |x(¢)| < h

t=+ oo



fiir jede Losung x(f) der Dgl. (1) gelten. Gleich wie im Beweise von Satz 2 sehen wir
nun, daB fiir jede x() die Abschétzung (B,) gelten muB und Satz 3 ist bewiesen.

Folgerung. Die Vorassetzungen des Satzes 3 seien erfiillt und e(t) sei eine periodi-
sche Funktion. Wenn die Dgl. (1) noch eine Eindeutigkeitsbedingung erfiillt, so
besitzt sie eine periodische Lisung.

Satz 4. Die Voraussetzungen des Satzes 1 und die Ungleichheit (47) seien erfiillt
und weiter sei

lim sup h(x) sgnx < —m.

|x]=>+ o
Dann gibt es Lésungen x(t) der Dgl. (1), fiir welche
lim x(t) = +o0
t—+ oo
gilt.
Beweis. Unter Benutzung der Funktion
X t
2U(x, y, z3 1) = ZCJ h(s)ds + (z + ¢y + G(x) — J e(s) ds)?
0 0
kann ‘man Satz 4 auf dieselbe Weise beweisen, wie eine analoge Behauptung z. B.

in [2].
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