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ERGODISCHE THEORIE DER ENGELSCHEN
UND SYLVESTERSCHEN REIHEN

FRITZ SCHWEIGER, Salzburg

(Eingelangt am 18. Februar 1969)

1. Einleitung. In einigen schonen Arbeiten hat sich T. SALAT ausfiihrlich mit der
metrischen Theorie der Reihen von Cantor (siche etwa [5] und [6]) und LUROTH [7]
befaBt. Es sei bemerkt, daB einige qualitative Aspekte von [7] eine gute Illustration
meiner Arbeit [8] bilden, wenn man die ,,zahlentheoretische Transformation*¢

1 1
T(k) : ( ——, = 0,1> mit - k(k+ 1)x — k
0: (7o p) = @D mit ¥ k)

betrachtet. A. RENYI, P. ERDOs und P. SzUsz haben in mehreren Arbeiten ([1], [4])
die metrische Theorie der Reihen von Engel und Sylvester begonnen. Dabei fillt auf,
daB die in der Theorie der g-adischen und Kettenbruchentwicklungen so erfolgreichen
Methoden der Ergodentheorie (vgl. PHILIPP [3] und der Verf. [8]) nicht verwendet
werden. Dies liegt offenbar daran: die mit diesen Reihenentwicklungen verbundenen
Transformationen sind zwar ergodisch (metrisch transitiv) beziiglich des Lebesgue-
schen Mafles, aber es existiert kein absolut stetiges invariantes MaB. Diese beiden
Behauptungen zu beweisen, ist der Inhalt dieser Note. Fiir die elementare Theorie
der Reil:en von Engel und Sylvester (= Reihen von Engel 2. Art) sei auf Perron [2]
verwiesen.

2. Die Reihen von Engel. Wir betrachten folgende Abbildung T:(0, 1) — (0, 1>
definiert durch Tx = T(k) x, wenn x e (1/(k + 1), 1/k) und T(k) x = x(k + 1) — 1.
Jedes x € (0, 1) 14Bt sich dann schreiben als

x=(ky + D)7 o4 [k 1)k + D]+ To)

mitl <k, £k, <... £k, Die Menge

B(ky, ... k) ={x; T 'x e 1 ,l , i=1,...,s
ki+ 1k,
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nennen wir einen Zylinder. Es gelten dann T*B(k,, ..., k;) = (0, k;'> und fiir das
Lebesguesche MaB A(B(ky, ..., k) = [(ky + 1) ... (ks + 1) k;]™*.

Satz 1. T ist ergodisch beziiglich A.

Beweis. Es sei E = T™'E. Es geniigt die Dichte von E in einem Zylinder abzu-
schitzen

ME 0 B(ky, ..., ky)) = J xe(x) dx =

B(ky,...,ks)

_ f v 1(%) dx = A(B(ky, .., k) J :k 1) dx .

o (kit 1)...(k + 1)

Ist der zweite Faktor rechts kleiner als Eins, so folgt die Behauptung nach dem Lebes-
gueschen Dichtesatz (vgl. [8], Satz 1 und Satz 2). Wenn nicht, so kénnen wir — da es
auf eine Nullmenge nicht ankommt — annehmen: (0, t™'Y < E fiir eine ganze Zahl
k, =t. Aus (0,77') < E folgt aber T~*(0, t™!)> <= E und daraus (0, (+ + 1)/*) <
< E. Dann ist aber T~*(0, (t + 1)/*) = E und damit (0, (> + ¢ + 1)[*) < E.
Iteration und Limesbildung zeigt: (0, 1/(t — 1)) = E. Dies zeigt letztlich (0, 1) = E.

Satz 2. Es gibt kein Maf p, welches T-invariant ist und zu A absolut stetig.

Beweis. Es sei
() = j o) dx
A

SO ist

u(Bkys .. k) = J' e o(x)

o (kit1)...(k+ 1) dx
und
WT ™ Bl k) = T (B K ) =

=3+ )7 w(Blkss o k).

Dies ist ein Widerspruch.

3. Die Reihen von Sylvester. Hier betrachten wir T: (0, 1) — (0, 1) mit Tx =
= T(k) x fiir x e (1/(k + 1), 1/k), wobei T(k)x = x — (k + 1)~*. Dies fiihrt zu
einer Entwicklung

x=(k; + 1)+ (ky + )7+ L+ (kg + 1)+ T

mit k;,, = kj(k; + 1). Ein Zylinder ist die Menge

B(ky, ..., k) ={x; T 'x e 1 ,l , i=1,...,8%.
ki+ 1k

244



Hier zeigt man leicht

T°B(kys ..o ko) = (0, kg '(k, + 1)71
und
1

AB(ky, ..., k) = Rt

Satz 3. T ist ergodisch beziiglich A.

Beweis. Man sieht analog
ks~ 1(s+1)~1
HE e B(ky, +.s k) = A(B(kys . k) J Jelle, + 1) 7e(x) dx .
0

Wiederum ist nur der Fall interessant, da3 der zweite Faktor rechts fiir mindestens.
ein k, = 1 gleich 1 ist. Das bedeutet (0,#~*(t + 1)™*) < E, woraus man sieht (durch
Anwendung von T71): (0, 2¢:7*(¢t + 1)™') < E. Iteration gibt einen ,,overflow* und
letztlich (0, 1) < E.

Satz 4. Es gibt kein beziiglich A absolut stetiges T-invariantes Map.

Beweis. Mit Hilfe einer Dichtefunktion erhédlt man analog zu Satz 2:

WT7 B k) = % (Bt Ky ) =

t<ki(ky+1

= ky(ky + 1) u(B(ky, .., KJ)) .
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