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Czechoslovak Mathematical Journal, 21 (95) 1971, Praha 

ZUR GEOMETRIE DER ENDLICHEN EBENE DER ORDNUNG n = 4 

KAREL HAVLICEK, Praha und JÜRGEN TIETZE, Aachen 

(Vorgelegt am 9. März 1970) 

Aus verschiedenen bekannten Schemas endlicher projektiver Ebenen n^ der 
Ordnung n = 4 wählen wir als Basis das folgende Schema^) aus. Die 21 Punkte (bzw. 
Geraden) in 714 bezeichnen wir mit Aj, Bj, Cp Dp Wi (bzw. ÜJ, bj, Cp dp w )̂, wobei 
j = l , 2 , 3 ; i = 1,...,9. 

(1) 

= 1 , 2 , 3 ; Ï = 1, . . . , 9 . 

Das Inzidenzschema ist dann folgendermaßen definiert^): 

42, ^ 3 , T^b ^ 2 , ^ 3 } bi = {B2. Б3 , Ж1, Ж4, W,] 
. . ..r rrr r.r . J^^ ^ ^ß^^ ß ^ ^ ^^^ ^^^ Щ 

(Bi, Б2, Жз, We, W,} 

« 1 = 

« 2 = 
«3 = 

^ 1 = 

Cl = 

Сз = 

W2 = 

W3 = 

W4 = 

. ^ 2 ? ^ 3 ? ''''15 '' ' '2? ' ' ' ' 3 / 
: ^ 1 , Л з , Pf .̂ PF5, Жб} 
;^i, A„ w„ Ws, w,} 
C2, C3, W„ W„ Wj} 
C„ Сз, W2, Ж4, Ж9} 
;c„ c„ w^, w^, Ws} 
'A„ B„ C3, £»3, W,} 
'A„ B„ C„ D2, W,} 

\A„B2,C2,D„W2} 
\2, B„ Сг, D2, W^} 

'6, y^9) 

d, = {D2, D„ W2, We, W,} 
d2 = {D„ D„ W„ W^, Ws} 
d, = {öl , £»2, W„ Ws, W^} 

W5 = {A2, B„ Сз, Dl, We} 
= ^Â. R. r. n. 

\ ^ 3 > ^ 1 > "^1» ^ 1 > "TS 

Ws = {Л3, B3, C2, D3 

5 — l ^ 2 > - ^ 3 ' *^3î 

'e = {A2,B2,C„D„W,} 
, — f Л n r - ™ " w. = 

Wo = 

1 ^ 2 ? ^ 2 ? ^ b ^ 3 ? 

{Л3, Б3, C2, Р з , ^ 9 } 

{Лз, Б2, Сз, D2, W ŝ} . 

Die Anordnung von Punkten und Geraden in diesem Schema (1) legt es nahe, die 
geometrischen Eigenschaften verschiedener homologischer Dreiecke in n^ zu unter­
suchen. Dabei muß man zunächst folgendes erläutern: 

Wir nennen eine Untermenge von 7Г4, die aus sechs verschiedenen Punkten besteht, 
von denen keine drei kollinear sind, ein e infaches Sechseck oder ein E^-System. 
Zwei punktfremde Dreiecke aus einem E^ heißen h o m o l o g i s c h , wenn sie zentrisch 
und axial sind, also die Desargues'sche Konfiguration bilden. Gilt diese Eigenschaft 

) [3] S. 73, Schema (6); das hier gebrauchte Schema unterscheidet sich von dem in [3] angege­
benen Schema durch die Yertauschung von W^ und W^ sowie ^5 und w^. 

^) Jede dieser Geraden ist dabei als 5-tupel der Punkte von n^ dargestellt. 
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zweier Dreiecke in 714 insgesamt für n verschiedene Zuordnungen ihrer Eckpunkte 
bzw. Verbindungsgeraden ihrer Eckpunkte, so heißen die Dreiecke «-fach h o m o l o ­
gisch. (Da es höchstens sechs verschiedene solcher Zuordnungen gibt, ist n = 6 die 
Maximalzahl möglicher Homologien zweier Dreiecke.) 

In 7T4 existiert folgende Konfiguration: 

Satz 1. Es gibt vier punktfremde Dreiecke in Я4, von denen je zwei ß-fach homo­
log isch sind. Die Zentren der Homologien je zweier Dreiecke sind die Eckpunkte 
der restlichen beiden Dreiecke, die Achsen der Homologien liegen den entsprechen­
den Zentren in den restlichen beiden Dreiecken gegenüber. Entsprechende Dreiecks-
selten der Homologien schneiden sich auf den zugehörigen Homologieachsen in 
weiteren 9 verschiedenen Punkten. (Diese 9 Punkte sind also von den gegebenen 
12 Eckpunkten der Dreiecke verschieden.) 

Der Beweis wird dadurch geliefert, daß wir ein Beispiel der eben angegebenen 
Konfiguration konstruieren: Man zeigt leicht, daß die 4 Dreiecke 

(2) Ä,A2Ä^, ß ißz^a, C,C2C^, D,D2D, 

eine solche Konfiguration bilden. Betrachen wir z. B. die beiden Dreiecke A11.Ä2A2 
und B1B2B2 mit der Zuordnung 

(3) A[ = B,, A'2 = B2, Л'з = Бз , 

so bestätigt man aus dem Inzidenzschema (1), daß die Verbindungsgeraden (Af, A[) 
(i = 1, 2, 3) durch denselben Punkt D3 gehen. Die Schnittpunkte entsprechender 
Seiten (Л^, А,,) und (Л^, AlY) sind: 

(4) (Л1, Л,) n (л ; , Л 0 = w,, 

(Л3, A,) n (Л^, A[) = Ws , 

(Л2, A,) n {A'2, A',) = W, . 

Die Punkte Wi, PF5, Wg liegen auf der Geraden d^, die dem Punkt D^ im Dreieck 
D1D2D2 gegenüberliegt. Wir sagen kurz, daß bei der Zuordnung der Eckpunkte (3) 
die Dreiecke A^A2A^ und B1B2B2 homologisch mit dem Zentrum D2 und der 

Achse J3 sind. 

Ganz analog weist man nach, daß für alle weiteren Zuordnungen der Eckpunkte 
die beiden Dreiecke A1A2A2 und B^BzB^ homologisch mit folgenden Zentren und . 
Achsen sind; 

^) Hinsichtlich der Symbolik siehe etwa [1], [4]. 
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Die Zuordnungen 

(5) Ä[ = Бз , Л^ = Б , , л ; == Л, 

(6) Ä[ = ß2 , ^ 2 = ^ 3 , ^ 3 = В, 

(7) л ; = Бз, А = В2, л^ = В, 

(8) л ; == ß ^ , ^ 2 = ^ 1 , ^ 3 == ^3 

(9) Ä[ =В,, Л^2 = В,, л ; = В2 

liefern nacheinander die Zentren D2, Di, C^, С2, C^ und die Achsen б?2, öfi, c^, C2, C3, 
wobei sich entsprechende Seiten in jeder Homologie auf den jeweiligen Achsen in 
den Punkten 

(50 PF3, Ж4, Ws 

(6') W2, W,, W, 

(T) W,, Ws, W, 

(80 . 1̂ 2, W^, W^ 

(90 ^u We, Ws 

schneiden. 
Wie man durch analoge Überlegung bestätigt, gilt diese Eigenschaft für zwei be­

liebige Dreiecke aus (2). Es ist bemerkenswert, daß bei der Konstruktion der 6-fachen 
Homologie zweier Dreiecke sämtliche 21 Punkte (und Geraden) aus Я4 verwendet 
wurden. 

Weiterhin ist aus dem Schema (1) ersichtlich, daß je zwei beliebige Dreiecke aus (2) 
ein einfaches Sechseck Eg bilden und daß die zugehörigen Homologiezentren ein 
weiteres zu E^ punktfremdes"*") System E^ bilden. Dabei können wir E5 in eindeutiger 
Weise so in zwei punktfremde Dreiecke zerlegen, daß diese wiederum 6-fach homolo­
gisch sind und ihre Zentren und Achsen die Eckpunkte und deren gegenüberliegende 
Seiten der beiden Ausgangsdreiecke aus E^ bilden. 

Über die E^ gilt in 7Г4 der 

Satz 2. Jedes Eß aus 7Г4 ist durch vier seiner Eckpunkte eindeutig bestimmt. 

Beweis. Wir bezeichnen die vier Eckpunkte, die ein vollständiges Viereck bilden, 
mit P^, P2, P3, P4, die Diagonalpunkte mit D^, D2, D3 und die sechs Seiten mit 
Pi, ..., Рб- Auf den Geraden p^ liegen insgesamt 19 Punkte (vier P^, drei Dj und 

) Zwei w-Ecke sind punktfremd, wenn sie keinen gemeinsamen Eckpunkt besitzen. 
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außerdem noch zwei weitere Punkte auf jeder p^). Es bleiben also noch genau zwei 
weitere Punkte P5, P^ in 7Г4, die offenbar auf der Verbindungsgeraden der Diagonal­
punkte Dl, D2,1)3 liegen und das gegebene Viereck P^, P2, P3, P4 zu einem Eg ergänzen. 

Fig. 1. 

Satz 3. Sind in 7Г4 zwei Dreiecke P1P2P3, Ô162Ô3 gegeben, die zusammen ein 
einfaches Sechseck Eg bilden, dann sind diese zwei Dreiecke 6-fach homologisch. 
Die Zentren dieser Homologien bilden ein zu Eg punktfremdes einfaches Sechs­
eck Eß. 

Beweis. Nach Satz 2 ist Eg durch vier beliebige seiner Eckpunkte bestimmt, etwa 
durch Pi , P2, P3, ß i - Nach dem Fundamentalsatz über projektive Kollineationen^) 
existiert eine Kollineation cp mit der Eigenschaft 

cp:A,-^ p . (i = 1, 2, 3) , 

(p:B,-^Q,. 

Nach Satz 2 bilden die Punkte Б2, B^, in eindeutigei Weise mit A^, A2, A^, Bi ein 
einfaches Sechseck E^, dessen Bild in der KolHneation cp genau das gegebene E^ ist. 
Alle weiteren Behauptungen des Satzes 3 sind jetzt schon einfache Folgerungen des 
Satzes 1 und der Tatsache, daß die Inzidenz bei der Kollineation cp erhalten bleibt. 

Insbesondere folgt aus Satz 3, daß sämtliche punktfremde Dreiecke, die sich aus 
einem behebigen Eg bilden lassen, 6-fach homologisch sind. 

Satz 4. In der Ebene n^ gibt es 1680 verschiedene^^ Paare punktfremder Dreiecke, 
die 6-fach homologisch sind. *̂  

^) vgl. [2] S. 146, Theorem 8.12. 
) Zwei Dreiecke sind verschieden, wenn sie nicht in allen Eckpunkten übereinstimmen. 
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Beweis. Um Satz 4 zu beweisen, genügt es nach Satz 2 und Satz 3, die Anzahl der 
^21 

verschiedenen vollständigen Vierecke in 714. zu bestimmen. Von den insgesamt ' 
4 

Möglichkeiten, irgend vier verschiedene Punkte aus 714 zu wählen, liefern folgende 
Fälle kein vollständiges Viereck: 

1. Vier P u n k t e auf e iner G e r a d e n : Für jede Gerade ergeben sich ( | Möglich­

keiten, insgesamt also 105 Möglichkeiten. 

2. Dre i P u n k t e auf e iner G e r a d e n , ein P u n k t auf e iner be l i eb igen ande­

ren G e r a d e n : Auf jeder Geraden kann man auf! j Arten drei Punkte auswählen. 

Für den vierten Punkt bleiben also noch jeweils 16 Möglichkeiten übrig. Insgesamt 
gibt es also 21.16.10 = 3360 Möglichkeiten. 

Jede andere als unter 1. und 2. aufgeführte Wahl von vier verschiedenen Punkten 
/ 2 l \ -

liefert ein vollständiges Viereck in 7Г4. Es sind dies I 1 — 105 — 3360 = 2520 
/ 6 \ ^ ' 

verschiedene vollständige Vierecke. Jewels I j vollständige Vierecke liefern dassel­

be Eg (Satz 2). Damit gibt es insgesamt 168 verschiedene Systeme E^. In jedem E^ 

gibt es - I I = 10 verschiedene Paare 6-fach homologischer Dreiecke, in 714 also 

insgesamt 1680 verschiedene Paare von 6-fach homologischen Dreiecken. 

Satz 5. Aus der Vorgabe eines einfachen Sechsecks E5 in der Ebene n^ läßt sich ein 
Inzidenzschema von n^ konstruieren. 

Beweis. Nach Satz 3 sind je zwei punktfremde Dreiecke aus Eg 6-fach homolo-' 
gisch, wobei Zentren und Achsen der Homologien von den Eckpunkten der Aus­
gangsdreiecke und deren Verbindungsgeraden verschieden sind. Aus Satz 1 folgt wei­
terhin, daß bei der Konstruktion der 6-fachen Homologie zweier Dreiecke alle 21 
Punkte und Geraden von n^ benötigt werden. Unter Verwendung dieser Tatsachen 
läßt sich jetzt ein Inzidenzschema von 714 bestimmen: 

Bezeichnen wir die Eckpunkte zweier punktfremder Dreiecke aus E^ mit 0, 1, 2 
bzw. 3, 4, 5 und ihre Verbindungsgeraden mit 

(10) (0, 1) = 0 , (2, 0) = 1 , (1, 2) = 2 bzw. 

(3,4) = 3 , (5,3) = 4 , (4,5) = 5 . 

Die Homologiezentren sind 

(11) 6 = (0, 3) n (1, 4) n (2, 5) , 9 = (0, 5) n (1, 4) n (2, 3) , 

7 = ( 0 , 4 ) n ( l , 5 ) n ( 2 , 3 ) , 10 = (0, 4) n (1, 3) n (2, 5 ) , 

8 = (0, 5) n (1, 3) n (2, 4 ) , 11 = (0, 3) n (1, 5) n (2, 4) . 
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Dabei bezeichnen wir die auftretenden Geraden folgendermaßen: 

(12) (0,3) = 12, (0,4) = 15, (0,5) = 18, 
(1.4) = 13, (1,5) = 16, (1,3) = 19, 

(2.5) = 14, (2,3) = 17, (2,4) = 20. 

Die Numerierung der Punkte und Geraden wurde so gewählt, daß wir die den Zentren 
entsprechenden Homologieachsen auf duale Weise ermitteln können, d. h. indem wir 
in (11) und (12) Punkte und Geraden vertauschen. Damit ist bereits teilweise das 
Inzidenzschema (Fig. 2) bestimmt. Durch analoge Konstruktion der sechsfachen 
Homologie zweier anderer Dreiecke aus Eg erhalten wir unter Beachtung der Dualität 
das vollständige Inzidenzschema (Fig. 2): 
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Fig. 2. 

Bemerkenswert ist hierbei, daß durch die Wahl eines E^ aus n^ ein Inzidenz­
schema von 714 bereits bis auf die Numerierung von Punkten und Geraden eindeutig 
festgelegt ist. 
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Aus dieser Tatsache folgt unmittelbar der 

Satz 6. Ein Isomorphismus zwischen zwei verschiedenen Inzidenzschemas 1, Г 
einer Ebene n^ ist bis auf Numerierung der Punkte und Geraden eindeutig bestimmt 
durch die eineindeutige Abbildung der Eckpunkte eines beliebigen E^ aus I auf die 
Eckpunkte eines beliebigen E^ aus Г. 

So liefert beispielsweise die Abbildung der Eckpunkte 0, 1,2, 3, 4, 5 eines E^ aus 
Schema Fig. 2 auf die Eckpunkte A^, A2, A^, B^, B2, B3 eines E^ aus Schema (l) 
den folgenden Isomorphismus: 

(13) 0-* Ai, 

5-^B,, 

10 -̂  C, , 
15 -> Wg, 
20 ̂  W2 ; 
0->аз, 
S-*bi, 

10 ̂  C3 , 
15 -> W3, 
20 -+ Wo . 

l - * ^ 2 . 
6^03, 
И-^Сз, 
16 -* 1̂ 4 , 

1 -> «2 . 
6 - ^3 , 
11 ̂  С, , 
16 -̂  Wj , 

2->Лз, 
7->ß, , 

12-^ Wg, 

17 -̂  W3 , 

2 -+ a, , 

7 -*d2, 

1 2 ^ w,. 

17 ̂  w, , 

3-^B,, 

8 -* £>2, 

13 -. Ж5 , 
18 ->• Ж; , 

3->Ьз, 
8-»dl, 
13-> Wg, 
18 ̂  Wj , 

4-ß2, 

9-^C. , 

14 -» Wi , 

1 9 ^ Wg 

4-^b2, 

9-*Ci, 

14 -> wg , 

19 ̂  W4, 

Schlußbemerkung. Der Fall der mehrfach homologischen Dreiecke in der klassi­
schen Ebene über dem Körper der reellen bzw. komplexen Zahlen ist schon 1870 
untersucht worden, vgl. [5], [6], [7], [8]. Die Eigenschaften der 6-fach homolo­
gischen Dreiecke in der Ebene Я4, die hier unmittelbar aus dem Inzidenzschema (1) 
dieser Ebene folgen, hat unter anderem W. L. Edge [9] überwiegend mittels der 
Galoisfelder untersucht. 
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