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ALGEBRAISCHE THEORIE DER TRANSFORMATION
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ZpeNEK Husty, Brno

(Eingegangen am 25. Mai 1972)

VORBEMERKUNGEN

Anstatt “homogene lineare Differentialgleichung” sagen wir kurz “Gleichung”.
Es sei s eine natiirliche Zahl. Mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnen wir
im folgenden diese Spaltenvektoren von der Dimension s: wy(y) hat Komponenten
y*= 1k =1,2,...,s, wo y eine (s — 1)-mal stetig differenzierbare Funktion be-
deutet. g () hat Komponenten o, k = 1,2, ...,s. e“(x) hat k-te Komponente «
und die iibrigen Komponenten sind gleich Null, e(x) = ei(«). Einen Zeilenvektor
kennzeichnen wir durch ein hochgestelltes T, z. B. e ()" = [0, ..., 0, a]. Das Sym-
bol ay, oder {4}, bedeutet das allgemeine Element der Matrix A. Mit dem Symbol g,.
oder {A},. bezw. a., oder {4}., bezeichnen wir den Zeilenvektor bzw. den Spalten-
vektor der Matrix A. Die kvadratische Matrix I%(a,),0 < j < s — 1, der Ordnung s,
bei der alle Elemente, die auBerhalb der j-ten unteren Diagonale stehen, gleich Null
sind, heiBt die j-te Diagonalmatrix. Sie hat also in k-ter Spalte und in j-ter Diagonale
das Element a, d. h. {IP(a)}y = a, firk = 1,2,..,s — j;i = k + j, IP(a)}u =
=0firi+k+j,i,k=12,...,s I{a,) ist die Diagonalmatrix diag [ay, ..., a,]
und wir schreiben statt 1{(a,) kurz I(a,). Ferner I(1) ist die Einheitsmatrix der
Ordnung s, die wir auch kurz mit I; bezeichnen werden. Bekanntlich gilt fiir die
Multiplikation dieser Matrizen die Formel I(a,) I(b) = IY*"(c,) mit ¢, =
= a,,,b,. Ferner ist W(y) = [ws(yy), w(¥2)s ..., w(y,)] die Wronskische Matrix
von s Funktionen.

Wir werden uns mit der Gleichung n-ter Ordnung (n = 2) im reellen Gebiet von
der Gestalt '

(a) y(")(x) + ~=il (?) a(x) y("""(x) =0

beschaftigen. Wir setzen voraus, daB alle brauchbare Ableitungen der Funktionen,
die in unseren Betrachtungen vorkommen, in einem Intervall stetig sind. Mit dem
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Symbol rya) bezeichnen wir den Zeilenvektor, dessen Komponenten die Koef-
fizienten der Gleichung (a) in dieser Anordnung a,, d,_1, ..., ,+1-, bilden, d. h.
r{a) = [a,, a,-, ..., 4,41 -]. Speziell der Vektor r,,(a) mit a, = 1 ist der Zeilen-
vektor, dessen Komponenten alle Koeffizienten der Gleichung (a) bilden. Dieser
Vektor wird der Vektor der Koeffizienten von (a) — kurz der Vektor von (a) —
genannt. Ist

0 1 0 0

0 0 1 0

Ay =1
0o o0 0 1

—a, —Qa,_y —0;_5 ... —a

eine infache Frobeniussche Matrix der Ordnung n, so kénnen wir das System

. n \! n _
ov wor=n[( ") Jan](, 1 )]mor=o

auf die Gestalt

;.w,,_,(y')é wn—l(yl)
IO N Y "
RAERET [(n U k)] wal)

umformen. Die Gleichung (0.2) ist offensichtlich erfiillt dann und nur dann, wenn
y(x) eine Losung der Gleichung

(0.3) Y 4+ r(a) I, [( " )] w,(y) =0
n+1-—-k

darstellt, d. i. wenn y(x) eine Losung von (a) ist. Die Gleichung (0.3) 148t sich dann
als Skalarprodukt zwei Vektoren in der Form

n
04) @b [( L )] =0

(0.2)

schreiben, wo r,, ;(a) der Vektor von (a) ist. Anstatt der Gleichung (0.1) bzw. (0.3)
kann man die Matrizenschreibweise

-

, ;. n \! n
0.1 mor=n[(, ) (12 )] e
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bzw.

03) ()T W) + ra), [( n )] W,() = 0
n+1-k

benutzen, wo W,(y) die Wronskische Matrix n-Lsungen von (a) darstellt.

Bei der Forschung verschiedener Eigenschaften von (a) kann man eine geeignete
Schreibweise ausniitzen. Z. B. die Form (0.1) eignet sich fiir das Studium der unho-
mogenen Gleichung. Die unhomogene Gleichung nimmt die Gestalt

. n \"! n .
09 wer=nl( ") an](, L )] me +ave

und wir machen fiir eine Lésung von (0.5) den Ansatz w,(z) = W,(») y.[c(x)], wo
W,(y) die Wronskische Matrix eines Fundamentalsystems von (0.1) darstellt. Dann
erhalten wir leicht durch die Variation der Konstanten die Formel

wa(2) = W) f W) el d + pley)

¢, =Konst., k=12,...,n.

Zum Ausbau der Transformationstheorie eignet sich die Gleichung (0.4).

1. TRANSFORMATION

1.0 Der kiirzeren Schreibweise halber verzichten wir in (0.4) auf die Indizes
n + 1, denn im diesen Abschnitt alle Matrizen die Ordnung n + 1 und alle Vektoren
die Dimension n + 1 besitzen werden.

Weiterhin gehen wir bei der Transformation von der Originalgleichung

n
(a) r(a)I [(n 1 k)] w(y) =0

aus. In Ubereinstimmung mit der klassischen Theorie gewinnen wir aus (a) mit dem
Ansatz

) yx) =u() z[TX)], t=T(x), ulx)+0+T(x) in I,

die Gleichung

(@) @)l [(n . ’1’ B k)] w(z) = 0

die wir das Bild von (a) der Koordinaten T(x), u(x) nennen — kurz-Bildgleichung.
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Also aus der Originalgleichung (a) erhalten wir durch Substitution (1) die Bildglei-
chung (2) und gleichzeitig aus dem Originalvektor r(a) den Bildvektor r(a).

1.1 Transformationsmatrizen. Fiir die Definition der Matrizen, die den Original-
vektor r(a) auf den Bildvektor r(a) transformieren, werden die Formeln

M ATWID = ¥ e i@] ), o) = [T,
v=1

() ==
v
I N M RO E RN U

angewandt, s. [1; (2, 1.4), (2, 2.2)]. Die Funktionen ¢, y sind gewisse verallgemeiner-
te Polynome mit Dimension, die der Differenzgleichungen erster Ordnung

3 IO = ;'O = 2 — ) LoiZ 1) + [9iZ10T,
oi=1, i=01.., ¢ =0, s=1,2,...,
1O = -1 + 1-1(0), 2 =1

entsprechen, s. [1; (2,1.6), (2,2.3)]. Der untere Index gibt die Nummer der Dimen-
sion. Die Gleichungen (3) kann man zur Beweisfiihrung einiger Eigenschaften der
Polynome ¢, x mit Hilfe der vollstindigen Induktion anwenden. Aus (3) folgt z. B.

@ ¢ = (" ; 1) (=20, ¢i'(0) = (i ‘3 1) [Gi — 8) ¢ — 201,

1@ =¢, nO=0+.

Vermoége der Polynome ¢, x definieren wir die unteren reguliren Dreiecksmatrizen
(n + 1)-ter Ordnung X[{(w)], ®[{(v)] folgendermaBen:

0 | —
el =, fi’"<;_1,i§g’
(,- 3 k) £i-LE(w)] ="

0 fij/1—k<0

L/ ;
@O = ooy ™ Zkzo

mit det X = det ¢ = 1.

320



GemaB der Formel (1) bzw. (2) gilt

) w{z[T()]} = LI I[V** ] w(2)
bzw.
(6) : wlu(x) Z(x)] = u X[{(w)]I w(Z) .

Aus (5), (6) folgen leicht diese Formeln:
Q) wiu(x) 2[T(x)]} = u X[{(w)] LI I[*" ] w(z),
w{u[T(x)] z[T(x)]} = u P[L()] I[v*" O] X[{(w)] w(z) .
1.2 Bildgleichung und Bildvektor. Mit Hilfe der Formel (7) konnen wir die Bild-

gleichung (2) in der Form

@) w r(a)l[( n )] X[L)] BLL@)] [0+ 0] w(z) = 0
n+1-—k

schreiben. Ein Vergleich von (2), (a,) ergibt die Bezichung zwischen dem Original-
vektor r(a) und dem Bildvektor r(a) in der Form

a) = n 2(n+1-k) n -t
o r@=rwif(, 7 reegen e ()7,

Daraus folgt fiir die (n + 1 — r)-te Komponente des Vektors r(a) die Formel

. -1
@ g, = ra)1 [( n )] XTUW] @3- [L@)] 07 (") ,
. n+1-k r

WO @, 4+1-,L0(v)] die (n + 1 — r)-te Spalte von @[{(v)] darstellt. Fiir r = 1 nimmt
die Gleichung (2) mit Beriicksichtigung von 1.1(4) — d. h. sieche die Formel (4) des
Abs. 1.1 — die Gestalt

3 a; = v’[ay + {u) — (n = D]

1.3 Halbkanonische Bilder und Vektoren. Ist @, = 0, so nennen wir das Bild (a)
halbkanonisch und seinen Vektor den halbkanonischen Vektor. Vermdge von (3)
erhalten wir das halbkanonische Bild durch die Wahl

) (W) = —a; + (n = D,

davon durch die Integration folgt u(x) in der Form

u(x) = co"! CXP{—J a; ds}, ¢ = Konst.
o

X
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Gilt also (1), so schreiben wir das halbkanonische Bild von (a) in der Gestalt

—. n
(A) r(A) I [(n i k)} w(z) =0.

Den halbkanonischen Vektor r(A) erhalten wir aus 1.2(1), wo wir X[—a,
+ (n — 1) {(v)] statt X[{(u)] schreiben. Weil die Matrix X die folgenden Eigen-
schaften

X(@ + B) = X X(B) = X(B) X(@), X(ka) = X(2)*, k ganz,

besitzt, 148t sich der halbkanonische Vektor r(4) folgendermaBen schreiben:

@ r(A) = r(a>1[< n )] X(—ay) XHL@T " .
n+1-—-k

. -1
. d 2(n+1-k) n )
wonr ()]

1.4 Hauptbild und Hauptvektor. Das halbkanonische Bild von (a)

n
(A) N r(A) I [(n o k)] w(Z) =0

der Koordinaten x, exp {— [ a, ds} nennen wir das Hauptbild von (a) und seinen
Vektor, der durch die Formel

N n _ n \
o i =r@il(, 1 J]xear( L) ]

gegeben ist, den Hauptvektor von (a). Aus (1) folgt fiir die (n + 1 — r)-te Kompo-
nente A4, des Hauptvektors die Beziehung

(2) . A" =Z <r) aer—v(_al)’ k=0, 1,...,)’!,
v=0 \V

mit Ay = 1, 4, = 0, A, = a, — a7 — a, usw. Die Funktionen (2) nennen wir die
Hauptkoeffizienten von (a).

Bemerkung. Die Gleichung (1) 148t sich in der Gestalt
r(4) = r(a) X(—a,)
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schreiben. Die Matrix X(—a,) = erhdlt man aus

(n -:-_1 ; k) Xi-x(—ay)

X(—a,) durch Stiirzen um die Nebendiagonale.

Setzen wir (1) in 1.3(2), so erhalten wir den halbkanonischen Vektor r(A) in der
Form

n

(3) nd) = r(A)I[( >] XL B[] 1 [v2<"“-*>( n )1]
n+1-—k n+1-—-k

1.5. Reduzierte halbkanonische Bilder und Vektoren. Den halbkanonischen Vektor

_ n B n+1 \!
HQ) = r(a)I[(n L k)]X( a1)1[<n e k) ]

nennen wir den reduzierten Hauptvektor und seine Komponenten, die durch die
Formel )

M A= ilZ(’“)(r+1—v)avx,_v(—a1), r=0,1,2..,n,
n v=0 A4

mit

Lw=0, 4= @, —al—a)

A, =
n+1 n+1

usw., gegeben sind, die reduzierten Hauptkoeffizienten.

Wenn wir das halbkanonische Bild von (a) in der reduzierten Form

n+1 _
@) Y [(n ne k)] W(z) = 0

schreiben, so erhalten wir fiir seinen Vektor, den wir auch den reduzierten halb-
kanoischen Vektor nennen, die Formel

@ (@) = r) I [( n )] X[)T" .
n+2-—-k

' 1| p2e+1-n0 n+1 \! .
O R S

Daraus folgt die (n — 1)-te Komponente des Vektors () mit Beriicksichtigung
von 1.1(4) die Gleichung

(€) 2 =0 [{'@ + () + Ar].
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Bemerkung. Ein Vergleich von 1.4(2) und (1) ergibt die Beziehung zwischen den
Hauptkoeffizienten und den reduzierten Hauptkoeffizienten von (a) in der Form
A=+ D/(n+ 1A, r=0,1,..., n. Ein Vergleich von 1.4(3) und (2) ergibt
dieselbe Beziehung zwischen U, und 4,. v

1.6. Kanonische Bilder und Vektoren. Ist %, = 0, so nennen wir das Bild (2)

kanonisch und seinen Vektor den kanonischen Vektor. Vermége von 1.5(3) ist der
Vektor 1.5(2) kanonisch, wenn

m @) + @) + A, =0
gilt, d. h. wenn v(x) eine Losung der Gleichung v" + 2,v = 0 darstellt. Gilt also (1),

so lassen sich die Matrizen X und @ als Polynommatrizen schreiben, und zwar die
Matrix X 4Bt sich als eine Polynommatrix des ersten Grades in der Form

) X[ = HQL) + 0V(Q,) {(v)

(z : llc) hi_ (W) (z : i)qi—k(%z)

tauschbare untere Dreiecksmatrizen sind. Die Elemente von H, Q) sind wieder

darstellen, wo H(2,) = , 00, =

ver-

Polynome mit Dimension, die das System
hj = —mzq,’—z + (hj-—l), > 4; = hj + (qj-—l)’9 hg =qo =1

befriedigen. H(0) ist die Einheitsmatrix, Q(*(0) ist die erste Diagonalmatrix I‘V(k).
Die Matrix @ ist eine Polynommatrix des Grades n — 1 von der Gestalt

n—

® P[LW)] = ¥, FOAL,) (),

v=0

wo FO(U,) = || fiZ;2(2A,)| eine untere Dreiecksmatrix, deren alle Elemente ober-
halb der v-ten Diagonale gleich Null sind, darstellt. Die iibrigen von Null verschie-
denen Elemente von F®™(1l,) sind wieder Polynome mit Dimension, die als L&sungen
der Differenzengleichung

_ fi—1,y _ (21 _ 2] +y— 1) l:—l,v—l _ (V + 1) 9[2 i-1,v+1 +( l:—l,v )I

—Jj-v j—v j—v—2 Jj=v—1

i,V
j=v

gegeben sind. FO(0) ist die v-te Diagonalmatrix

(—D”v!z“’[("”' 1)(k+v'2)], y=0,1,2,...n—1.
v v
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Wenn wir das kanonische Bild von (a) in der Form

@ @) 1 [(n i ; ! k)] w(z) = 0

schreiben, so erhalten wir fiir seinen kanonischen Vektor aus 1.5(2) mit dem Ansatz
(2), (3) die Beziehung

@ r@= r(?I)I[( n+ 1 >:| "SG‘V’(QIZ) O I [02<n+1—k)( n+ 1 )_1]’

n+2-Fk/|v=o n+2-—k

wo die untere Dreiecksmatrix G*(2(,) durch die Formel

u=0

G = ¥ (n . 1) HEL)Y™ "% QOELY FOPQL,), v =0,1,...,n — 3
7
definiert. ist.

1.7. Kanonische Bilder kanonischer Originalgleichungen. Ist die Originalgleichung
(a) kanonisch, d. i. besitzt sie die Form

() r(a)I[(n:;ikXIw(y):O, a0, =0a, =0,

so ist der reduzierte Hauptkoeffizient 2, gleich Null. Die Matrix G®(0) hat die
Gestalt

G(v)(()) = }v_“ (" - 1) J Lt I(l)(k)u (v - #)!I(V—“) |:<k +v—-—u- 1) .
u

u=0 V—u

(e S G ()

und der kanonische Vektor ist von der Form

® @ =T [(" 27 (" - ") vz‘"“-“] r).

v v

Daraus folgt fiir (n + 1 — r)-te Komponente &, des Vektors r(&) die Gleichung
r=3

) @ =v"Y v (), r=3,4,...n

v=0
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mit

. _ r+ 1\/r—-1
® ()

Damit haben wir Bilder, halbkanonische und kanonische Bilder der Gleichung (a)
beschrieben.

2. BESTIMMUNG DER KANONISCHEN INVARIANTEN

Die Gleichungen 1.6(7) und (1) bilden die Ausgangsgleichungen fiir die Bestimmung
der Fundamentalinvarianten von der Gleichung (a). Im zweiten Abschnitt geben wir
bloB die Bestimmung der kanonischen Invarianten an. Die kanonischen Invarianten
sind die Invarianten bei der Transformation der kanonischen Gleichungen auf die
kanonischen Gleichungen.

Es sei die Gleichung

® r(ﬂ)l[( n+l )]w(z>=0, B =Py =0
n+2-—k

ein kanonisches Bild von («) der Koordinaten T(x), u(x), die den Gleichungen
1.3(1), 1.6(1) mit v = |T’|‘”2, A, = 0 entsprechen. Wie schon erwiahnt, mufl die
Beziehung

r—3
1) BLT(x)] = v* Y v!cfo, - ,{*. r=3,4,..,n
v=0

gelten, s. 1.7(2). Also wihlen wir r fest. Im diesen Abschnitt werden alle Matrizen
und Vektoren ohne Indizes die Ordnung und die Dimension s besitzen, wo s > 2r + 1
eine natiirliche Zahl ist. GemaB den Transformationsformeln fiir die Vektoren
w(y) gilt mit Benutzung von (1) die Gleichung

@ WBITCIT} = ST ITA 9 wif) = 3 v! o™ . & XOP ™ wla,—)
v=0

wo {({") = —v{mit {’ = —{2 7y nehmen ist. Aus (2) folgt
3) W(B) = T *4=1) BLo)] 1 vl X Wi, )
v=0

Wenn wir die Matrizen ¢!, X durch die Polynommatrizen ersetzen, erhalten wir
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mit Riicksicht auf A, = 0 nach Umformung die Relation

w(ﬁ)_l[z(r+k—1) o l:k—l
=1[v ]ZC’]!I( ) )]
j=o0 J

r—=3 .
. ZOCVV! C"‘, 1D [(21‘ + k +:] -2 - v>] W(ar-v) ’

J

woraus die Beziehung

e N 4 = i —v—1\
Bi)=fﬁkm( ')Zﬁﬂdc+r Y )@3#=
i=0 ] v=0 j

J
iZ2  min(u—1,-3) s
=y (! Y qm-v—lnw<’ d )
n=1

v=max{0,r—i+ pu} n—v— 1

. i+r—v—1 'di::*u+v+1
H—v—=1

fir (i — r + 1)-te Komponente des Vektors w(/f;) folgt, r£i<s+r—1
Setzen wir

min{k—1,i—p—2})

) O = Y P+ v =)k —1 =),

v=max{0,k— u}

i=k=2\li+2+V\ ;
. ) o " a(:’,'-f_-\rz_"_”’ ﬂ,k: 1,29""i—2’
u+v—k ,,t—i—V“‘k

so konnen wir den Zeilenvektor g;_,[B{7F 1" der Dimension i — 2 als Produkt
des Zeilenvektors ¢;_,({*~")" und der Matrix 4;_, = |8, schreiben, d. i.

) Qi—z[ﬁfci;;+2)]r = Qi—z[gk_l]T 4;_,.

Die Gleichung (5) kénnen wir noch umformen. Wir definieren die Matrix 4;,_, =
= ||6,.] folgendermaBen: ihre erste Zeile erhalten wir, wenn wir von der ersten
Zeile der Matrix 4,_, das v~ ?-fache des Vektors 0;_,[B\s >]" subtrahieren,
d.i

{Ai~—2}1. = {Zi—l}l. - U_ZiQi—z[,Bt(‘ifzk_z)]-

Daraus folgt fiir die Elemente der ersten Zeile von 4;_, mit Riicksicht auf (4) die
Beziehung

(6) Sy = aliThTD L p RIS 2 20— 2

Ubrige Zeilen der Matrix 4;_, sind gleich wie die Zeilen der Matrix 4,_,.
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Dann kénnen wir die Gleichung (5) in der Gestalt
0i-o[*11"4,., =0

schreiben. Daraus folgt, daB8 auch ein Spaltenvektor ;—(d5)) existiert, der die
Gleichung

Ai—z@i—Z(d;Hc) =0

befriedigt. Diese Gleichung konnen wir in der Form
(M {4i-2}u. 0i-2(dy4) =0, p=12..,i-2

schreiben, d. i. als Skalarprodukt der Zeilenvektoren der Matrix 4;_, mit dem
Vektor o(d5 ;).

Wibhlen wir in (7) 4 = 2, so erhalten wir mit Riicksicht auf (4) nach der kurzen
Berechnung fiir die Komponenten des Vektors o(d5 ) die Beziehung

di,, = (=11 <;{‘_i) (;{i’;) dicttk, k=1,2,..,i—-2.

Durch eine passende Wahl von df erhalten wir alle Komponenten des Vektors
0;-2(di,,). Z. B. mit dem Ansatz

dh = (1)1 c:-s/(z' )
i—3
gewinnen wir die Formel

i e fi+ 1 i+ k 2i — 2 { .
di o= (=1)k("! , =1, k=1,2,...,i —2.
=0 () G D)CD))

Mit dem Ansatz
. . i+ 1\ /i+1
di = (-1 i-1 (1
= (T)6T)
erhalten wir die Gleichung

; . i+ 1\ /i+k
8 Aoy = (—1 (1T , k=1,2,..,i-2.
( ) 2+.k ( ) (k + 3) (k + 1) ’ s 1

Fiir u = 1 folgt aus (7) mit Riicksicht auf (6) die Gleichung

i-2
©® dy o3P — 0BT = 0.
k=1
.
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Bezeichnen wir
i—2

10 s, .y ) = Z ds sy 2.
k=1

Dann konnen wir statt (9) die Gleichung

(11 ${Bs[T(X)], ..., BLT()I} ™% = 94(ats, ..., )

schreiben. Die Funktion 9,(as, ..., &;) ist gemdB (10) ein Polynom mit Dimension i,
der Ordnung i — 3 und vom ersten Grad. Laut (11) schliefen wir, daB die Funktion
(10) die i-te kanonische Invariante ist.

Setzen wir z. B. (8) in (10), erhalten wir nach Umformung die Formel

Sz o) = ¥ (—1) (i * 1) (2" —2- ”) o, .
v=0

v i—1

Die Beschreibung der Form von Fundamentalinvarianten mit Hilfe der Glei-
chung 1.6(4) und der kanonischen Invarianten bringt schon keine gréBere Schwierig-
keiten mehr.
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