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UBER VOLLSTANDIGE AUTOMORPHISMENGRUPPEN
UND GLEICHUNGEN IN DER MODULGRUPPE

GERHARD ROSENBERGER, Dortmund und FRANZ TessuN, Hamburg

(Eingegangen im Dezember 27, 1975)

EINLEITUNG

A. Sei K eine Gruppe von endlichem Rang g, d. h. K wird von g aber nicht von
q — 1 Elementen erzeugt.

K heiBt quasifrei vom Rang q; wenn gilt:

i) Jeder Automorphismus der freien Gruppe vom Rang ¢ induziert einen Auto-
morphismus von K.

ii) Jeder Automorphismus von K wird von einem Automorphismus der freien
Gruppe vom Rang g induziert.

K heiBt vollstindig, wenn das Zentrum Z(K) von K trivial ist und jeder Auto-
morphismus von K ein innerer ist.

J. L. DyER und E. FORMANEK zeigten in [3] (vgl. auch [2]), daB die Automorphis-
mengruppe A(F,) der freien Gruppe F, vom Rang ¢ fiir ¢ > 2 vollstandig ist.

Hier zeigen wir, daB die Automorphismengruppe einer quasifreien Gruppe K
von endlichem Rand g = 2 vollstindig ist, wenn K eine Gruppe mit einer definieren-
den Relation und Torsion ist.

Damit sind zugleich Beispiele fiir unendliche Gruppen mit Torsion gegeben, deren
Automorphismengruppe vollstandig ist.

Weiter werden in dieser Note alle quasifreien Fuchsschen Gruppen vom Rang
g = 2 bestimmt, deren Automorphismengruppe vollstdndig ist. Als interessantes
Nebenergebnis erhalten wir die Losungen gewisser Gleichungen in der Modul-

gruppe.

B. Sei K eine Gruppe, dann bedeute:

[x,y] := xyx~'y~' den Kommutator von x, y € K.

K := [K, K] die Kommutatorgruppe von K.
A(K) die Gruppe aller Automorphismen von K.
I(K) die Gruppe der inneren Automorphismen von K.

i der von g € K definierte innere Automorphismus von K.

)
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Z(K) das Zentrum von K.

die freie Gruppe von endlichem Rang g.

[ [ ey die Gruppenbeschreibung durch Erzeugende und Relationen.
Sei K die von x und y erzeugte Gruppe, dann bedeute W(x, y)
ein Wort in x und y.

1. VORBEMERKUNGEN

Wir untersuchen im folgenden die Automorphismengruppen der Gruppen

G=<ab|[a,b]"=1), nz2,
und
H = <a, b| [a, b]**" = (a[a, b]*)* = (ab[a, b]*)* =
= (aba[a, b]*)> = 1>, k=1,
auf Vollstandigkeit.

In [11, Satz 3], (vgl. auch [10]), bzw. in [12] (Korollar zu Theorem 4) wird ge-
zeigt, dal G bzw. H quasifreie Gruppe vom Rang 2 ist. Es sei noch bemerkt, daBl G
und H Fuchssche Gruppen sind, und es 148t sich leicht zeigen, daB dies die einzigen
quasifreien Fuchsschen Gruppen vom Rang g = 2 sind.

Die folgenden beiden Satze sind im weiteren sehr niitzlich.

Satz 1.1. ([4, Theorem 1], vgl. auch [6]). Sei K eine nicht zyklische Fuchssche
Gruppe, dann ist das Zentrum von K trivial.

Satz 1.2. ([1], Seite 95). Sei K eine Gruppe mit trivialem Zentrum. Ist I(K) eine
charakteristische Untergruppe von A(K), dann ist A(K) vollstindig.

2. EINIGE GLEICHUNGEN IN DER MODULGRUPPE

Satz 1. Sei K =<x,y|x*=y>=1) = PSL(2,Z) die Modulgruppe. Sei
Ulx, ) =xy" ...xy™, nz1, 1 < <2 fir i =1,...,n. Gibt es ein Element
V(x, y) e K mit

(2.1) V(x, y) U(x, y) = U(x, y~ 1) V(x, y),
so ist n gerade und U(x, y) von der Form U(x, y) = (S(x, y) S(x, ™))", y = 1.

Beweis. Setze V(x,y) = x*y"'xy® .. xy’, mit 0 a<1, 0= B, <2 und
1B, s2fliri=1,...,m— 1.

Ist B, =0, so ist natiirlich auch « =0, und wir erhalten wegen (2.1)
Xy oL xyxy Bmer xyTh = xyTPmer xyThixyT® L xy~®, d. h. wir kénnen
o= 1lund1 £ B, < 2 annehmen.
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Seinunalsoa =1lund1 £ 8, < 2.

Ist m > n, so ist notwendig V(x,y) = xy*'...xy*(U(x, y)/’ fiir >0 und
g < m. Ist U(x, y) von der Form U(x, y) = (S(x, y) S(x, y™"))’, 2 1, so auch
(S(x, 3) (SCx. 3) S(x, v~ S(x, 372 (S(x, 1) (3 )P 6 2 1.

Wir kénnen also n = m annehmen (vgl. auch den weiteren Beweisgang).

Sei also nun n = m. Es ist sogar n > m, denn sonst wire ¢, = —¢,(3). Setze
n=m+k Aus xy" .. xyPmxy® . xy™ = xy % ... xy xy" ... xyP" erhalten
wir durch Exponentenvergleich:

—&n

il

Bi

Ene; = —gf3) fiir i=1,..,k

—g3) fir i=1,..,m;

und
gey = Pf3) fur i=1,..,m.

a) Sei m < k. Dann gilt:

U(x, y) = V(x, Y™ ) R(x, y) V(x, y) mit R(x, y) = xy™*' ... xy™.
Wegen m < kist R(x, y) *+ 1.

Aus (2.1) folgt V(x, y ") R(x, y) = R(x, y™') V(x, 1)

Wenn n — 2m gerade ist, so auch n. Ist R(x,y) von der Form R(x,y) =
= (S(x, ) S(x, y™*))",7 2 1, und ¥(x, y) von der Form V(x, y) = S(x, y) (S(x, y ™).
. S(x, »))%, so ist U(x, y) von der Form U(x, y) = (S(x, y™*) S(x, )y 2/ **.

Wir kénnen also m = k annehmen (vgl. auch den weiteren Beweisgang).

b) Sei m > k. Dann gilt:

V(x, y) = W(x, y) T(x, y) mit W(x, y) = xy ... xy*
und

&k +1 ~&m

T(x, y) = xy ce. XY

Wegen m > kist W(x, y) + 1 und T(x, y) # 1. Weiter ist mit (2.1)

U(x, p) = W(x, y™") T(x, y™) W(x, ) = V(x, y™) (T(x, y71) ! V(x, »)
und
T(x, y~1) W(x, y) = W(x, y) T(x, ) .

Damit ist auch U(x, y) = W(x, y~') W(x, y) T(x, y).

Wenn n — 2k gerade ist, so auch n. Ist T(x,y) von der Form T(x,y) =
= (S(x,y) S(x, y~1)), y 2 1, und W(x,y) von der Form W(x,y) = S(x, y™").
. (S(x, y) S(x, y~1))?, soist U(x, y) von der Form U(x, y) = (S(x, y) S(x, y~1))7*26*1.
Wir kénnen also m < k annehmen (vgl. auch den weiteren Beweisgang). Insgesamt
konnen wir daher m = k annehmen.

) Sei nun m = k. Aus n =m + k = 2m folgt, daB n gerade ist. Weiter ist
U(x, y) = V(x, ™) V(x, y). q.e.d.
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Lemma 1. Sei K = <x,y|x*> = y® = 1). Sei U(x, y) = y*xy™ ... xy"*', n 2 1,
1<g<2firi=1,..,n+1; & = ¢g,.,. Gibt es ein Element V(x, y)e K, das
(2.1) erfiillt, so ist n ungerade und U(x, y) von der Form U(x,y) = (S(x, y) .
S(x, y Y,y 2 1.

Beweis. Setze W(x, y) = xy*x ... xy*xy~**'. Dannist U(x, y) = y* W(x, y) y~
und V(x, y) y* W(x, y) y~° =y~ W(x, y~1) y* V(x, y). Mit R(x, y) = y** V(x, y) y**
gilt: R(x, y) W(x, y) = W(x, y"') R(x, y). Nach Satz 1 ist n ungerade und W(x, y)
von der Form W(x, y) = (S(x, y) S(x, y™ ")), y = 1.

Mit Q(x, y) = y** S(x, y) y* ist

YW, p) yT = (0" S(x, p) ¥y (e, yTH ) =
=(Q(x,y)Q(x,y‘1))Y, 'Ygl q. €.

Lemma 2. Sei K = (x,y|x* =y>=1). Sei U(x,y)=xy"...xy"x, n21,
1<¢<2firi=1,...,n. Dann gibt es kein Element V(x, y)eK mit

2.2) V(x,») U(x, ») = y*U(x, y ) V(x,y), 1<e<2.

Beweis. Angenommen, es gibt ein Element V(x, y) € K, das (2.2) erfiillt. Setze
V(x,y) = x%xy . xp", 0<a<1, 0£,<2 und 1<B,<2 fir i=
= 1, ..., m — 1. Ein Exponentenvergleich fiihrt dann in jedem Fall zu einem Wider-
spruch. g.e.d.

&1

o
&

Korollar. Sei K = {x, y|x* = y> = 1).Sei U(x, y) = y"xy* ... xy"xy~ ", n 2 1,
1<y<2, 1=¢<=2firi=1,..,n Dann gibt es kein Element V(x, y)eK,
das (2.2) erfiillt.

Beweis. Angenommen, es gibt ein Element V(x, y) € K, das (2.2) erfiillt. Setze
U(x, y) = y* W(x, y) y~7, dann ist

V(x, p) Y W(x, y) ™7 = yy " W(x, y™ 1) y' V(x, »).

Mit R(x,y) = y* V(x,y)y" gilt: R(x, y) W(x, y) = y* W(x, y"') R(x, y). Nach
Lemma 2 ist W(x, y) = 1, damit ist auch U(x, y) = 1. Das istaber ein Widerspruch.
) q.e. d.

Satz 2. Sei K = (p,x,y|p> =x* = (px)* = (py)* = 1, x* = y*) = GL(2, Z).
Seien a, beK, mit [a, b] = y*, & £ 0(3).

Dann gibt es einen freien Ubergang (Nielsen Transformation) von {a, b} zu
einem System, in dem ein Element die Ordnung zwei hat.

Beweis. Wir rechnen im folgenden o. E. modulo Zentrum von K, d. h. in der
Gruppe
K=<p,x,y|p?=x*=y=(px) = (py)* = 1.

Esista = p"U(x, y), b = p* V(x, y) mit r, s € {0, 1}.
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Angenommen r =s=0. Dann ist a,be{x,y|x* =y’ = 1) ~ PSL(2, Z).
Fiigt man in PSL(2, Z) die Relation [x, y] = 1 hinzu, so erhilt man die Gruppe
i, y|x* =y =[x,y] =1) = Z/6Z. Aus [a,b] = y* folgt aber, daB Z/6Z
keine Elemente der Ordnung 3 enthélt, und das ist ein Widerspruch.

Alsoist r + s = 1. '

Es geniigt den Fall r = 1, s = 0 zu behandeln, denn der Fall r = s = 1, bzw.
r=0,s = 1folgt aus dem Fall r = 1, s = 0 wegen

[a,b] = [ab,b] = y* bzw. [a,b]"' =[b,a] = y~*.
Sei also nun r = 1, s = 0. Dann ist

[a,b] = Ulx, y™") Vix y7) (UG y™1)7H (V(x )7

Zu untersuchen ist also in <x,y|x* = y*> = 1) o. E. — eventuell nach Umbe-
zeichnung — eine Gleichung
(2.2) V(x, y) U(x, ) = ¥ U(x, y™1) V(x, ) -

Nach Lemma 2 kénnen wir o. E. — eventuell nach einer geeigneten Konjugation —
Ulx, y) = y"xy?..oxy™, nz0, 1< =<2 fir i=1,..,n+1; & =¢,,
annehmen.

Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei nun n > 1. Setze V(x, y) = x»"'xy ... xy!, mit 0 < <1, 0=, <2
1B, 2firi=1,...,m—1. Ist « =0 und m = 1, so ist nichts zu zeigen.

Sei nun m = 2, falls a = 0.

Ist « = 0, so ist notwendig B; + B, = 0(3), da sonst ein Exponentenvergleich
g, = —g,(3) ergebe.

Ist « = 1, so ist notwendig B, £ 0(3).

Es sind also die folgenden beiden Fiélle zu untersuchen:

iyo=1,8,%03),mz1

i) a =0, B, = —By(3), m = 2.

Es trete nun der Fall i) ein. Dann ist folgende Gleichung zu betrachten:

xyPxyPmytix L xytrt = ey TEx L xy T ixpP  xyPm

Ein Exponentenvergleich ergibt ¢ = ¢,(3).

Ist m = n + 1, so ist mit Lemma 2 notwendig V(x, y) = xp** ... xyPa-ixy?'s
.U(x, ), g = 1 und B, % 0(3), d. h. wir kénnen m < n annehmen.

Ist m < n, soist notwendig U(x, y) = y"x ... xy* V(x, y), p 2 1, d. h. wir kdnnen
m = n annehmen.

Insgesamt konnen wir also m = n annehmen.

Sei nun m = n. Dann ist aber U(x, y) = y* V(x, y) und es ist alles gezeigt. Es
trete nun der Fall ii) ein. Dann ist folgende Gleichung zu betrachten

Yix LoxyPrytix L xytrt = iy T x L xy TP L x P
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Angenommen, es ist & = & — f;(3). Dann ergibt ein Exponentenvergleich not-
wendig g,+1 = & = —B4(3), d. h. e = 0(3), daB ist aber ein Widerspruch. Also ist
£, % & — Bi(3), d. h. aber ¢ = ¢,(3) und weiter &; = f,(3).

Damit erhalten wir die Gleichung

En+1 £2 Bm

Yix oxyPrytix L oxyttt = xp T L xy Ty Px L xy

Eine Umformung ergibt dann die Gleichung

Bm Bm

Yoix oxyPmy T oxy T = yrix o xyPxyPix L xy

Ist m>n+1, so ist notwendig V(x,y) = y"'x...xy*«(U(x,y))"%, g =1,
B, = —Bi(3), d. h. wir kénnen m < n + 1 annehmen.

Ist m < n + 1, so ist notwendig (U(x, y))™* = y™™*'x ... xy~"*'x V(x, y), d. h.
wir konnen m = n + 1 annehmen.

Insgesamt ko6nnen wir also m = n + 1 annehmen.

Sei nun m = n + 1. Dann ist aber (U(x, y))™! = y~%" V(x, y), und es ist alles
gezzigt. q.e.d.

Bemerkung. In [7] sind alle Elemente von GL(2, Z) mit endlicher Ordnung an-
gegeben. Mit Satz 2 erhalten wir damit einen Algorithmus, der in der Modulgruppe
<x,y|x* = y* = 1) = PSL(2, Z) alle Losungen der Gleichung V(x, y) U(x, y) =
=y U(x, ) V(x, »*), e £ 03) und y = —1, f=1 oder y = —1, f = —1 oder
vy =1, B = —1 liefert.

3. VOLLSTANDIGKEIT VON A(G) UND A(H)

Satz 3. Sei G = <a, b|[a, b]" = 1), n 2 2. Dann ist A(G) vollstindig.

Beweis. Da G Fuchssche Gruppe ist, ist nach Satz 1.1 das Zentrum von G trivial.
Sei F, die von a und b erzeugte freie Gruppe und = : F, - G der durch a — a;
b b definierte kanonische Epimorphismus. Nach [9] hat A(F,) die Prasentierung
A(F,) = (P, S,U | P* = §? = (SP)* = (PSPU)? = (UPS)? = [U, SUS] = 1), wo-
bei P, S, U definiert ist durch: P :(a, b) = (b, a); S:(a, b) = (a™*,b); U : (a, b) —
> (ab, b); (vgl. auch [8]).

Nach [11] ist G quasifreie Gruppe vom Rang 2 (vgl. auch [10]), und es existiert
ein Epimorphismus ¢ : A(F,) - A(G), definiert durch P P; S S; U —~ U;
dabei sind P, S, U die von P, S, U induzierten Automorphismen von G.

Man iberlegt sich leicht, daB ker (¢) = I(F,) und ker (¢) # I(F,), ganauer
ker (¢) = ker (n). Sei F,[F; die von a und b erzzugte freie abelsche Gruppe und
7' : Fy, - F,[F; der durch a - a; b b dafinierte kanonische Epimorphismus.
Esist G/G' = F,|F;. Wir identifizieren G/G' mit F,|F}. Esist A(G/G') = A(F,[F3) =
=~ GL(2, 2).
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Seien p, s, u die von P, S, U induzierten Automorphismen von F,[F}. Es existiert
ein Epimorphismus A : A(F,) - A(F,/F}), definiert durch P = p; S > 53 U > u;
mit ker (A) = I(F,). Damit existiert ein Epimorphismus ¢ : A(G) - A(F,/F3), der
das Diagramm

A(F,) s 4(F,|F3)

U

AG)—,

kommutativ macht, und es gilt ker () = I(G), d. h. A(G)/I(G) = 4(G/G’). Nach
Satz 1.2 muB nur noch gezeigt werden, daB ker () = I(G) charakteristische Unter-
gruppe von A(G) ist.

I(G) wird von i, und i, erzeugt und wegen Z(G) = 1 gilt: I(G) = G. Sei nun
a € A(A(G)). Wir werden zeigen, daBl folgende beiden Fille nicht eintreten kdnnen.
(3.1) (i) = 7, ¢1(G); ofiy) = i,€I(G); geG.

(3.2) i) = 7, ¢ 1(G) ;5 ofip) = v, ¢1(G) .

Wir zeigen zuerst, daB der Fall (3.1) nicht eintreten kann. Sei oa(i,) = 7, ¢ I(G) und
a(iy) = i,€I(G). In I(G) hat [i,, i,] die Ordnung n und da o Automorphismus ist,
hat [y, i,] ebenfalls die Ordnung n, d. h. y,(¢9) ¢~ " hat in G die Ordnung n. Natiirlich
ist g ¢ G'. Wir konnen o. E. voraussetzen, daB nicht y,(g) = hgh™" fiir ein h e G (vgl.
[10] und [11]).

Sei nun 7, der von y, induzierte Automorphismus von G/G’. Da y, ¢1(G) ist 7,
nicht die Identitét, und wir haben dann in G/G’ = F,[F} ein nicht triviales Element
endlicher Ordnung. Das ist aber ein Widerspruch, und somit kann der Fall (3.1)
nicht eintreten.

Wir zeigen nun, daB der Fall (3.2) nicht eintreten kann. Sei o(i,) = 7, ¢ I(G) und
(i) = 7, ¢ 1(G). Wir rechnen im folgenden ohne Einschrankung modulo innerer
Automorphismen und identifizieren A(G)/I(G) mit GL(2, Z), wobei die duBeren
Automorphismen von G ein vollstindiges Reprisentantensystem von A(G)/I(G)
bilden.

Es gilt (siehe [7]):

GL(Z, Z) ={p,x,y l p?=x*= (px)z — (py)z =1,x%= ¥
_(ory L _( o1 _( ot
P=\to)> *7\-10)" Y T\-11)
Da das Zentrum von GL(2, Z) nur aus 1 und x* besteht, gilt:

I(GL(2,2)) = <{p,x, y | p* = x* = y> = (px)* = (py)* = 1)
Man iiberlegt sich leicht, daB [7,, 7,] ¢ I(G), und daher ist 1 * [y, y,] e GL(2, Z),

mit
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genauer [y, y,] € K := (GL(2, Z)) und es ist K = SL(2, Z). Da [4 ] = a([ia, i,]),
muB [y,, 7,] in GL(2, Z) die Ordnung n haben.

Periodische Elemente von GL(2, Z) haben aber nur die Ordnungen 2, 3, 4, 6;
genauer: periodische Elemente von GL(2, Z) sind konjugiert zu genau einem p, px,
x?, y%, x und y; wobei ord (p) = ord (px) = ord (x*) = 2, ord (y*) = 3, ord (x) = 4,
ord (y) = 6; (vgl. [7]). Fiir n = 5 und n = 7 kann also der Fall (3.2) nicht eintreten.
Da x ¢ K und ord (x) = 4, kann der Fall (3.2) auch fiir n = 4 nicht eintreten.

Man iiberlegt sich leicht, daB y, und y, unendliche Ordnung haben. Weiter kann
die von y, und y, erzeugte Gruppe nicht von einem Paar {¢, Y} erzeugt werden, in
dem ¢ die Ordnung zwei hat. Damit kann nach Satz 2 der Fall (3.2) fiir n = 3 nicht
eintreten. Ahnlich zeigt man, daB auch fiir n = 6 der Fall (3.2) nicht eintreten kann.

Es bleibt also n = 2 zu untersuchen.

Sein = 2: Wegen det (p) = det (px) = —1 folgt p, px ¢ K und somit [y, y,] = x?
(da x* € Z(GL(2, Z))). Aus der Prisentierung von GL(2, Z) ersicht man, daB ein
Element von GL(2, Z) in der Form p" ¥(x, y), 0 £ r < 1, geschrieben werden kann.
Weiter erhalten wir, daB o. E. einer der folgenden Fille eintritt

(33) [w 1] = [V(x, »), W(x, »)] .
(3.4) [ya, y,,] = V(x, y) W(x, y) V(x, y)‘l W(x—l, y—l)—l )

Es trete (3.3) ein. Wir betrachten den kanonischen Epimorphismus ~ : SL(2, Z) —
— PSL(2, Z) und erhalten dann in PSL(2, Z) die Gleichung 7,7, = 77,. Da PSL(2, Z)
isomorph zur Modulgruppe ist, gibt es nach Satz 1.1 ein C(%, y) € PSL(2, Z), mit
7a = C(%, ), 7, = C(X, 7)", &, n € Z. Damit gilt in SL(2, Z):

Vo= C(x, y)t.x¥, y,=Clx,p)".x**, 0<¢g <=1 fir i=12.

Das bedeutet aber [y,, 7,] = 1; und das ist ein Widerspruch zu [y,, y,] = x*. Damit
kann (3.3) nicht eintreten.

Es trete nun (3.4) ein.

Man iiberlegt sich leicht, daB y, und y, unendliche Ordnung haben. Nach Satz 1
und Lemma 1 k6énnen wir also — eventuell nach einer geeigneten Konjugation —
annehmen, daB W(x, y) o. E. von der Form W(x, y) = x**. S(x, y) S(x, y™1),
0=<e<1,ist.

Dem Beweis von Satz 1 und Lemma 1 entnehmen wir, daB wir weiter o. E. etwa
V(x, y) = x**.8(x,y™"), 0 £ 6 < 1, annechmen konnen. Damit erhalten wir nach
Satz 1 und Lemma 1

[ 7] = V(%) W(x,3) (V. 9) ™ (W%, y72) 0 =
= (e ™) (e ) (S )7 (S yT ) =
= (5, y™) (. 9) (S(x )™ (SGo y™) Tt = 1.
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Das ist aber ein Widerspruch zu [y, 7,] = x*. Damit kann (3.4) nicht eintreten.
Insgesamt kann also auch fiir n = 2 der Fall (3.2) nicht auftreten. Folglich ist I(G)
charakteristische Untergruppe von A(G). q.e.d.

Bemerkung. Im Fall n = 1 ist A(G) nicht vollstindig, denn A(G) =~ GL(2, Z) und
A(GL(2, Z)) besitzt duBere Automorphismen (siehe [5]). Mit Satz 3 von [11] hat
damit jede quasifreie Gruppe vom Rang g = 2 eine vollstindige Automormphismen-
gruppe, wenn sie eine Gruppe mit einer definierenden Relation und Torsion ist.

Satz 4. Sei H = <a, b|[a, b]***! = (a[a, b]")* = (ab[a, b]*)* = (aba[a, b]*)* =
= 1>, k = 1. Dann ist A(H) vollstindig.

Beweis. Sei F, die von a und b erzeugte freie Gruppe. H ist Fuchssche Gruppe
(vel. [12]) und damit ist nach Satz 1.1 das Zentrum von H trivial. Nach [12] ist H
quasifrei vom Rang 2. H[H = {a, b|a®> = b® = (ab)* = 1) ist quasifrei vom
Rang 2 (vgl. [11]). A(H/H') hat die Prasentierung A(H/H') = <{p, u|p* = u* =
= (pu)® = 1), wobei p, u definiert ist durch: p : (a, b) — (b, a); u : (a, b) > (ab,b).
Seien P’, S’, U’ die von P, S, UeA(FZ) induzierten Automorphismen von H. Es
existiert ein Epimorphismus ¢’ : A(F,) - A(H), definiert durch: P = P’; S — S';
U~ U’; und ein Epimorphismus A’ : A(F,) —» A(H[H’), definiert durch: P ~— p;
S 1; U+ u; und es gilt ker (¢') = I(F,) = ker (4').

Damit existiert ein Epimorphismus ' : A(H) — A(H/H'), der das Diagramm

AF) 2 A(H|H')

JL

A —

kommutativ macht; und es gilt I(H) < ker (') und I(H) # ker (y’). Mit dhnlichen
Methoden wie in Satz 3 und genauen Fallunterscheidungen zeigt man, daB ker (y')
charakteristische Untergruppe von A(H) ist. Man iiberlegt sich leicht, daB nun
auch I(H) eine charakteristische Untergruppe von A(H) ist. g.e. d.

Bemerkungen. Da G und H die einzigen Fuchsschen Gruppenssind, die quasifrei vom
Rang g = 2 sind, gilt also, daB jede quasifreie Fuchssche Gruppe vom Rang g = 2
eine vollstindigs Automorphismengruppe hat. Zu besmerken ist in diesem Zusam-
menhang i

H|H' = A(GL(2, 2))I(GL(2, Z)), (vel. [5])-
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