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Czechoslovak Mathematical Journal, 29 (104) 1979, Praha 

ÜBER VOLLSTÄNDIGE AUTOMORPHISMENGRUPPEN 
UND GLEICHUNGEN IN DER MODULGRUPPE 

GERHARD ROSENBERGER, Dortmund und FRANZ TESSUN, Hamburg 

(Eingegangen im Dezember 27, 1975) 

EINLEITUNG 

A. Sei К eine Gruppe von endlichem Rang q, d. h. К wird von q aber nicht von 
q — 1 Elementen erzeugt. 

К heißt quasifrei vom Rang q; wenn gilt: 
i) Jeder Automorphismus der freien Gruppe vom Rang q induziert einen Auto­

morphismus von K. 
ii) Jeder Automorphismus von К wird von einem Automorphismus der freien 

Gruppe vom Rang q induziert. 
К heißt vollständig, wenn das Zentrum Z(K) von К trivial ist und jeder Auto­

morphismus von к ein innerer ist. 
J. L. DYER und E. FORMANEK zeigten in [3] (vgl. auch [2]), daß die Äutomorphis­

mengruppe Ä(Fq) der freien Gruppe F^ vom Rang ^ für ^ ^ 2 vollständig ist. 
Hier zeigen wir, daß die Äutomorphismengruppe einer quasifreien Gruppe К 

von endlichem Rand q ^ 2 vollständig ist, wenn К eine Gruppe mit einer definieren­
den Relation und Torsion ist. 

Damit sind zugleich Beispiele für unendliche Gruppen mit Torsion gegeben, deren 
Äutomorphismengruppe vollständig ist. 

Weiter werden in dieser Note alle quasifreien Fuchsschen Gruppen vom Rang 
q ^ 2 bestimmt, deren Äutomorphismengruppe vollständig ist. Als interessantes 
Nebenergebnis erhalten wir die Lösungen gewisser Gleichungen in der Modul­
gruppe. 

B. Sei К eine Gruppe, dann bedeute: 

[x, y"] := xyx~^y~^ den Kommutator von x, у еК. 
К' : = [К, К ] die Kommutatorgruppe von К. 
A(K) die Gruppe aller Automorphismen von K. 
I{K) die Gruppe der inneren Automorphismen von K. 
ig der von g e К definierte innere Automorphismus von K. 
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Z[K) das Zentrum von К. 
Fq die freie Gruppe von endlichem Rang q. 
<... I ...> die Gruppenbeschreibung durch Erzeugende und Relationen. 

Sei К die von x und у erzeugte Gruppe, dann bedeute W{x, y) 
ein Wort in x und y. 

1. VORBEMERKUNGEN 

Wir untersuchen im folgenden die Automorphismengruppen der Gruppen 

G = <a, Ь| [a,bj = 1> , n ^ 2 , 
und 

H = <a, b\ [a, bf-' = (ala, bfY = {ab[a, bjf = 

= {aba[a,bfy = 1> , /c ^ 1 , 
auf Vollständigkeit. 

In [11, Satz 3], (vgl. auch [10]), bzw. in [12] (Korollar zu Theorem 4) wird ge­
zeigt, daß G bzw. H quasifreie Gruppe vom Rang 2 ist. Es sei noch bemerkt, daß G 
und H Fuchssche Gruppen sind, und es läßt sich leicht zeigen, daß dies die einzigen 
quasifreien Fuchsschen Gruppen vom Rang q ^ 2 sind. 

Die folgenden beiden Sätze sind im weiteren sehr nützlich. 

Satz 1.1. ([4, Theorem 1], vgl. auch [6]). Sei К eine nicht zyklische Fuchssche 
Gruppe, dann ist das Zentrum von К trivial. 

Satz 1.2. ([1], Seite 95). Sei К eine Gruppe mit trivialem Zentrum. Ist l(K) eine 
charakteristische Untergruppe von Ä[K), dann ist Л[К) vollständig. 

2. EINIGE GLEICHUNGEN IN DER MODULGRUPPE 

Satz 1. Sei К = (x, у \ x^ = y^ = 1} ^ PSL{2,1) die Modulgruppe. Sei 
U(x, y) = xy^^ ... xy^", n ^ 1, 1 ^ ê  ^ 2 für i = 1, ..., n. Gibt es ein Element 
V{x,y)eKmit 

(2.1) F(x, y) U{x, y) = [/(x, y-') V{x, y), 

so ist n gerade und (7(x, y) von der Form U(x, y) = {S{x, y) S(x, У~^)У, 7 ^ 1 . 

Beweis. Setze V{x, y) = x^y^'xy^' . . . x/"^, mit 0 ^ а ^ 1, 0 ^ j ^ ^ ^ 2, und 
1 й ßiS 2für i = 1, ..., m - 1. 

Ist ß^ = 0, so ist natürHch auch a = 0, und wir erhahen wegen (2.1) 
x / ' ... x/^xy"^*^"' ... xy'^' = xy'^"^'^ ... xy^^^xy"^' . . . xy"^", d. h. wir können 
a = 1 und 1 ^ jS^ ^ 2 annehmen. 

193 



Sei nun also a = 1 und 1 g j5^ ^ 2. 
Ist m > n, so ist notwendig V{x, y) = x / ' ... x/^(C/(x, у)У für ß > 0 und 

q < m. Ist U(x, y) von der Form U{x, y) = (S(x, j;) S{x, у~^)У, 7 ^ 1 , so auch 
{S{x,y){S{x,y)S{x,y-ys{x,y-'){S{x,y-')S{x,y)yy,ô ^ 1. 

Wir können also n ̂  m annehmen (vgl. auch den weiteren Beweisgang). 
Sei also nun n ̂  m. Es ist sogar n > m, denn sonst wäre e„ = -e„(3). Setze 

n = m + k. Aus xy^' ... x / ^ x / ' . . . x / " = x j " ' ^ ... x } ; " ' " ^ / ^ ... x / ' " erhalten 
wir durch Exponentenvergleich: 

ß, = -e,(3) für / = 1, . . . , m ; 

ßm+i = - ф ) für i = 1,...,/с 
und 

%+i = ^ 3 ) für i = 1 , . . , , m . 

a) Sei m < k. Dann gilt: 
[/(x, y) = V{x, y~^) R{x, y) V{x, y) mit R{x, y) = x/'-^' . . . x / ' ^ . 

Wegen m < /c ist R(x, y) ^ 1, 
Aus (2.1) folgt F(x, j ^ " ' ) i^(x, j;) = R{x, y~^) V{x, y'^). 
Wenn n — 2m gerade ist, so auch n. Ist Я(х, у) von der Form jR(x, y) = 

= (S(x, j ) S(x, 3^"^))^ У к h und F(x, 3;) von der Form F(x, >;) = S(x, y) (S(x, y "^ ) . 
. S(x, у)У, so ist U{x, y) von der Form [/(x, y) = (S(x, y"^) S(x, з;))^-'^^+^ 

Wir können also m ̂  к annehmen (vgl. auch den weiteren Beweisgang). 
b) Sei m > k. Dann gilt: 

F(x, y) = W{x, y) T(x, >̂ ) mit W{x, y) = xy^' ... x/ '^ 
und 

r (x , j ) = xy""^^^ . . . x j ; " .""£w 

Wegen m > /c ist Pf(x, j ) Ф 1 und T(x, y) Ф 1. Weiter ist mit (2.1) 

l/(x, y) = Ж(х, y-^) r (x , y - i ) Ж(х, у) = F(x, j ; -^) (T(x, j - ^ ) ) - ^ F(x, y) 
und 

T(x, y - i ) Pf(x, y) = Ж(х, у) Г(х, у) . 

Damit ist auch U{x, y) = Ж(х, у"^) W{x, у) Т(х, j ) . 
Wenn n — 2k gerade ist, so auch n, Ist T(x, y) von der Form T(x, j^) = 

= (S(x, з;)5(х, y"^))^ 7 ^ 1 , und Pf(x, j;) von der Form W(x, y) = S{x,y~^). 
. (5(x, y) S{x, у~^)У, so ist t/(x, 3;) von der Form l/(x, y) = (5(x, y) S(x, y-i))v+2^+i^ 
Wir können also m S k annehmen (vgl. auch den weiteren Beweisgang). Insgesamt 
können wir daher m = к annehmen. 

с) Sei nun m = k. Aus n = m + к = 2m folgt, daß n gerade ist. Weiter ist 
U{x,y) = V{x,y'')V{x,y). q .e .d . 
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Lemma 1. Sei К = (x, y \x^ = y^ = 1>. Sei U{x, y) = / ^ x / ^ ... x / " ^ S n ^ 1, 
1 ^ ê  ^ 2 /wr г = 1, ..., n + 1; s^ = e„+i. Gibt es ein Element V(x, у)еК, das 
(2.1) erfüllt, so ist n ungerade und U(x, y) von der Form U(x, y) = (S(x, y) . 
.S{x,y-')y,y^L 

Beweis. Setze W{x, y) = x /^x ... x/^xy"^"""'. Dann ist U{x, y) = / ' W{x, y)y~^' 
und V{x, y) / ^ W{x, y) y~'' = y''' W{x, y'') / ^ F(x, y). Mit R{x, y) = / ^ F(x, y) / ^ 
gilt: Я(х, у) W(x, у) = W{x, y~^) R[x, y). Nach Satz 1 ist n ungerade und W(x, y) 
von der Form W{x, y) = (^(x, y) S{x, у~^)У, у ^ 1. 
Mit Q{x,y) = y'' S{x,y)/' ist 

/' W{x, y) y-'^ = (/^ S{x, y) f^y-'^ S(x, y-') у-'У = 

= {Q{^.y)Q{x,y-'))\ 7 ^ 1 . q .e .d . 

Lemma 2. Sei К = <x, j^ | x^ = y^ = 1>. Sei U{x, y) = x / ' ... x / "x , n ^ 1, 
1 ^ ^i ^ 2/ЙГ i = 1, ..., n. Dann gibt es kein Element F(x, y)eК mit 

(2.2) F(x, >̂ ) t/(x, j;) = / L/(x, y"^) F(x, y) , l ^ e ^ l . 

Beweis. Angenommen, es gibt ein Element V(x, y) E K, das (2.2) erfüllt. Setze 
F(x, y) = х У ^ х / ^ .. . x / ' " , 0 ^ а ^ 1, 0 ^ i?^ g 2 und 1 й ßi й 2 für f = 
= 1, ..., m — 1. Ein Exponentenvergleich führt dann in jedem Fall zu einem Wider­
spruch, q. e. d. 

Korollar. Sei К = <x, у | x^ = y^ = 1>. Sei l/(x, y) = / x / ' . . . x / ^xy ' ' ^ n ^ 1, 
1 ^ 7 ^ 2, 1 ^ ßj. ^ 2 für Ï = 1, ..., n. Dann gibt es kein Element F(x, у)еК, 
das (2.2) erfüllt. 

Beweis. Angenommen, es gibt ein Element У[х,у)еК, das (2.2) erfüllt. Setze 
U[x, y) = y'^ W(x, y) y"^, dann ist 

F(x, y) y' W{x, y) y-' = fy-' W{x, y-') y' F(x, y) . 

Mit R{x, y) = y' F(x, y) y^ gih: R{x, y) W{x, y) = / W{x, y'^) R{x, y). Nach 
Lemma 2 ist W(x, y) = 1, damit ist auch U(x, y) = L Das ist aber ein Widerspruch. 

q. e. d. 

Satz 2. Sei К = (p, x, у \ p^- = x^ = {pxf = {pyf = 1, x^ = y^> ^ GL(2, Z). 
Seien a, b EK, mit [a, b] = y\ s ф 0(3). 

Dann gibt es einen freien Übergang [Nielsen Transformation) von {a, b] zu 
einem System, in dem ein Element die Ordnung zwei hat. 

Beweis. Wir rechnen im folgenden o, E. modulo Zentrum von K, d. h. in der 
Gruppe 

K = ip,x,y\p' = x' = y' = {pxY = (РУУ = 1> . 

Es ist а = / U{x, y), b = p' F(x, y) mit r, s E {O, 1}. 
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Angenommen г = s = 0. Dann ist a, b e {x, y \ x^- = y^ = 1} ^ PSL(2, Z). 
Fügt man in PSL(2, Z) die Relation [x, }̂ ] = 1 hinzu, so erhält man die Gruppe 
<x, y\x^ = y^ = lx,y] = 1} ^ Ц61, Aus [a, b] = y' folgt aber, daß Ц61 
keine Elemente der Ordnung 3 enthält, und das ist ein Widerspruch. 

Also ist r + 5 ^ 1. 
Es genügt den Fall r = 1, s = 0 zu behandeln, denn der Fall r = s = 1, bzw. 

r = 0, s = 1 folgt aus dem Fall r = 1, s = 0 wegen 

[a, b\ = [ab, b] = / bzw. [a, b ]"^ = [b, a] = y"« . 

Sei also nun r = 1, 5 = 0. Dann ist 

[a, b] = l/(x, y-^) F(x, j - ^ ) (C/(x, y-'))-' (F(x, >^))-^ . 

Zu untersuchen ist also in <x, y | x^ = 3;̂  = 1> o. E. - eventuell nach Umbe-
zeichnung — eine Gleichung 

(2.2) F(x, y) [/(x, y) = f U{x, y-') F(x, j ) . 

Nach Lemma 2 können wir o. E. — eventuell nach einer geeigneten Konjugation — 
l/(x, y) = y'^xy'' ... x / - ^ S n ^ 0, 1 ^ ê  ^ 2 für i = 1, ..., n + 1; e, = e„+i, 
annehmen. 

Für n = 0 ist nichts zu zeigen. 
Sei nun n ^ 1. Setze F(x, y) = х У ^ х / ^ ... x / - , mit 0 ^ а ^ 1, 0 ^ j5^ ^ 2, 

1 ^ î i ^ 2 für i = 1, ..., m — 1. Ist a = 0 und m = 1, so ist nichts zu zeigen. 
Sei nun m ^ 2, falls a = 0. 
Ist a = 0, so ist notwendig ßi + ßm — 0(3), da sonst ein Exponentenvergleich 

e^ = ~^i(3) ergebe. 
Ist a = 1, so ist notwendig ßm Ф 0(3). 
Es sind also die folgenden beiden Fälle zu untersuchen: 
i) a = 1, jS, Ф 0(3), m ^ 1. 

ii) a = 0, i5, ^ ~ß,{3lm^2. 
Es trete nun der Fall i) ein. Dann ist folgende Gleichung zu betrachten: 

x / ^ ... x / ' ^ / ^ x ... x/"^^ = y'y~''x ... x};"'"^^x/^ ... x / ' " . 

Ein Exponenten vergleich ergibt e = £^(3). 
Ist m ^ n + 1, so ist mit Lemma 2 notwendig F(x, y) = xy^^ ... xy^^'^xy^'^ . 

. U(x, j ) , g ^ 1 und ß'q Ф 0(3), d. h. wir können m -й n annehmen. 
Ist m < П, so ist notwendig U{x, y) = / ^ x ... xy^^ F(x, j;), p ^ 1, d. h. wir können 

m ^ n annehmen. 
Insgesamt können wir also m = n annehmen. 
Sei nun m = n. Dann ist aber t/(x, y) = / ^ F(x, j ) und es ist alles gezeigt. Es 

trete nun der Fall ii) ein. Dann ist folgende Gleichung zu betrachten 

/ ^ x . . . x A / ^ x . . . x/"^^ = УУ'Х . . . X};" '"-^^/^X . . . X / ' " . 
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Angenommen, es ist e^ = s - ßi{3). Dann ergibt ein Exponentenvergleich not­
wendig g„+i ^ ßi = —ßi(3), d. h. e = 0(3), daß ist aber ein Widerspruch. Also ist 
£j Ф 8 - ßi{^), d. h. aber e = ei(3) und weiter ß^ = i^i(3). 

Damit erhalten wir die Gleichung 

/ ^ x . . . x / - / ^ x . . . x / " ^ ^ = xy~'' . . . x} ; " ' ^ "^ ' / ^x . . . x / ' " . 

Eine Umformung ergibt dann die Gleichung 

/ ^ x . . . xy^'^y'^^'^'x ... xy"'' = / "" ' 'x ... x / ' x / ' x ... x / ' " . 

Ist m > n + 1, so ist notwendig F(x, y) = y^^x ... xy^'^{U{x, y ) ) ~ \ ^ ^ 1, 
ß^ = — jSj(3), d. h. wir können m S n + 1 annehmen. 

Ist m < n + 1, so ist notwendig (t/(x, y))~^ = >'~^"'"'x . . . xv~^'"^^x F(x, y), d. h. 
wir können m ^ n + 1 annehmen. 

Insgesamt können wir also m = n + \ annehmen. 
Sei nun m = n + 1. Dann ist aber (l/(x, y))~^ = y"^"" l̂ (:'c, y), und es ist alles 

gezeigt. q. e. d. 

Bemerkung. In [7] sind alle Elemente von GL(2, Z) mit endlicher Ordnung an­
gegeben. Mit Satz 2 erhalten wir damit einen Algorithmus, der in der Modulgruppe 
<x, j ; I x^ = >̂^ = 1> ^ PSL{2,1) alle Lösungen der Gleichung F(x, y) l/(x, y) = 
= / (7(x, / ) F(x, / ) , e Ф 0(3) und 7 = - 1 , jS = 1 oder y = - 1 , jg = - 1 oder 
y = \^ ß = - \ liefert. 

3. VOLLSTÄNDIGKEIT VON A{G) UND A{H) 

Satz 3. Sei G = {a, b | [a, Ь]" = 1>, n ^ 2. Dann ÏS^ ^ ( ^ ) vollständig. 

Beweis. Da G Fuchssche Gruppe ist, ist nach Satz 1.1 das Zentrum von G trivial. 
Sei F2 die von a und b erzeugte freie Gruppe und n : F2 -^ G der durch a f-> a; 
b h^ b definierte kanonische Epimorphismus. Nach [9] hat Ä{F2) die Präsentierung 
A{F2) = iP, S,U\P^ = S^ = {spy = {PSPUy = {UPSf = [U, SUS] = 1>, wo­
bei P, S, и definiert ist durch: P : (a, b) н> {b, a); S:{a, b) н-> ( a " \ b); U : (a, b) н-> 
1-̂  (ab, b); (vgl. auch [8]). 

Nach [11] ist G quasifreie Gruppe vom Rang 2 (vgl. auch [10]), und es existiert 
ein Epimorphismus ф : А{р2) -^ Mp)^ definiert durch P \-^ P; S н> S; U \-^ Û; 
dabei sind P, S, Û die von P, S, U induzierten Automorphismen von G. 

Man überlegt sich leicht, daß ker (ф) с /(F2) und ker (ф) Ф /(F2), genauer 
ker (ф) ^ ker (71). Sei F2/F2 die von а und b erzeugte freie abelsche Gruppe und 
n' : F2 -^ F2IF2 der durch а h-^ a; b h^ b definierte kanonische Epimorphismus. 
Es ist GjG' ^ F2IF2. Wir identifizieren GjG' mit F2/Fi. Es ist Ä{GIG') = ^(^2/^2) = 
^ GL(2, Z). 
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Seien p, s, и die von P, S, U induzierten Automorphismen von F2/F2. Es existiert 
ein Epimorphismus Л : А{р2) -^ ^(^г/^^а). definiert durch P h^ p; S h^ s; U \-> u; 
mit ker (Л) = /(jp2)- Damit existiert ein Epimorphismus ф : A{G) -> ^(F2/i^i), der 
das Diagramm 

A{F,)-JUA{F,IF',) 

kommutativ macht, und es gilt ker (ф) = /(G), d. h. ^(G)//(G) ^ Ä{GIG'), Nach 
Satz 1.2 muß nur noch gezeigt werden, daß ker(i^) = /(G) charakteristische Unter­
gruppe von Ä(G) ist. 

/(G) wird von ia und f̂, erzeugt und wegen Z{G) = 1 gilt: /(G) ^ G. Sei nun 
а e A^Ä^G)), Wir werden zeigen, daß folgende beiden Fälle nicht eintreten können. 

(3.1) a ( g = 7 , ^ / ( G ) ; a(/,) = /, e/(G) ; g eG. 

(3.2) a ( g = : 7 , ^ / ( G ) ; а(/ь) == 7ь ̂ /(G) . 

Wir zeigen zuerst, daß der Fall (3.1) nicht eintreten kann. Sei a ( i j = УаФ l{G) und 
а(ц) = igel(G). In /(G) hat [f̂ , f j die Ordnung n und da а Automorphismus ist, 
hat [уд, ï j ebenfalls die Ordnung n, d. h. Уа{д) g~^ hat in G die Ordnung n. Natürlich 
ist g Ф G'. Wir können o. E. voraussetzen, daß nicht y^(g) = hgh~^ für ein /i e G (vgl. 
[10] und [11]). 

Sei nun Уа der von y^ induzierte Automorphismus von GjG'. Da УaфI{G) ist y^ 
nicht die Identität, und wir haben dann in GjG' = /^2/^2 îî  nicht triviales Element 
endlicher Ordnung. Das ist aber ein Widerspruch, und somit kann der Fall (3.1) 
nicht eintreten. 

Wir zeigen nun, daß der Fall (3.2) nicht eintreten kann. Sei a ( i j = УaфI{G) und 
a(ih) = УьФ J{G). Wir rechnen im folgenden ohne Einschränkung modulo innerer 
Automorphismen und identifizieren yl(G)//(G) mit GL(2, Z), wobei die äußeren 
Automorphismen von G ein vollständiges Repräsentantensystem von yl(G)//(G) 
bilden. 

Es gilt (siehe [7]): 

GL(2, Z) = ip, x,y\p' = x^ = (pxY = {pyf = 1, x' = y'y 
mit 

Da das Zentrum von GL(2, Z) nur aus 1 und x^ besteht, gilt: 

/(GL(2, Z)) = <p, X, j ; I p^ = x^ = j ^ = {pxf = {pyf = 1> 

Man überlegt sich leicht, daß [7^, 7 J ф /(G), und daher ist 1 Ф [y^, 7 J ç GL(2, Z), 
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genauer [y„ У,]ЕК:= ( G L ( 2 , Z ) ) ' und es ist К а SL{2, I). Da [y„ уJ = a([/„ Ï J ) , 

i^uß [7a. y j in GL(2, Z) die Ordnung n haben. 
Periodische Elemente von GL(2, Z) haben aber nur die Ordnungen 2, 3, 4, 6; 

genauer: periodische Elemente von GL(2, Z) sind konjugiert zu genau einem p, px, 
x^, y^, X und y; wobei ord [p) = ord [px) = ord (x^) = 2, ord (j;^) = 3, ord {x) = 4, 
ord (y) = 6; (vgl. [7]). Für n = 5 und n ^ 7 kann also der Fall (3.2) nicht eintreten. 
Da X ^ X und ord (x) = 4, kann der Fall (3.2) auch für n = 4 nicht eintreten. 

Man überlegt sich leicht, daß y^ und ŷ , unendliche Ordnung haben. Weiter kann 
die von Уа und ŷ , erzeugte Gruppe nicht von einem Paar {cp, ij/} erzeugt werden, in 
dem (p die Ordnung zwei hat. Damit kann nach Satz 2 der Fall (3.2) für n = 3 nicht 
eintreten. Ähnlich zeigt man, daß auch für n = 6 der Fall (3.2) nicht eintreten kann. 

Es bleibt also и = 2 zu untersuchen. 
Sei П = 2: Wegen det (p) = det (px) = — 1 folgt p, рхфК und somit [y^, y j = x^ 

(da x^ e Z ( G L ( 2 , Z) ) ) . AUS der Präsentierung von GL(2, Z) ersieht man, daß ein 
Element von GL(2, Z) in der Form p** V(x, }̂ ), 0 ^ r ^ 1, geschrieben werden kann. 
Weiter erhalten wir, daß o. E. einer der folgenden Fälle eintritt 

(3.3) [y„ y j = [V{x, y), W{x, y)] . 

(3.4) [7„ уь] = F(x, y) W(x, y) V(x, y)'' W{x'\ y-')'' . 

Es trete (3.3) ein. Wir betrachten den kanonischen Epimorphismus "* : SL(2, Z) -> 
-> P5L(2, Z) und erhalten dann in P5'L(2, Z) die Gleichung yjb = УьУа- Da P5L(2, Z) 
isomorph zur Modulgruppe ist, gibt es nach Satz 1.1 ein C(x, j;) G PSL(2, Z), mit 
У a = C(5c, y)\ Уь = C(x, y)\ e, f] e Z. Damit gilt in SL{2, Z): 

y^ = C(x, УУ . x^'^ , ŷ , = C(x, };)'̂ . x^'^ , O^Si^ 1 für i = 1, 2 . 

Das bedeutet aber [y^, ŷ ,] = 1; und das ist ein Widerspruch zu [>'„, y j = x^. Damit 
kann (3.3) nicht eintreten. 

Es trete nun (3.4) ein. 
Man überlegt sich leicht, daß y„ und уь unendHche Ordnung haben. Nach Satz 1 

und Lemma 1 können wir also — eventuell nach einer geeigneten Konjugation — 
annehmen, daß W{x, y) o. E. von der Form Pf(x, y) = x^^. S(x, y) S(x, y"^), 
0 ^ e ^ 1, ist. 

Dem Beweis von Satz 1 und Lemma 1 entnehmen wir, daß wir weiter o. E. etwa 
7(x, y) = x^^. 5(x, j ; "^ ) , 0 ^ ^ ^ 1, annehmen können. Damit erhalten wir nach 
Satz 1 und Lemma 1 

b . 7b] = V{x, y) Wix, y) (F(x, j;))-^ {W{x-\ y-'))-' = 

= S{x, y-^) S{x, y) [S{x-\ у)Г' {S{x~\ y -^) ) - i = 

= S{x, y-') S{x, y) {S{x, y))-^ {Six, r i ) ) - i = 1 . 
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Das ist aber ein Widerspruch zu [y^, y j = x^. Damit kann (3.4) nicht eintreten. 
Insgesamt kann also auch für n = 2 der Fall (3.2) nicht auftreten. FolgHch ist /(G) 

charakteristische Untergruppe von Ä(G). q. e. d. 

Bemerkung. Im Fall n = 1 ist Ä[G) nicht vollständig, denn Ä(G) ^ GL(2, Z) und 
v4(GL(2, Z)) besitzt äußere Automorphismen (siehe [5]). Mit Sat/ 3 von [11] hat 
damit jede quasifreie Gruppe vom Rang q ^ 2 eine vollständige Automormphismen-
gruppe, wenn sie eine Gruppe mit einer definierenden Relation und Torsion ist. 

Satz 4. Sei H = (a,b\ [a, bf'''' = {a[a, bff = (аЬ[а, bff = {aba[a, bjf = 
= 1), A: ̂  1. Dann ist A[H) vollständig. 

Beweis. Sei F2 die von a und b erzeugte freie Gruppe. H ist Fuchssche Gruppe 
(vgl. [12]) und damit ist nach Satz 1.1 das Zentrum von H trivial. Nach [12] ist H 
quasifrei vom Rang 2. HJH' = {a, b \ a^ = b^ = (аЬу = 1> ist quasifrei vom 
Rang 2 (vgl. [11]). Ä{HlH') hat die Präsentierung Л{Н1Н') = <^p, и \ p^ = u^ = 
= (pw)3 = 1)^ wobei p, и definiert ist durch: p : (a, b) н^ {b, a); и : (а, b) 1-̂  {ab,b). 
Seien P', S\ U' die von P, S,U e Л{р2) induzierten Automorphismen von H. Es 
existiert ein Epimorphismus ф' : ^(^2) -> Л{Н), definiert durch: P v-^ P'', S \-y S'; 
и f-> U'; und ein Epimorphismus Л' : ^(^2) -> A{HlH'), definiert durch: P ^ p; 
S i-> 1; l/ h^ w; und es gilt ker {ф') с /(F^) ^ ker (Л'). 

Damit existiert ein Epimorphismus ф' : А{Н) -^ A{H\H'), der das Diagramm 

A{F2)^^A{HJH') 

A{H) 

kommutativ macht; und es giU /(Я) cz ker (i/̂ ') und l{H) ф ker (i/^'). Mit ähnlichen 
Methoden wie in Satz 3 und genauen Fallunterscheidungen zeigt man, daß ker {ф') 
charakteristische Untergruppe von A{H) ist. Man überlegt sich leicht, daß nun 
auch I[H) eine charakteristische Untergruppe von A[H) ist. q. e. d. 

Bemerkungen. Da G und И die einzigen Fuchsschen Gruppen sind, die quasifrei vom 
Rang q ^2 sind, gilt also, daß jede quasifreie Fuchssche Gruppe vom Rang q'^2 
eine vollständige AutOxTiorphismengruppe hat. Zu bemerken ist in diesem Zusam­
menhang 

HJH' ^ A{GL{2, Î))\1{GL{1, Ï)), (vgl. [5]) . 
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