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MESURES SPECIALES DANS L’ESPACE E,

MiLosLAv JUza, Praha

(Regu le 22 Mai 1978)

1. Ayons un espace euclidien E, avec un systeme cartésien de coordonnées. Si
ay, a, sont des nombres réels et & > 0, alors I’ensemble
(1.1) K ={[x;,x,]€E,:a; £ x; <a; + 6}
est appelé carré fondamental; le nombre o est appelé norme du carré K et désigné

[K]. Si 9 est un systéme de carrés fondamentaux, alors le nombre

|9R| = sup |K|
ke
est appelé norme du systéme M. L’ensemble de tous les systémes dénombrables’)
de carrés fondamentaux sera désigné K.

Ayant des nombres entiers ¢y, ¢,, k, nous appellerons I’ensemble

(12) K = {[xl,xz] €E,: S < x, gt o 1,2}

k
carré dyadic. L’ensemble de tous les systémes de carrés dyadics sera désigné par D.
Evidemment on a D = K.

Ftant M < E, et & > 0, désignons par K(M, ¢) ’ensemble de tous les systémes
M e K, par D(M, ¢) 'ensemble de tous les systémes M € D tels que

M| <e, McU K.

KeM
Si M < E,, nous posons pour ¢ > 0:
(1.3) h(M)= inf Y |K|, H(M)= inf Y |K]|.
MeK(M ,e) KeM MeD(M ,e) KeM

1) Des ensembles finis sont aussi considérés dénombrables.



Pour ¢; = ¢, > 0 et pour chaque ensemble M < E,, on a évidemment
htx(M) é hez(M) 2 Htl(M) é HEZ(M) >
alors il existe les nombres (éventuellement égaux a + o)
(1.4) k(M) =lim h,(M) = sup h(M), H(M) =lim H(M) = sup H,(M).
604 2>0 £=04 £>0
Dans le travail [1] on a prouvé que
h(M) < H(M) < 9 h(M)

pour chaque ensemble M < E, et qu’il existe des ensembles M < E, tels que h(M) +
+ H(M). M.J. Krdl a posé la question de savoir quel est le plus petit nombre { tel que

H(M) £ (. h(M).

La réponse est donnée par les deux théoremes suivants:

Théoréme A. Pour chaque ensemble M < E, on a

h(M) < H(M) £ 4 h(M).

Théoréme B. I/ existe un ensemble Q < E, tel que
H(Q) = 4 h(Q).

2. Nous allons tout d’abord prouver le théoréme A. II est évident que h(M) <
< H(M) pour chaque M < E,, parce que D(M, ¢) = K(M, ¢) pour chaque ¢ > 0,
alors h(M) £ H,(M) d’aprés (1.3), et h(M) < H(M) d’aprés (1.4). Nous avons donc
a prouver seulement H(M) < 4 h(M).

Définition 2.1. Etant c,, c,, n des nombres entiers, §,, 6, des nombres réels satis-
faisant aux inégalités

(21) 0 < min (64, d,) < 27",
alors ’ensemble
(22) {[xl’XZ]eE2:%§x1§%+51a§%§x2—<_:§+52},
resp.
{[xl,xZJEEZ:%‘51§x1§§,§i§x2=;—i+5z},
resp.
c c, ¢ c
X, X, |€E, 1t =8, £ x; 2L, 2 —-65,<x, <20
{[1 debiZ-ssxnsd 25502



resp.

C C - Cc (4
{[xl,xz]eEZ:;:leﬁ-z—i—i-ol, 2—j—52§x2§—2}

sera appelé rectangle canonique d’ordre n du type (A) ou (B) ou (C) ou (D) respecti-
vement avec les cotés de grandeur 4, 9,.

Théoréme 2.1. Etant n un nombre entier, n un nombre réel positif, K un rectangle
canonique d’ordre n avec les cétés de grandeur 04, 0,, il existe un systéeme My €
e D(K,27") tel que

(23) Y| <6, + 6, +n.
LéMx
Démonstration. Evidemment, il suffit de prouver le théoréme pour les rectangles
du type (A) donnés par (2.2).

I. Soit tout d’abord min (8, 5,) < 41, 6; < 5,. Soit m le nombre entier tel que

(2.4) 270 < min (64, 0,) =6, £ 27",

de sorte que

(2.5) 27" <y

compte tenu de (2.1) on a 27™ < 27", donc m = vn. Soit j le nombre entier tel que
(2.6) (j—-1.27"<g,<j.27"

et posons My = {Ly, L,, ..., L;} ou

2.7) L,.={[x1,x2]e152:%gx1 g%+zim, gl+'—;1—1 < x, g§+—2—’;}

i=1,2...].
D’aprés (2.2), (2.4) et (2.6) nous obtenons
i
K <= U Li H

i=1
alors (puisque m = n) on a My € D(K, 27"). De plus, en vertu de (2.6) et (2.5) on a
-1 1
Y |L|=j.2""=J-——+—<52+q<51+52+q,
LeMg m m
et (2.3) a lieu.

II. Soit min (8, §,) < 31, 8, < &;, nous allons trouver les nombres entiers m, j
tels que

(2.8) 270D < min (64, 0,) =6, £ 27",
(2.9) (j-1p.27m<s,sj.27m



et poser My = {L,, L, ..., L;} ou

¢
210 Li= X, X eE:_l_'__
(2.10) {[, Jeb D4 iz

i—1

€ € 1 . .

= =Sx, =4+ =%, i=12..,j.
2" 2 2'! 2’"

Similairements au cas I., nous pouvons prouver que i e D(K,27") et que (2.3)

est vrai.

I1I. Soint n, le plus petit nombre entier tel que 27" < 1. Si Je rectangle K est
d’ordre n = n,, alors d’apreés (2.1) on a

min (34, 6,) <27" < 27" < Ip,

et le théoreme 2.1 est satisfait pour K en vertu de I. et 1I. Il reste donc a prouver le
théoréme 2.1 pour les rectangles canoniques du type (A) d’ordre n = n, — i pour
i =1,2,3,....Nous allons faire la démonstration par I’induction completed’apres i.

Supposons donc que le théoréme 2.1 a lieu (pour 7 fixe) pour tous les rectangles
canoniques du type (A) d’ordre ny, — i pour i = 0,1, ...,i, — 1 avec iy = 1; nous
allons tirer de cette supposition la validité (pour le méme ) aussi pour tous les
rectangles canoniques du type (A) d’ordre ny — .

Ayons donc un rectangle canonique

4 c C C <
(211) K= {[xl’ xl] € E2 :2noiio é X1 é 2nol—io + 61 ’ 2no—2-io é X2 § 2noi|‘o + ()2)

d’ordre n, — iy. Nous distinguerons deux cas:
Cas (a). Soit §; < §,. Alors selon (2.1) on a
(2.12) 8y = min (5, 5,) < 277,
Soit m le nombre entier tel que (2.4) a lieu; en vertu de (2.12) on a m = ny — iy.
Soit j le nombre entier satisfaisant a (2.6). Nous distinguons de nouveau deux cas:
Cas (a,). Soit
(2.13) Sy =j.27m—9,.

Dans ce cas, nous posons My = {Ll, L,, ..., Lj} ou les carrés L, sont donnés par

(2.7). D’apreés (2.11), (2.4) et (2.6) nous obtenons

J
KcUL,
L=1

de sorte que My € D(K, 27~ ), car m = ny — i,. Puis d’aprés (2.13) nous avons

YL =j.27m =8, + (.27 = 8,) S8, + 8, <8+, 41,
LeMk

donc (2.3) a lieu.

4



Cas (a,). Soit
(2.14) Sy <27 =5y
on vertu de (2.6) on obtient
0<d,—(j—1).27"<2"—35,,
et daprés (2.4) on a
(2.15) 0<d,—(j—1).27m<27 ™D <5

Posons maintenant My = {Ll, L, ..., Lj_l}, ou les carrés L, sont donnés par (2.7).
Le systeme M couvre le rectangle K entier a ’exception de I’ensemble

‘1 ¢
— - . - <
K, = {[Al,xz] eby iy s xS S+ o

j — c
c2.+j ]§x2§ 2+ 6,0 =
2’!0_ 10 2"1 2"0"‘ 1o
—(no—ip)+1 m—(no—ig)+1
ey 2" ¢ .2
:{[XI,XZJEEZ.Tg.Y]g*T‘F(SI,

Cy . 2mT TRl g (i q) 2 - Cy . 2mT ool (5 1), 2 .
2m+1 = "2 2m+1

()

En vertu de (2.15), K, est un rectangle canonique du type (A) d’ordre m + 1. Etant
m + 1 > ng — iy, il existe, d’aprés la supposition d’induction, un systéme My, e
eD(K,,2”"*!|) = D(Ky, 27"~ ) te] que

(2.16) > [L]<51+<52—j;"1>+'7

IIA

KeMxk,

Si nous posons My = My L My, alors M e D(K,27"7) et d’apres (2.7) et
(2.16) nous obtenons

j — 1 .
Y= ¥ L+ ¥ <? a(
LeM'x LeMk, m

LeMk om

i — 1
! ~>+?1=51+5z+r7;

donc de noveau (2.3) a lieu.

Cas (b). Soit 6; > d,. Alorg selon (2.1) on a

92 = min (8, 8,) < 277,



Soit m le nombre entier tel que (2.8) a lieu, j le nombre entier satisfaisant (2.9) et
définissons des carrés L, par (2.10). Si

5,2 .2 =5,
nous posons My = {Ly, L,, ..., L;}; si
0, <j.27™ =04,

nous posons My = My U My, ou My = {L;, L,, ..., L;_,} et
My, € D(K,, 27"°7@), ou

j — 1
K1={[x1,x2]eE2: it S <x £ ‘1 +6;,

2no—io om = 2no—io
Cy Cy
oo =x, = o= + 52}
t j — 1
¢ Z[L|<62+<61—]——>+n
LeMk, m

Tout comme dans le cas (a), nous prouverons que Mg € D(K, 27"~ et que (2.3)
a lieu.

Le théoréme 2.1 est donc prouvé par I'induction compléte pour tous les rectangles
canoniques du type (A) Pour les rectangles canoniques des autres types, la démonstra-
tion est analogue.

Théoréme 2.2. Soit n un nombre réel positif, k un nombre entier, K un carré
fondamental tel que

(2.17) K| <27,

Alors il existe un systéme My € D(K, 27%) tel que

(2.18) YL <4. K| +7.
LeMgk

Démonstration. Le carré K soit donné par (1.1). Soit I le nombre entier tel que
(219 27D <5 = |K| 271,
En vertu de (2.17) on a | = k. Soient ¢y, ¢, les nombres entiers tels que
(2.20) (;=1.27"'<a;<¢;. 278, i=1,2.
L. Soit a; + 6 < ¢; . 27" Posons My = {Ly, L,}, ol
Ly = {[xy,x;]€E;:(c; —1).27" < x,
(e;—=1).27"<x, < ¢, 270,
L, ={[x,x;,]€Ey:(c; —1).27" < x; S ¢y .27,
¢ 27 S x, (e +1).27 .

IIA

¢ .27,



Evidemment, on a Mye D(K,27") = D(K,27%), |L1| = |L2] =27 et daprés
(2.19)ona 27! < 2. |K]|; de cela il découle

Le%:ﬁ(iLl =2.27"<4 K| <4.|K| +7,
donc (2.18) a lieu.
II. Soit a, + & < ¢, .27". Posons Mg = {L,, L,}, ou
Ly ={[x;,x]€E,:(c; —1).27"<x; £¢;. 27,
(c;=1).27"<x,£¢,. 271,
L, ={[xy,x;]€E;:(c; . 27" < x; S (e +1).271,
(c;—=1).27"<x, ¢, 271
1. Soit
(2.21) ;.27 '<a; +96, ;.27 ' <a, +6.
IlyaK=AuBuCuD,ou
A={[x,x]€Eyi¢c;. 27" Sx;,Za; +9,¢,.27' <x, L a, + 6},
B ={[x;,x]€Eyia; £x;2¢,.27% ¢,. 27" S x, L ap, + 6},
C={[x.x,]eEy:a;, £x;,2¢;.27, a$x,Z¢,.27Y,
D={[x,x]€Ey:c;.27 ' Sx;Sa;,+6, a, £x,;5¢,.277}.
D’aprés (2.20) et (2.19) on a
(ap+8)—ci.27'<(@a;+0)—a; =627, i=12;
(2.21) et (2.19) impliquent
;.27 —a; <527, i=1,2;

alors A ou B ou C ou D resp. sont des rectangles canoniques d’ordre I du type (A)
ou (B) ou (C) ou (D) resp. D’aprés le théoréme 2.1, il existent des systémes M, €
eD(4,27"), Mye D(B,27"), M e D(C, 27"), Mp e D(D, 27) tels que

T < () - a2 (@ 0) - e 27,

L%} ]Ll <(er-27"—a) +((as +0) — ;. 270 + 11,

L%; |L‘<(C1.2_’_a1)+(c2.2_'—a2)+%,1’
eMc ‘

L; L] <((ar+0) = . 27) + (c2. 27" — @) + 4.

Si nous posons My = M, U My U M U Mp, on aura My € D(K, 27}) = D(K, 27%)
et (2.18) (puisque & = |K|).



Démonstration de I’inégalité H(M) < 4 h(M). Ayons un nombre réel ¢ > 0. 11

existe un nombre naturel k tel que 27 < & D’apreés (1.4) on a h,-«(M) < h(M).
A chaque nombre 1 > 0, il correspond donc d’aprés (1.3) un systéme dénombrale

N ={KK,, ..}eKM 2
tel que

(2.22) Y K| < h(M) + gn .

Etant IK,-[ <27 % pour i =1,2,..., il existent, d’aprés le théoréme 2.2, des systémes
M; e D(K;, 27%) tels que

(2.3) YL <4 K|+ 4n. 270
Le;
Si nous posons M = (J M;, nous avons M e D(M, 27%) = D(M, ¢) et d’apres (2.22)
at (2.23) on a
Y=Y YL <Y@ K|+ .27 <
LeM i LeM; i

< 4z_|1<i| + 3 < 4(h(M) + §n) + in = 4 h(M) + 1.

Le nombre 1 > 0 étant arbitraire, il découle de cela, en vertu de (1.3), que H (M) <
< 4 h(M), alors d’aprés (1.4) aussi H(M) < 4 h(M).

3. Nous allons prouver le théoreme B. Pour ce but, nous construirons un ensemble
Q c E, tel que h(Q) <%, H(Q) = 2, alors d’aprés le théoréme A nous aurons

h(Q) =4, H(Q) = 2.

Définition 3.1. Dans E, définissons des ensembles Ay, Ay, 4,, ... dela fagon suivan-
te: L’ensemble A, contient un seul point [0, 0]. L’ensemble A,_; étant déja défini,
I’ensemble A4, se compose de tous les points [al, a,] de la forme
(3.1) a;=>b Eﬁ j=1,2,

ol [by, by] € A, et(ky, k,) parcourt toutes les couples de nombres entiers telles que
(32) —2.4%7D <k, <2407 0 maxk; = 2.4%070,
j=1,2

Si[ay, a] € A,, [by, b,] € A, et (3.1) et (3.2) ont lieu, nous dirons que le point
[ay, a,] est dérivé du point [by, b,]. Sim < n et p, € A,, p, € A,, nous dirons que
le point p, est dérivé du point p,, s’il existe une suite de points P+ 1> Pm+2s -+ Pu—1
telle que p;e A;pouri =m + 1,...,n — 1 et p, est dérivé de p;_, pouri = m + 1,
m+ 2,..., 1

8



On prouve aisément le

Théoréme 3.1. (a) Si p € A,, alors p a des coordonnées

» /e
S it 5 gl

ot /.4, A, sont des nombres entiers.
(b) Etantp,_, € A,_y, il y a 4*"~? points p € A, dérivés du point p,_,.

(C) Eta"t pn—l E"411—1’ qn—l eAnv‘l, pn—l :*: dn-1> anAn’ anAn* pn dél'iUé
de Pn—1>4n dérivé de dn-1> alors Dy + qn-

(d) Etant m < n, p, € A,, il y a "™ points p e A, dérivés du point p,,.

() Pour chaque n = 0, I'ensemble A, contient 4*™ points.

Définition 3.2. Pour n = 0, 1, 2, 3, ... définissons des nombres

8
—

(33) T
Pour chaque point p = [ay, a,] € 4, définissons des ensembles:

Phy={[x;,x,]€E;:a,

IIA
ke
IA
=
N
IA
IS
©
+
>

é (11 + r"’ aZ =
Pt = C E, : < < - < <
p,2 {[XI’ ')‘2] ELyla; =X = a; + Fpp y — Fp = X3 = aZ} s

Pry={[x,x,]€E,:

2
|
-

I\
3

'léal’al—rn§x2§a2

I\
e

IA
=

Ppa= {[xl’xz]eEz Ay — T, X1 = dy, a4

Nous dirons que I’ensemble P} ; est dérivé du point p. Etant m < n, g€ 4,

nous dirons que I’ensemble P} ; est dérivé du point g si le point p est dérivé du point ¢.

Du théoréme 3.1 en déduit le

Théoréme 3.2. (a) Etant m < n, p, € A,,, il y a 427"+

du point p,,.

(b) Pour nfixe, il y a 42+ 1 opsembles Py

ensembles Py ; dérivés

Théoréme 3.3. Soient q = [by, b,| € A,_,, p = [a;, a,] € A,, p soit dérivé de q
a laide de (3.1) et (3.2). Alors:

(a) si ky >0, ky >0, alors Py, = P33' pour 1 =1,2,3,4;

(b) si ky >0, ky <0, alors Py, = P;5" pour I =1,2,3,4;



(c) si ky <0, ky <0, alors Py, = Pi3' pour 1 =1,2,3,4;
(d) si ky <0, ky >0, alors P}, < Pi! pour 1 =1,2,3,4;
(e) si ky =0, ky >0, alors P}, < P;3" pour 1 =1,2,
ni < Piut pour 1=3,4;
(f) si ky =0, ky <0, alors Py, < P;5' pour 1 =1,2,
R P"3 pour |l = 3,4;
(g) si ky >0, k, =0, alors Py, = P;7" pour 1 = 1,4,
no < Pistopour 1=2,3;
(h) si k; <0, ky, =0, alors Py, = P;3' pour 1 =2,3,

P;‘,,cP"4 pour 1l =1,4.

Démonstration. Prouvons tout d’abord (a). Si [x,
on a d’apres la définition 3.2. certainement

x2] € Py, pour quelque /,

aj_rnéxjéaj—l—ru’ ]=1’2;
si ky > 0, k, > 0, alors d’aprés (3.2) on a
1Sk, S2.440°0 j=12,

donc d’apres (3.1) et (3.3) on obtient pour j = 1, 2:

< _ k; 2 1, 2.4k
XpEajtrn=bit o +§"41+2i2 =0t S
0 1 © 1
+ Z AT = b, +i=;_1 PEESTS =bj+r,-y;
on a ensuite
k; o 1 1 1
%E = b e —i; giean = bit 2. 41 —i;. gr+2i’
mais comme
© 1 1 1
L, g 4‘”"2 Z 4 4‘”"2 2.4

on a x; > b;; alors d’aprés la définition 3.2 on a [x1, x5
D’une fagon analogue, on peut prouver (b), (c) et (d).

I

Nous allons prouver (e). Si [x,, X,] € P}, pour I
la définition 3.2:

<

aySx;Sa+r, ay—r, =x,

IIA

10

JeP;7! et (a) est prouvé.
1 oul =2, on a d’apres

a, +r,.



Si k; =0, k, > 0, selon (3.2) on a k, = 2.4*""". Tout comme dans le cas (a),
on prouve
b, < x, by, + 1,4

Danscecasonaa, = b,, r, <r,_,, donc

by <x; b+ 1y,
d’aprés la definition 3.2 on a [x,, x,] e Pj;', donc P}, = P ' pour I =1,2.
De maniére semblable, on prouve P, ; P;;l pour [ = 3,4, et (e) a lieu. D’une
fagon analogue, on prouve (f), (g) et (h).

Théoréme 3.4. Soient n, 1, s des nombres naturels, 1 £ 1< 4,1 < s < 4. Etant
peA,qeA, p*qonaP, NP =0

Démonstration. Selon la définition 3.1 et le théoréme 3.1(c), il existe des nombres
entiers m,t,m =20, t >0, et des pointS P Pmsts> - Pmtts o> Dt 1> +++> Dm+t
tels que

pieA;, q,€A;, i=m m+1,...m+t,
piest dérivé de p,_;, q; est dérivéde q;,_,, i=m+1,....,m + t,
Pw=4m> Pm+t="P> dm+t =4,
Pi¥q;, i=m+1,...m+t.
On déduit du théoréme 3.3 qu’il existe des nombres naturels 1, o tels que
Py, Pyl ., Ph o< PRt

11 suffit de prouver Pm+! prtl ¢

Pmi1,h D Lgpiio

Soit Pm+1 = [al’ (12], dm+1 = [all’a/Z]' Etant Pm+1 + Im+1> ON A a4 * a,’{ ou
ay * ay. Supposons p. ex. a; < ay. Si[xy, x,] € Pptl o [y, yo] € Pl . alors
d’apres la définition 3.2 on a

!
X1 S ay + Typeys Vi 241 = Tyyg -

Comme p,, = q,,, selon (3.1) ona

, 1

a1§a1+ﬁm_—l.
De 13, on obtient
= a + —— 1 . 1 >
Y= T o iy~ Tmet = G T F mm~2’m+l =

1
g X1 + (‘2—’—‘*4—2‘(;:1)2—_1 - 2rm+1> .

11



Si la différence entre les parentheses est positive, on a y; > X, alors pm+1 [ pr
ne peuvent avoir aucun point commun. En effet, de (3.3) on déduira """+ © .
1 1 d 1
S gt T 2wen = 0 awipnn T AL givan >

1 | 1 2
> 2m+1)2—1  ,1+2(m+1 Zh‘¥ 2(m+1)2—1 - = 4 >0
2. 420m+D 4 <'">:4 2. 420t 16 3 :

Théoréme 3.5. Soient m, n, | des nombres entiers, 0 < m <n, 1 <1< 4, peA,

. . roe . 2 —m2
Alors il existe précisément 4> ™™ ensembles P}  tels que P, = P,

Démonstration. I. Soit tout d’abord m = n — 1 et pe A,_,. D’aprés les théo-
remes 3.3 et 3.4, Py < P;]l peut avoir lieu seulement si le point g est dérivé du
point p; et des théorémes 3.3 et 3.1(b) on déduit qu’il y a précisément 4*"~? ensembles

n n—1
P} , contenus dans un Py '(I = 1,2, 3, 4).

II. De I. et du théoréme 3.4 on déduit qu’il existe précisément

n
n T (4i-2)
H 441'*2 — 4i:m+1 — 42(n2—1n2)
i=m+1

m

ensembles P" contenus dans un

Définition 3.3. Pour n = 0, 1, 2, ... désignons

Q U UPpl’ onan'

peAd, 1=1

Des définitions 3.2 et 3.3 et du théoréme 3.3 on déduit le

Théoréme 3.6. (2) Q, est compact pour n =0, 1,2, ...;
(b) Q est compact;
() Qs Qo n=1,23 ..
(dQ0<=0Q,n=0123...

Théoréme 3.7. On a h(Q) < %
Démonstration. Etant n = 0, p = [a,, a,] € 4,, définissons
Ky ={[x,x)]:a;—r, £x; < a,+r,}.
Des définitions 3.2 et 3.3 et du théoréme 3.6(d) on voit que
UK, > 0,> 0.

PEAn
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On alim r, = 0, parce que d’aprés (3.3)

11
3 42

2:: "E 41+2n- Z ~1 =

Pour chaque ¢ > 0 il existe donc un n, tel que pour n > n,, on ait r, < }&. Pour
n > n; on a donc

(3.4) {K0} pen, € K(Q. ).
Du théoréme 3.1(e) et de (3.3) on déduit que

n 2n2 & 1 2n2 1 < 1 _
Z IKP =2.4 Z glrzi <2.4 gr+om +i;) Zsz(nHﬁTi -

PEAR i=n

2 1
+_
3

44n+2 :
Pour chaque # > 0, il existe un nombre n, tel que 3.4~“*2 <y pour n > n,.
Pour n > max (n,, n,), on a donc (3.4) et
Y K,
PEAR

Alors h(Q) < % + n selon (1.3). Le nombre 7 étant un nombre arbitraire positif,
on a h(Q) < 4. De (1.4) on obtient

k(Q) = sup h;(Q) <1.

>0

<Li4+7y.

Définition 3.4. Ayons des nombres entiers m, n, 0 < m < n, et des points p =
= [ay, a,] € 4, ¢ = [by, b,] € 4,. Soit Py < Py, Lensemble P, sera appelé
frontier a I’ensemble Py, s’il existe un point [x, x,] € P} tel que x; = a; ou
X, = a,. Si Py n’est pas frontier a Py, il sera appelé régulier par rapport a P},

Théoréme 3.8. Ayons des nombres entiers m, n, 0 < m < n, et des points p € A,
q €A,. Soit P ; = P} et P}  soit régulier par rapport a Py . Soit K un carré dyadic
tel que lKl >271 472 Alors ou bien Py, = K, ou bien K n P, . = 0.

Démonstration. K est donné par (1.2) avec |K| =27k ou k £4m? + 1.
D’aprés le théoreme 3.1(a), p = [1,.27*" " 4,. 2_4"'2“], ol Ay, A, sont des

nombres entiers. Posons
. 1 1
0 = min <? . '2*4—m:> .

© 1 1 ©
(35) = ; 1+2i2 41+2m ;

Selon (3.3) nous avons

<.

le-h

12 1
24m2+2—§

1_
4i

24m1 +1

13



Désignons encore
_ -3 H m
Jy = {x; :il existe x, tel que [x5, x,] € Py,

J = {x, til existe x, tel que [x,, x,] € Py}
et soit

K=K, xK,, Kj=<§i';’£j;1>’ j=12.

Si maintenant 7, .27*"* < ¢, 27K (resp. 2, .27 *L > (¢, + 1).27%), alors

Ay 27 <o 27— 5 (resp. Ay 27 2 (¢ + 1).27% 4 0) et on voit
de (3.5) et de la définition 3.2 que J;, nK; = 0. Si A,.274* =¢, .27% ou
A 274 = (e +1).27% on a ou J; €K, ou J; nK, = {4 .27}
Sic .27k < py . 274+ < (e +1).27% alors ¢, . 27% + 5 < 4 L2mAmr <
< (¢; +1).27% — s et on déduira que J, = K;. D’une fagon analogue, on trouvera
que J, nK, =0oulJ,nK,=1{1.27""""} ou J, c K,.

Si maintenant J, nK; =0 ou J, nK, =0, alors Py, nK = 0, donc aussi
PonK=0.8iJ;nK;={1.27**" " pour j = 1 ouj = 2, alors pj,nK =0
selon la définition 3.4. Si enfin J;, = K, J, = K,, alors Py, = J; x J, € K; X
x K, =K.

Théoréme 3.9. Soient m, | des nombres entiers, m = 0, 1 < 1 < 4; soit pe A,
Pour n > m désignons par a,,, le nombre des ensembles Py tels que q € A,,
Py <= Pyet P,  est régulier par rapport a Py ,. Alors
. o 1

B .'Z;"’ T2l

Démonstration. I. Soit tout d’abord n =m + 1. Si Pyl < Py, ou p =
= [ay, a;], g = [by, by] et Pyi! est frontier & Pj,, il est nécessairement a; = b,
ou a, = b,. Mais d’aprés les définitions 3.1 et 3.2 il y a pour a, = b, precisément 2
ensemble P7¥! tels que Pyi' = Py, et 2 tels ensembles pour a, = b,. Il'y a donc
4 ensembles Pyt frontiers & Py,

II. Soit n > m + 1 et supposons que si p = [pl, P3] €A, 9= [ql, 112] €4,

Py, = Py, et P est frontier & P}, alors ou p; = g1, ou p, = ¢,. Si maintenant

G =41, 3,] € Ays1, Pjs' < Py, et p; = q,, on déduit des définitions 3.1 et 3.2
que P;}‘ est frontier a P}, si et seulement si g; = p; et qu’il existe deux tels en-
sembles P3%' dans Pj . Similairement, si p, = ¢, alors Pj%t' est frontier & PT,
$0 4, = p, et il existe deux tels ensembles P; %' dans Py . Enfin, si P, ; < Py et P}
est régulier par rapport & P}, alors chaque ensemble Pi%' contenu dans P} est
régulier par rapport & Py ;. Alors, si 'on désigne Bn,» 16 nombre des ensembles P} ¢
contenus dans un P}, et frontiers a ce Py, on @ Bum+1 =4, Bpns1 = 2B, Dour

n = m + 1, d’ou ’on obtient

14



(3.6) Bun=2"""*", n=m+1, m+2,...
III. Du théoréme 3.5 et de (3.6) on déduit
o - 42(n2—mz) _ /)»m L= 42(n1—m2) _ 2n—m+1 ;

on a donc

. O , 1 PARLAS 1
lim '2—2=11m el S ) = =
nvw 2. 4" aew \2. 47" 2.42%m 2.4

Théoréme 3.10. Soit n un nombre entier non-négatif, K un carré dyadic, |K| =
>271.472" Alors il existe au plus ]KI .2.4°" ensembles P (pe A,) tels que
P, K.

Démonstration. Désignons par «, le nombre des ensembles P . contenus

pP,s
dans K.

I. Soit n = 0. D’aprées les définitions 3.1 et 3.2, il y a au plus un ensemble Pg,s
contenu dans K, donc o, < 1. D’autre c6té, |K| = 4, donc [K| . 2. 427 =, K| = 1,
et oy < |K|.2.4%".

II. Soit n > 0, lKl = 1. D’aprés L, il existe au plus un ensemble P;)’s contenu
dans K. D’aprés le théoréme 3.5, il existe précisément 42" ensembles P}, contenus
dans un Py . Si P) < K, Py, + Py, P,, < P}, alors P, ¢ K. Donc

q,s° q,5°

0, 4 =1.2.4" < [K|.2.47.
III. Soit n > 0, |K] < 4. Soit m le nombre entier tel que

1

1
(3.7) 5 < K| <

—2—'42(m—1)2 :
On a 1 £ m £ n. Nous démontrons tout d’abord que
(3.8) o, < |K|.2.47.

Pour g = [by, b,] € 4,, désignons v(q) le nombre des ensembles P;', contenus
dans K. D’aprés le théoréme 3.1(a), les b; sont de la forme

(39) .

J A; entiers .
De (3.3) et (3.7) on déduit

i = 2-1°
2.4t

1 | 1 1 11 . 1
Y N Ryl s 4)

D’ici et de la définition 3.2 on déduit que v(q) = 4 si g se trouve a lintérieur de K,
v(g) = 2 si g se trouve sur un cote de K et sur un seul (= pas au sommet), v(g) = 1
si g se trouve & un sommet de K et v(g) = 0si g est a I'extérieur de K.

15



De (3.7) on déduit que |K| = (2.4°™)"' . 2% ou A est entier et 1 < 2% < 4% 2,
Nous allons distinguer trois cas:

(a) 1/(2.4°™) < K| = 1/4*™. Pour [by, b,] € 4,, (3.9) a lieu, alors K peut con-
tenir au plus un point g € 4,, et seulement un sommet, alors

On a donc

%, =Y (g S 1 ="—=<|Kl.2.4™

2m2 =
qeAm 2 . 4 m"

et (3.8) a lieu.

(b) |K| = 1/(2.4*™~"). D’aprés (3.9), K peut contenir au plus 4 points g € A4,
qui soient tous des sommets. On a donc

2.4
a0, = > v(q) <4

= 2m2—1
qeAm 2 . 4 "

IIA

= |K|.2. 4",
alors (3.8) a aussi lieu.

(c) 1/(2.4*™71) < lK! < 1/43m=1*+1 e carré K ne peut pas contenir deux
points g € 4,,, ¢’ € A,,, dérivés des points différents g € 4,,_, ¢’ € 4,,_,, Cependant,
soit g = [by, b,], q' = [b}, b5), § =[by, b,]. ' =[b}, b5] et p. ex. b; < b
Alors d’apres la définition 3.1 nous obtenons

2 . 44m=1) B 2 44m=1)

bj é bj + 2‘421112—1 ’ b; ;_ 2'42m2—1

v

et d’aprés le théoréme 3.1(a) nous avons

5;- - Bj = i‘ﬁﬁij ; .
de cela on obtient
4(m—1 -1
3 1

= >
2 42(m—1)2 > 42(m—1)l+1 = lKl >

alors le carré K ne peut pas contenir les deux points g et g’.
Si g = [by, b,] € 4,,, au moins une coordonnée b; doit &étre, d’aprés (3.2) de la
forme

4(m—1)
b.=E.+L=B + 1

j Jj = 9 42m2-1 j - 42(m=-1)2+1 ’
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ot [by,b,]€ A,_,. D'aprés le théoréme 3.1(a), b; est dela forme 7;.(2.4°C"~D*~1) =1,
alors b; est de la forme 4;.472""1*71 Le carré dyadic K est donné par (1.2)
avec k = 2. (2(m — 1)* + 1), alors aucun point g € 4,, ne peut pas étre a I'intérieur
de K.

On voit aussi aisément que deux points g € 4,,, ¢’ € A,, ne peuvent pas étre placés
sur deux cdtés opposés du carré K, si aucun d’eux n’est un sommet de K. Alors les
points g € 4,, peuvent étre a l'intérieur de deux c6tés au plus du carré K. Mais si
|K| = 2*/(2.47™~"), sclon la définition 3.1 & Pintérieur d’un cote il peut y avoir au
plus 2* — 1 points. Pour les points ¢ & 'intérieur d’un céte on a v(q) = 2, pour les
points ¢ aux sommets on a v(q) = 1. Alors

) 42m2—1
= T S2.(F - 1) 2 k=2t =2 |k 2T

qedm 2%

= |K|.2.4™,

ct (3.8) a lieu de nouveau.

IV. Si m = n, le théoréme 3.10 est déja prouvé. Si m < n, alors d’aprés le théore-
me 3.5 et d’aprés (3.8) on obtient

o, = a, £ < K| 2. 42 4200 < K] 2 4

Théoréme 3.11. Soit ¢ > 0, M e D(Q, ¢). Alors

(3.10) Y K|z 2.
KeM

Démonstration. I. Soient n 20, 1 =1 =<4, pe A,. Désignons

:,I=QmUP:1",s’

ou P} parcourt tous les ensembles P < P, avec m > n, g€ 4,, 1 <s <4,

réguliers par rapport a P}, ;. De la définition 3.3 et du théoréme 3.9 on déduit qu’aucun
des ensembles R} ; n’est vide.

IL Soit n 20,1154 1=<s=<4, ped,qed, (p.l)*(q,s). Soit K un
carré dyadic, [K| < 1/(2.4°"). Si R, n K # 0, alors R}, n K = 0.

Cependant, soit tout d’abord p = g. D’aprés le théoréme 3.1(a), p =g =
=[A . (2.42"°) 7 4, (2,427 171 avec Ay, 4, entiers. Alors, d’aprés (1.2)
et d’apres la définition 3.2, le carré K ne peut contenir a la fois un point intérieur
de P}, et un point intérieur de Py ;. Alors, ou Ry ;n K = Qou R ; n K = 0.

Sip = [ay, a,] * q = [a}, ay], alors d’aprés le théoréme 3.1(a) on a Ia_,- - a}| >
= (2.4 pour j = 1oupourj=2. Si[x,x,]€P}, [x}, xs]€ P}, alors
on déduit de la définition 3.2:

’ ’ ’ ’ 1
|xj—xj|gIa,—a,-l—lx,-—a,-l—lx,-—a, 22 42nz:“1‘2’n>
i 2 21 4 41 1
T e L Ty 3. g

17



D’ici on obtient que ou Py, n K = @ ou P; i n K = 0, donc aussi ou Ry, n K = 0
ouR; nK =0

III. Supposons qu’il existe M € D(Q, ¢) tel que (3.10) n’ait pas lieu. Posons ensuite
N, ={KeM:KnRYo,+0), 1=1234.

Nous avons R, n N, = O pour [ % s, et de la négation de (3.10) nous déduisons
quil existe I(1 < I < 4) tel que
X K| <
Kemz
Désignons cet [ par [(0) et par M, le systetme ;o).

IV. Supposons qu’il existe pour i =0,1,2,...,m des nombres entiers non-
négatifs n(i), I(i), des points p(i) € 4, et des systeémes IM; de carrés dyadics avec
les propriétés suivantes;

(a) 0 =n(0) < (1) < n(2) < ... < n(m);

(b) 1=Il(i)<4pouri=012..m

(c) p(0) = [0, 0];

(d) Pr@.uco) @ PoDucy 2 -+ 2 Poiad.iomy’

(e) chaque Pi{) . est régulier par rapport a Pyt ;) pour j < i;

) MoMo>M o...2M,;

(g) RZ??;.”.-) < U K;

() 2K < s

(i) KRB iy =90 pour Ke I — M.

Nous allons construire des nombres entiers n(m + 1), [(m + 1), un point p(m + 1) e
€ Apm+1y €t un systéme M,,,; de carrés dyadics de fagon que les propriétés (a)—(i)
restent valables aussi pour m + 1 au lieu de m.

Cependant, ayons un nombre naturel N > n(m) Désignons par 2y le systéme
des ensembles PN (01‘1 q € Ay) tels que P = P"(’,ﬁ) 1omy €t P s est régulier par rap-
port a prm e 1my- Le systéme Wy a o, my v elements (voir Ie theoreme 3.9). Désignons

1
2 e

Ay = {PY, e AUy: il existe K e M, tel que P), = K},

my = {K eM,:

Ay = {PY, e Ay: RY, n K = 0 pour chaque K e M)} .

De la définition des ensembles R} ; et du théoréme 3.8 on déduit que Ay U Ay = Ay,

18



Ay N AUy = 0. Sinous désignons par «,, y resp. a,, y le nombre des éléments du syste-
me Ay resp. Ay, nous avons

(3.11) am,N + am,N = an(m),N .

Du théoreme 3.10 nous obtenons

(3.12) a,y 2.4V Y K.

KeM,. N

Désignons par P(m, N) I'ensemble des couples (g, s) (ol g € Ay, s est un nombre
naturel, 1 < s < 4) telles que P}, e Ay. Posons

Ny ={KeM,:RY,AK=*0}, (q,5)eP(m,N).
On a
(3.13) NN A My =0 pour chaque (g, s)eP(m,N).
Drapres 11., on a aussi
(3.14) NN AN =0 pour (q,5) * (q.3).

Nous allons prouver qu’il existe un nombre N > n(m), un point g € Ay et un
nombre s (1 < s < 4) que

(3.15) Y K| <

”_2' .
Keg, N 2.4V

Actuellement, posons N™Y = () 9N, En vertu de (3.14), on a
(g,s)eP(m,N)

> K= ¥ ¥ K.

Keltm,N (q,s)eP(m,N) KeNg N

Si (3.15) n’avait lieu pour aucun N, g, s, alors pour chaque N > n(m) on aurait

(3.16) Y K|z S

> .
Kesitm. N 2. 43N

On a M, o My U N™N. Alors, d’aprés (3.13) on a
(3.17) YKz ¥ K[+ > |K|.
KeM,, KeM,,N Ketm,N

De (3.11), (3.12), (3.16) et (3.17) on déduirait

O(m N <xr/n. V am,

Mais ceci n’est pas possible pour chaque N > n(m), car

1

K;ﬁle| < 2. 42n(m)2
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d’apres (h) et

Ln(m) N _ 1
42N? - 5 42n(m?

lim
N—-w 2 .

d’aprés le théoréme (3.9).

Nous choisissons un nombre N > n(m), un point g € Ay et un nombre s tels
que (3.15) ait lieu et posons

nm+1)=N, Im+1)=s, pm+1)=gq, My, =Y.

V. Drapres IIL et IV., les nombres n(i), I(i), les points p(i) et les systemes 9;
peuvent étre définis pour i = 0, 1, 2, ... de maniére que les propriétés (a)—(i) soient
vérifiées pour Chaque m naturel. Les ensemble P} ,; étant compacts, il existe selon

(d) un point x € ﬂ Pp(,) 1(iy- D’aprés la définition 3.3 et le théoréme 3.6, on a x € Q.

Il existe donc un carre K € M tel que x € K. Soit ik! = 27 Choisissons un nombre
naturel m tel que

2. 42 5 ok

n(m+ 1) (m+1)

Nous avons x € Pyt Dam+ 1) €t Ppims 13,1(m+ 1 est régulier par rapport & Py .,
alors x € R0 1. D’aprés IV(i), on a donc K € M,,. Mais c’est une contradiction,
parce que

1 1

27 gy

%

et de IV(h) on déduit [K| < (2. 47™*)" pour chaque K € 9M,,.

Théoréme 3.12. On a H(Q) = 2.

Démonstration. Du théoréme 3.11 il résulte H,(Q) = 2 pour chaque & > 0,
alors aussi H(Q) = 2 selon (1.4).

Le théoréme B du § 1 résulte des théoremes 3.7, 3.12 et du théoréme A.
4. Un carré fondamental (1.1) sera appelé carré dyadic généralisé, si ‘Kl = 2k
ou k est un nombre entier. L’ensemble do tous les systémes dénombrables de carrés

dyadics généralisés sera désigné par G. Etant M < E, et ¢ > 0, désignons par
G(M, ¢) ’ensemble de tous les systémes M € G tels que

M| <e, M<cUK.
KeMt

Si M < E,, nous posons pour ¢ > 0:

(4.1) #(M)= inf Y |K]|.
MeG(M ,e) KeM

20



Pour ¢, = &, > 0 et pour chaque ensemble M < E,, on a évidemment
Ho (M) £ (M),
alors il existe un nombre éventuellement égal + o0)

(4.2) H(M) =lim H (M) = sup A (M) .

€204 >0
Théoréme 4.1. Pour chaque ensemble M < E, et chaque nombre ¢ > 0 on a
h(M) £ # (M) £ H(M), h(M)< #(M)< HM).

Démonstration. Le théoréme découle des inclusions évidentes D(M, =
= G(M, ) = K(M, &) et de (1.3), (4.1), (1.4) et (4.2).

Théoréme 4.2. A tout carré fondamental K il existe un carré dyadic généralisé Ly
tel que K = Ly, |Ly| £ 2/K].

Démonstration. K soit donné par (1.1). Soit k le nombre entier tel que 27! <
< & £ 2% ona2* £ 26, alors il suffit de poser

Ly ={[x5x;]€E;:a; £ x; < a; + 2.
Théoréme 4.3. Pour tout ensemble M = E, a lieu Pinégalité #(M) < 2 h(M).
Démonstration. Ayons M < E, et un nombre ¢ > 0. D’aprés (1.4) nous avons
hyo(M) £ h(M).
A chaque nombre 7 > 0, il existe selon (1.3) un systeme M e K(M, ¢) tel que
(4.3) Y K| < h(M) + 4.
KeM
D’aprés le théoréme 4.2, il existe un systetme N = {Ly}xm € G(M, ¢) tel que
2Ll =3 Ll = 3 2 [K].
LeM KeM

Keln
Selon (4.3) on a donc

YL < 2h(M) + g
LeMt
et d’aprés (4.1) nous obtenons
H (M) < inf (2 h(M) + n) =2 h(M);
n>0

¢ > 0 étant arbitraire, le théoréme découle de cela en vertu de (4.2).

Théoréme 4.4. Pour tout carré dyadic généralisé K il existe un systéme Ny €
e D(K, IK\) tel que

(44) >l =3[kl
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Démonstration. K soit donné par (1.1), ol & = 2% Soient cy, ¢, les nombres
entiers tels que

(c;—1).2"<a;2¢;.2%, i=12.
En vertude 5 = 25, ona

a;<¢;.2"<a;+ 9.

Un des nombres ¢;. 2* — a;, a; + & — ¢;. 2" n’est pas plus grand que §|K| = 27"
Sim;; (i =1,2;j = 1,2) sont les nombres entiers tels que

et <o 2 — g, g mt, Ml <gp 5 — L 20 S M

alors aucun d’eux n’est plus grand que k, un des nombres m 4, m; , n'est pas plus
grand que k — 1 et aussi un des nombres m, 1, ,, » N’est pas plus grand que k — 1.
Posons maintenant Nx = {Ly, L,,, L,y, L,,} ol

Ly = {[x;, x;]€Ep ey . 2 = 3y S x,

IIA

k k
;.25 ¢, .2 =04, £x,

IIA

;. 2%,

L ={[x,x]€Ey:c; . 2" =68, <x,=¢,.25 ;. 2" <x, S ¢, .25 + 645},

I\

Ly, = {[x;,x,] € Ey i ¢y . 2"

IIA
[IA

xpScy 254 0ay, .28 = 85y £ x, S 0,24,

Ly, ={[x1,x;]€Eyic; . 2<xy S ¢y . 254+ 035, 0. 2 S x, S 0,25 4 6,),
ol §;; = max (2™, 2™). (Sia; = ¢; . 2" ou a, = ¢, . 2" alors m; ; ou m, ; nest
pas défini; mais dans ce cas nous omettons Ly et Ly, ou L,;). On a évidemment
Ny e D(K, |K|) et un au moins des carrés L;; a la norme ILU| < %IK‘. D’ici on obtient
(4.4).

Théoréme 4.5. Pour chaque ensemble M < E, a lieu H(M) < -Z.#(M)

Démonstration. Ayons M < E, et un nombre ¢ > 0. D’aprés (4.2), nous
obtenons
H (M) £ AM). .

Pour tout nombre 7 > 0, il existe selon (4.1) un systéme M € G(M, ¢) tel que
(4.5) Y K| < #(M) + 2.
Ket

D’aprés le théoréme 4.4, il existe & chaque carré K € M un systéme Ny € D(K, ]K|)
tel que

> L] =Kl
LeNg

Posons N = (J Rg. Puis Re D(M, ¢) etona

KeM
PN WU SE
LeN KeIt LeNig KeM
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alors d’aprés (4.5) on obtient
YL <3 # (M) + 7.
LeN
Selon (1.3) on a donc
H/(M) < inl (G #(M) + n) = 7 #(M);
n>0

& > 0 étant arbitraire, le théoréme découle d’ici selon (1.4).

Des théorémes 4.1, 4.3, 4.5 et B il découle

Théoréme C. Il existe un ensemble Q < E, tel que

h(Q) < #(Q) < H(Q).
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