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C Z E C H O S L O V A K MATHEMATICAL J O U R N A L 
Mathematical Institute of the Czechoslovak Academy of Sciences 

V. 31 (106), PRAHA 2 6 . 3. 1981, No 1 

MESURES SPECIALES DANS L'ESPACE £2 

MiLOSLAV JûzA, Praha 

(Reçu le 22 Mai 1978) 

1. Ayons un espace euclidien £2 ^^^^ ^^^ système cartésien de coordonnées. Si 
a^, a2 sont des nombres réels et (5 > 0, alors l'ensemble 

(1.1) К = {[xi, X2] G £2 : a, й X, uai + d] 

est appelé carré fondamental; le nombre ô est appelé norme du carré К et désigné 
\K\. Si Ш est un système de carrés fondamentaux, alors le nombre 

\Ш\ = sup |К| 
кеШ 

est appelé norme du système Ш. L'ensemble de tous les systèmes dénombrables^) 
de carrés fondamentaux sera désigné K, 

Ayant des nombres entiers c^, C2, /c, nous appellerons l'ensemble 

(1-2) К = | [ х „ х , ] б £ , : | ^ X, u ^ , j = 1 ,2 | 

carré dyadic. L'ensemble de tous les systèmes de carrés dyadics sera désigné par D. 
Évidemment on a D с fC. 

Étant M с £'2 et г > 0, désignons par K{M, e) l'ensemble de tous les systèmes 
Ш e K, par D{M, г) l'ensemble de tous les systèmes Ш e D tels que 

\m\ ^e, M cz[j K. 

Si M С £2, nous posons pour e > 0: 

(1.3) K{M) = inf X \K\ , H,{M) = inf X |X| . 
ШеК(М,е) КеШ ШеО{М,Е) КеШ 

^) Des ensembles finis sont aussi considérés dénombrables. 



Pour 8jL è 2̂ > Ö et pour chaque ensemble M a E2, on a évidemment 

KXM) й KlM), H,XM) й H,lM), 
alors il existe les nombres (éventuellement égaux à + 00) 

(1.4) h{M) = lim /i,(M) = sup / \ (М) , Н{М) = lim Н,{М) = sup H,{M) . 
e->0+ 0 0 e-*0+ £>0 

Dans le travail [ l ] on a prouvé que 

h{M) S H{M) S 9 h{M) 

pour chaque ensemble M с E^ et qu'il existe des ensembles M a E2 tels que /z(M) ф 
Ф H[M). M.J. Kral a posé la question de savoir quel est le plus petit nombre С tel que 

H{M) й С . h{M) . 

La réponse est donnée par les deux théorèmes suivants: 

Théorème A. Pour chaque ensemble M a E2 on a 

h{M) й ЩМ) й 4 h{M) . 

Théorème В. // existe un ensemble Q cz E2 tel que 

H(Ô) = 4 h{Q) . 

2. Nous allons tout d'abord prouver le théorème A. Il est évident que h{M) g 
S H{M) pour chaque M c: £2» parce que D(^M, s) a K(^M, s) pour chaque e > 0, 
alors /ie(M) s HE{^) d'après (1.3), et / Ï (M) g H{M) d'après (1.4). Nous avons donc 
à prouver seulement Н(М) ^ 4 /z(M). 

Définition 2,1. Etant c^, C2, n des nombres entiers, ^1 , Ô2 des nombres réels satis­
faisant aux inégalités 

(2.1) 0 < min (^1,^2) < 2~", 

alors l'ensemble 

(2.2) 

resp. 

resp. 

|L 1' ^J 2 2„ - 1 2" 2" 2" J 



resp. 

( 2" 2" 2" 2"J 

sera appelé rectangle canonique d'ordre n du type (A) ou (ß) ou (C) ou (D) respecti­
vement avec les côtés de grandeur ^1, ^2-

Théorème 2.1. Etant n un nombre entier, rj un nombre réel positif, К un rectangle 
canonique d'ordre n avec les côtés de grandeur ô^, Ô2, il existe un système Ш^^Е 
e D(K, 2"") tel que 

(2.3) Z\L\<ô,+Ô2+ri. 
ЬеШк 

D é m o n s t r a t i o n . Evidemment, il suffit de prouver le théorème pour les rectangles 
du type (A) donnés par (2.2). 

I. Soit tout d'abord min(^i, ^2) < 2̂ ? <5i = <52. Soit m le nombre entier tel que 

(2.4) 2-^""-^') < min (^1, ^2) = ^1 ^ 2-'" , 

de sorte que 

(2.5) 2 - - < n ; 

compte tenu de (2.1) on a 2"^" ^ 2~", donc m ^ n. Soit j le nombre entier tel que 

(2.6) ( ; - l ) . 2 - - < ( 5 2 ^ j . 2 - -

et posons Ш1х ~ {̂ 1? ^2, ..., Lj} où 

(2.7) Ц = J [x i , X2] 6^2 : " ^ ^1 ^ - + - , - + ^ ^ ^ X2 ^ ^ + - l , 

V / ^ |L 1 2j 2 ^„ ' ~ 2" 2̂ " 2" 2"̂  2" 2'"J 

i = 1,2, . . . , j . 

D'après (2.2), (2.4) et (2.6) nous obtenons 

1 = 1 

alors (puisque m ^ n) on a Ш^ e 0(K, 2~"). De plus, en vertu de (2.6) et (2.5) on a 

X |L| = j . 2-- = ^ - ^ + 1 < ^̂  + ;̂  < ^̂  + ^̂  + ^ , 
Le l̂̂  2̂ " 2'" 

et (2.3) a lieu. 

II. Soit min((5i, ^2) < i^? ^2 < ^1^ nous allons trouver les nombres entiers m,7 
tels que 

(2.8) 2-(^+^> < min ((5i, (52) = (̂ 2 ^ 2"" ' , 

(2.9) {j - 1).2-^<Ô, ^ 7 . 2 - -
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et poser Шл = {Lj, Lj , ..., Lj] où 

(2.10) L,. = | [ x „ X,] e £2 : - - + '-^ < x, й ~ + -

^' ^X2 ^ ^ + £ ! . , / = 1 , 2 , . . . J . 
1 

2" ~ ^ "" 2" T" 

Similairements au cas L, nous pouvons prouver que Ш^ e 0(X, 2"") et que (2.3) 
est vrai. 

III. Soint UQ le plus petit nombre entier tel que 2~"° < ^rj. Si le rectangle К est 
d'ordre n ^ По, alors d'après (2.1) on a 

min(c)i,(52)<2"^^ ^ 2 - " ° < i ^ , 

et le théorème 2.1 est satisfait pour К en vertu de I. et IL II reste donc à prouver le 
théorème 2.1 pour les rectangles canoniques du type (A) d'ordre n = UQ — i pour 
ï = 1, 2, 3, ... . Nous allons faire la démonstration par l'induction complète d'après /. 

Supposons donc que le théorème 2,1 a lieu (pour rj fixe) pour tous les rectangles 
canoniques du type (A) d'ordre HQ — i pour / = 0, 1, ..., ÎQ — 1 avec ig ^ 1; nous 
allons tirer de cette supposition la validité (pour le mêmiC rj) aussi pour tous les 
rectangles canoniques du type (A) d'ordre UQ — ÎQ. 

Ayons donc un rectangle canonique 

(2.11) K = hx,,X2]eE2:-^^<x, <-^^-h ô,, -^^ < x^ < ^ ^ + ô\ 
^ ^ jL X' ^j ^ 2"o~'o ~ ~ 2"°~'° 2"°~'° ~ 2"o~'o / 

d'ordre UQ — ÎQ. NOUS distinguerons deux cas: 

Cas (a). Soit ô^ ^ Ô2. Alors selon (2.1) on a 

(2.12) ô, = min (^1, Ô2) < 2-^"°" '̂°>. 

Soit m le nombre entier tel que (2.4) a lieu; en vertu de (2.12) on a m ^ HQ — /Q-
Soit j le nombre entier satisfaisant à (2.6). Nous distinguons de nouveau deux cas: 

Cas (ai). Soit 

(2.13) ô, ^j.2-^ -Ô2. 

Dans ce cas, nous posons ЗЛ̂ ^ = (L^, L2, ..., Lj} où les carrés L^ sont donnés par 
(2.7). D'après (2.11), (2.4) et (2.6) nous obtenons 

K c z U L , 
L=l 

de sorte que Ш^^ e D(K, 2"^"°"'°^), car m ^ UQ — ÎQ. Puis d'après (2.13) nous avons 

X \L\ = j . 2- '" = 02 + (j . 2"'^ -- <52) ̂  ^2 + <5i < ^1 + ^2 + ^ , 

donc (2.3) a lieu. 
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Cas (^2). Soit 

(2.14) ô, <j.2-"' - Ô2; 

on vertu de (2.6) on obtient 

0 < 0̂2 - (7 - 1).2-"' < 2-"' - S,, 

et d'après (2.4) on a 

(2.15) 0 < (52 - (y - 1). 2- '" < 2"^"+^^ < ô, . 

Posons maintenant 9Jl^ = (L^, 1̂ 2' •••' bj_i},oùles carrés L̂  sont donnés par (2.7). 
Le système 5^^ couvre le rectangle К entier à l'exception de l'ensemble 

K, = J [x i , X2] e E2 : - ^ < xi < - ^ ^ + (5i, 

_ _| -^ Xj ^ г + à^ 

С .. 9m-(no- 'o )+ l ^ ^ш-(«о- 'о )+1 

] ' - A' ^J ^ yii + i — 1 — 2^"^^ 

. 2"-^"°-^"°^-'^ + (7 - 1). 2 ^ ^ C2 . 2"-^"°-^'°^"^' + (j - 1). 2 
")m+l 

En vertu de (2.15), K^ est un rectangle canonique du type (Л) d'ordre m + 1. Etant 
m + 1 > /7o — î'o, il existe, d'après la supposition d'induction, un système Ш^^ e 
G D(Xi, 2-^'"-'^|) c= D(i^i, 2-̂ «o-̂ "«)) tel que 

(2.16) Y. k|<^i + (ьг-^-^^П^ 

Si nous posons 9^ ,̂ = "^^'K^^^K,. alors Ш1̂ , e D(K, 2"^"°-''«>) et d'après (2.7) et 
(2.16) nous obtenons 

Z 1̂ 1= I |b| + I |L| < i : i i + ^, + U2 ~ ^-^ + rj = ô,+02 + rj; 
L^K ЬеШ'к LemJ ' 2 "̂ \ 2"̂  / 

donc de no veau (2.3) a lieu. 

Cas (b). Soit (5i > Ô2. Alor^ ^elon (2.1) on a 

(̂ 2 ^ min((5i,^2) < 2-^"«"'°\ 



Soit m le nombre entier tel que (2.8) a lieu, j le nombre entier satisfaisant (2.9) et 
définissons des carrés L^ par (2.10). Si 

Ô2 ^ j . 2 - ^ - (5i, 

nous posons Ш^^ = ( L J , L2, ..., Lj}; si 
^ 2 < j . 2 " - - ^ i , 

nous posons Ш^ = 9Jl^ u ШẐ^̂, où 91)?̂  = (L^, L2, ..., by_i} et 
9Л^^бО(К1,2-^"°-^'°>), où 

K, = | [ x i , X2] e E2 : - ^ ^ + ^ ^ " ^ < X, < - ^ + ^ 1 , 

2"o-io 2' 

Tout comme dans le cas (a), nous prouverons que SIÛ  ^ ^ ( ^ . 2"^"°"'°^) et que (2.3) 
a lieu. 

Le théorème 2.1 est donc prouvé par l'induction complète pour tous les rectangles 
canoniques du type (A). Pour les rectangles canoniques des autres types, la démonstra­
tion est analogue. 

Théorème 2.2. Soit ц un nombre réel positif, к un nombre entier, К un carré 
fondamental tel que 

(2.17) | K | й 2~^. 

Alors il existe un système Ш^г^ e D(X, 2~^) tel que 

(2.18) X \L\<4.\K\+n. 
ЬбЖк 

D é m o n s t r a t i o n . Le carré К soit donné par ( l . l ) . Soit l le nombre entier tel que 

(2.19) 2 - " + ' ' < г == |K| ^ 2 - ' . 

En vertu de (2.17) on a / ^ fc. Soient c^, Cj les nombres entiers tels que 

(2.20) (c; - 1 ) . 2 - ' ^ a,. < c , . . 2 - ' , 1 = 1,2. 

I. Soit a^ + ô йсу. TK Posons »î^ = (Lj, Lj), où 

Li = ( [ x i , X 2 ] e £ 2 : ( c i - l ) . 2 - ' ^ X i ^ c^ Л'', 

( C 2 - 1 ) . 2 - ' ^ X 2 ^ C 2 . 2 - ' } , 

•̂ 2 = {[^1'Л:2]е£2 :(ci - 1) • 2 " ' ^ Xi ^ Cj . 2 " ' , 

c^.l~^<,x^ ^{сг + 1 ) . 2 - ' } . 



Evidemment, on a 9Л̂^ e D(X, 2"^) c: D(K, 2"^), |LI | = [L^I = 2"^ et d'après 
(2.19) on a 2~^ < 2 . |X|; de cela il découle 

^ \L\ = 2 .2-^ < 4 .1X1 < 4 . | K | + ̂ /, 
ЬеШк 

donc (2.18) a lieu. 

II. Soit a2 + S S C2.2~K Posons 9Л^ = {Lj, L2}, où 

b i = {[x,,X2]eE2:{c, - l).!'' ^x, й с, .2-', 

( с , - 1).2-'UX2UC2.2-'}, 

L2 = {[х,,Х2]еЕ2:{с,.2Г' ^ x, й {ci + l ) . 2 - 4 

{C2- l).2-^UX2UC2 2 - ' } . 
m. Soit 

(2.21) Cl . 2~^ < ai + (5, C2 . 2~^ < 02 + ^ . 

I l y a X = ^ u 5 u C u D , où 

Л = {[^1, X2^ eE2 : Cl . 2~^ ^ Xi ^ Ö1 + ^, C2 . 2~^ ^ ^2 ^ «2 + ^} » 

Б = {[xi,X2] € ^ 2 • «1 ^ ^1 ^ ^1 • 2"^ C2 . 2~^ ^ ^2 ^ a2 + (5} , 

С = {[xi, X2] e £2 • <̂ i = ^1 ^ ^1 • 2'^ «2 = ^2 = 2̂ • 2~^} , 

D = {[xi, X2] 6^2 • ^1 • 2~^ ^ Xi ^ Ö1 + (5, 02 ^ ^2 ^ 2̂ . 2"^} . 

D'après (2.20) et (2.19) on a 

(«1 + ^) - Ci. 2-^ < (a^ + ^) - a, == ^ ^ 2 - 4 ï = 1, 2 ; 

(2.21) et (2.19) impliquent 

Ci,2-^ - ai<ô й 2 " ^ i = 1,2; 

alors Л ou Б ou С ou D resp. sont des rectangles canoniques d'ordre î du type (A) 
ou (ß) ou (C) ou (D) resp. D'après le théorème 2.1, il existent des systèmes 9И^ e 
G 0(Л, 2"^), äRß e 0(Б, 2'% Шс e D{C, 2"^), Mj, e D{D, 2"') tels que 

X |L| < ((ai + ^) ~ Cl . 2 - 0 + ((«2 + ^) - C2 . 2 - 0 + i / / , 

J: \L\ < (ci . 2-^ - ai) + ((«2 + Ô)~C2. 2 - 0 + i/7, 

X |L | < (ci . 2-^ - ai) + (c2 . 2-^ - a2) + if], 

X \L\ < ((ai + ^) - Cl . 2 - 0 + (C2 . 2-^ - a2) + irj . 

Si nous posons Шк = Ш^ u Ю1д u ЗКс u 9}li>, on aura 9Л̂ ^ e D(iC, 2 - 0 ^ ^{K, 2-^) 
et (2.18) (puisque ô = |к | ) . 



D é m o n s t r a t i o n de l'inégalité H{M) ^ 4 h{M). Ayons un nombre réel e > 0. II 
existe un nombre naturel к tel que 2"' ' < e. D'après (1.4) on a /z2-k(M) ^ h{M). 
A chaque nombre rj > 0, il correspond donc d'après (1.3) un système dénombrale 

tel que 

(2.22) X |^,| < HM) + h • 
i 

Etant \Ki\ ^ 2"'' pour / = 1, 2, ..., il existent, d'après le théorème 2.2, des systèmes 
Ш1,. G D(iC,., 2"'^) tels que 

(2.3) S | L | < 4 . | K , | + i ;7 .2- ' - . 

Si nous posons Ш = [j Ш1, nous avons Ш e D{M, 2~^) с D{M, s) et d'après (2.22) 
i 

at (2.23) on a 

Z W = Z Z|L|<X(4.|K,.| + i^.2-'-)^ 

^ 4 X |i^il + i?/ < ЩМ) + lrj) + If] = 4 h{M) + ;/ . 

Le nombre rf > 0 étant arbitraire, il découle de cela, en vertu de (1.3), que Hj^M) g 
й 4 /ï(M), alors d'après (1.4) aussi Н{М) й 4 h{M). 

3. Nous allons prouver le théorème B. Pour ce but, nous construirons un ensemble 
Q <=. E2 tel que h[Q) S h ^ ( ô ) ^ 2, alors d'après le théorème A nous aurons 
KO) = h HiQ) = 2. 

Définition 3.1. Dans £2 définissons des ensembles AQ, A ^ , A2, ... de la façon suivan­
te: L'ensemble AQ contient un seul point [0, 0]. L'ensemble y4„_i étant déjà défini, 
l'ensemble A„ se compose de tous les points [a^, a2^ de la forme 

(3-1) ^J-bj + ^ - ^ ^ , 7 = 1,2, 

OÙ [bi, 62] e Л,-1 et (/ci, /C2) parcourt toutes les couples de nombres entiers telles que 

(3.2) - 2 . 4^^"-i> Ukju2. 4^"-^^, max kj = 2 . 4^^"~'^. 

Si [«1, ^2] e ^n, [bi, 62] G Л„_1 et (3.1) et (3.2) ont lieu, nous dirons que le point 
[ai, «2] est dérivé du point [b^, ^2]. Si m < n et p,„ G Л ^ , />„ e A„, nous dirons que 
le point/?„ est dérivé du point ;?^ s'il existe une suite de points Pm + i^ Pm + 2^ -"^Pn-i 
telle que Pi G AI pour i = m + 1, ..., n — 1 et Pj est dérivé de ;7j_i pour i = m + 1, 
m + 2, ..., n. 



On prouve aisément le 

Théorème 3.1. (a) Si p e /!„, alors p a des coordonnées 

^1 ^2 

2 .4 ' " ' - ' 2.4 

OÙ À^, X2 ̂ ^^^^ ^^^ nombres entiers. 

(b) Etantp„_i e ^ „ - 1 , il y a 4"^"'^ points p e A,, dérivés du point p„_^. 

(c) Eta nt Pn-i ^ ^n-i-> 4n-i ^Aj^_-j^, Pn-1 ^ ^M-i' Pn^ "^iv 4n^ "^tv Pn dérivé 
dePn-i, q^ dérivé de q„^i, alorsp^^ Ф ^„. 

(d) Etant m < n, p^e A^, il y a 4^^" ""' ^ points p G Л„ dérivés du point p,„. 

(e) Powr chaque /1 ^ 0, Vensemble A^ contient 4^" points. 

Définition 3.2. Pour n = 0, 1, 2, 3, ... définissons des nombres 

(3-3) '•" = s 7 ^ • 
i-n Ч-

Pour chaque point p = [a^ ,̂ ЙГЗ] G ̂ „ définissons des ensembles: 

Ka = {[^1. ^2] e £2 • ^1 ^ ^1 ^ ^1 + r„, a2 ~ r,u X2 й «2} , 

^P,3 = {[^1. ^2] e £2 • 0̂1 - r„ ^ xi g ai, 02 - r„ ^ X2 ^ ^2} , 

KA = {[^1' ^2] e £2 : «1 - «̂ ^ ^1 ^ â!i, «2 ^ ^2 ^ «2 + '̂Л • 

Nous dirons que l'ensemble P^j est dérivé du point p. Etant m < n, q e A„,, 
nous dirons que l'ensemble P^ ^ est dérivé du point q si le point p est dérivé du point q. 

Du théorème 3.1 en déduit le 

Tliéorème 3.2. (a) Etant m < n, p^^e A^, il y a 4^^" -"" "̂*"' ensembles Ppj dérivés 
du point p^. 

(b) Pour n fixe, il y a 4^"^ ^^ ensembles P^ ,-. 

Théorème 3.3. Soient q = [b^, 62] Gy4„_i, p = [a^, ^2] e Л„, p soit dérivé de q 
à Vaide de (3.1) et (3.2). Alors: 

(a) si /ci > 0, /C2 > 0, alors P^j с P^" ' pour l =^ 1,2,3,4; 

(b) 5/ /ci > 0, /C2 < 0, alors PIJ Œ P ^ " ' /^^"^ / = 1, 2, 3, 4 ; 



(c) si к^ < О, /С2 < О, alors Р^^ 

(d) si /ci < О, /с2 > О, alors Р^ 

(e) si к^ = О, /с2 > О, alors Р^^ 

Pp. 

(f) si kl = О, кг < О, alors Р^, 

П. 
(g) 5! kl > О, /С2 = о, alors Рр_ 

^ ; 
(h) 5( kl < О, /С2 = О, aZors Рр_ 

Р: 

г ^ ПУ 
г ^ КА 

г - Пл 
< ^ ^'«,4 

. - Пл 
г - ^'^-з 

i ̂  Пд 
< - ^'^Гз 
. <= ^'^Гз 
. <= ПА 

^ pour 1 

pour I 

^ pour I 

^ pour I 

pour I 

^ pour I 

pour I 

pour I 

^ pour I 

pour I 

= 1 ,2 ,3 ,4 : 

= 1, 2, 3, 4 : 

= 1,2, 

= 3 , 4 ; 

= 1,2, 

= 3 , 4 ; 

= 1,4, 

= 2 , 3 ; 

= 2 , 3 , 

= 1,4. 

D é m o n s t r a t i o n . Prouvons tout d'abord (a). Si [xj , Xj] ^ jfp.i pour quelque /, 
on a d'après la définition 3.2. certainement 

aj - г„й Xj й aj + r„, j = 1,2; 

si ki > 0, /c2 > 0, alors d'après (3.2) on a 

I ukju 2.4*<''-'>, y = 1, 2 , 

donc d'après (3.1) et (З.З) on obtient pour j = 1, 2: 

/c " 1 2 4'^^•"~'^'> 

00 -j 00 Ч 

+ E Trnïï = ^- +. E , TITITÏ = bj + r„-i ; 

i = n Ц i = n- 1 4-

on a ensuite 

/c- °° 1 1 *̂  1 
X,- ^ a,. - r„ = bj + ^;фг1\ - .1 ^TTiT^ ^ b,. + ^-^2-;;^~i - .Z -^y^ ; 

mais comme 

on a Xj > b^; alors d'après la définition 3.2 on a [x^, X2] e Р^д^ et (a) est prouvé. 
D'une façon analogue, on peut prouver (b), (c) et (d). 

Nous allons prouver (e). Si [x^, X2] e P^^ pour / = 1 ou / = 2, on a d'après 
la définition 3.2: 

ai ^ Xi ^ «1 + r„ , «2 - r„ ^ X2 ^ «2 + r„ . 
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Si /cj = 0, /c2 > 0, selon (3.2) on a /c2 = 2 . 4̂ ^̂ "" ̂ \ Tout comme dans le cas (a), 
on prouve 

Dans ce cas on a a^ = b^, r„ < r„_i, donc 

bi ^ xi ^ bi + r,,_i , 

d'après la definition 3.2 on a [ X I , X 2 ] G P ^ ~ I \ donc P^ ^ с Р^д^ pour / = 1,2. 
De manière semblable, on prouve P^ j cz P^~ ̂  pour / = 3, 4, et (e) a lieu. D'une 
façon analogue, on prouve (f), (g) et (h). 

Théorème 3.4. Soient n, l, s des nombres naturels, l ^ / g 4 , l ^ s ^ 4 . Etant 
pEA„,qE A,„ p ^ q,on a P^j n P^,, = 0. 

D é m o n s t r a t i o n . Selon la définition 3.1 et le théorème 3.1(c), il existe des nombres 
entiers m, t, m ^ 0, t > 0, et des points Pm. Pm + u •-•. Pm+t^ Qm^ (Im + W", Qm + t 
tels que 

PiE Ai, q^E Al, i = m, m + 1, ..., m + t , 

Pi est dérivé de Pi_^, q^ est dérivé de q^^^, i = m + 1,..., m + t, 

Pm = Я.т ' Pm + t = P У Qm+t = Ч . 

Pi =¥ qi, i = m + 1, ..., m + t. 

On déduit du théorème 3.3 qu'il existe des nombres naturels Я, a tels que 
ри ^ pm+1 pn pw+1 

Il suffit de prouver Р^^^Дд ^ ^LVI,<T = 0-

Soit p^ + i = [«i>Ö2]. ^m+i "= [«1,^2]- Etant p^ + i Ф ^^+1, on a ai Ф ai ou 
«2 Ф a^. Supposons p. ex. a, < a[. Si [x,, X2] G Р̂ ^̂ Д̂ д, [y^ 3̂ 2] e P^J;',,,, alors 
d'après la définition 3.2 on a 

Comme p^ = q^, selon (3.1) on a 

^^^^=^^ + 2.4^^-^^>^-^' 

De là, on obtient 

/ 1 2r ^ 
l 2 4 2 ( m + l ) 2 - l ^^m+1 I • 

> 

è Xl + 
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Si la différence entre les parenthèses est positive, on a y^ > x^, alors f^m+i ^_^ ^ 
ne peuvent avoir aucun point commun. En effet, de (3.3) on déduira '"^^'^ çm+1,0-

1 . 1 . ^ 1 
- 2 r 2 y — ^ 

1 Я - 1 . - r i . A^ + 2i2 

> 

2 42(ж+1)2-1 - - + 1 2 .42(т-мя-1 .^f;^ 41^77; > 

1 2 ^ 1 __ 1 / . 2 4 ' 
2 4 2 ( m + l ) 2 - l 4 l+2(m+l )2 .2^^ ^i ^ . 4 2 ( m + l ) 2 - l ( J ^ • j > 0 . 

Théorème 3.5. Soient m, /t, / Jes nombres entiers, 0 ^ m < n, 1 g / g 4̂  p e ^̂ ^̂ . 
yl/ors /7 existe précisément 4^^" ""̂  ^ ensembles P^ ^ tels que P^ ^ a p'"^. 

D é m o n s t r a t i o n . I. Soit tout d'abord m = n — 1 et peA^^^. D'après les théo­
rèmes 3.3 et 3.4, P^ s c: P^~/ peut avoir lieu seulement si le point q est dérivé du 
point p\ et des théorèmes 3.3 et 3.1(b) on déduit qu'il y a précisément 4"^""^ ensembles 
PI, contenus dans un Pp,V(/ = 1, 2, 3, 4). 

II. De I. et du théorème 3.4 on déduit qu'il existe précisément 

M 

n I (4 i -2 ) 
П 4 ^ ' ~ 2 = 4^='"+l = 42(n2-m2) 

i~m+ 1 

ensembles P^ ,̂ contenus dans un P^'j. 

Définition 3.3. Pour /7 = 0, 1, 2, ... désignons 

4 00 

ô„ = и и pi,i, e = n ô„ • 
рбЛ„ 1=1 n = 0 

Des définitions 3.2 et 3.3 et du théorème 3.3 on déduit le 

Théorème 3.6. (a) Q,̂  est compact pour n = 0, 1, 2, ...; 

(b) Q est compact', 

(c) Qn^ Qn-u n = 1 ,2 ,3 , . . . ; 

(d) ô cz e,„ n = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . . 

Théorème 3.7. On a h{Q) ^ } . 

D é m o n s t r a t i o n . Etant n ^ 0, p = [a^, Ö2] e A,^, déffnissons 

К '-= {[^1' ^2] : ^/ - Гп S Xi й üi + r j . 

Des définitions 3.2 et 3.3 et du théorème 3.6(d) on voit que 

peAn 
[JKl^Q,.=>Q. 

l 
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On a lim г„ = О, parce que d'après (3.3) 
П - * 00 

= y ^ 1 y 1 ^ 1 J_ 
'"" "" hn 4 ' + ^'' ^ 4'+^"' ito 4' ~ 3 4^"' • 

Pour chaque e > 0 il existe donc un n^ tel que pour n > «i, on ait r„ < js. Pour 
П > Hj on a donc 

(3-4) {/:;},,,,. eK(Q, г). 

Du théorème 3.1(e) et de (3.3) on déduit que 

00 i / 1 °° 1 \ 

y |i^"| _ 42n2 9 „ 2 4^"' V < ? 4^"' f —- 4- y ~- \ -
peAn 

1 1 1 ^ 1 1 2 1 

2 2 4̂ *"-̂ ^ /=о4'' 2 3 4̂ """̂  

Pour chaque rj > 0, il existe un nombre /I2 tel que | . 4-('^" + 2) ^ ^ p^^j, ^̂  ^ ^^ 
Pour n > max (n^, П2), on a donc (3.4) et 

I I^PI < i + »7 • 
peAn 

Alors /1^(0) < i + // selon (1.3). Le nombre rj étant un nombre arbitraire positif, 
on a h,{Q) й i' De (1.4) on obtient 

h{Q) = sup K{Q) й i . 
г>0 

Définition 3.4. Ayons des nombres entiers m, n, 0 ^ m < n, et des points p = 
= [«1, ^2] еЛ^, q = [bi, 62] е Л - Soit P̂ ^̂  с P^^. L'ensemble P^ , sera appelé 
frontier à l'ensemble P^^ s'il existe un point [-^i,-^2] ^ ^^,s tel que x^ = a^ ou 
л:2 = «2- Si P^ 5 n'est pas frontier à P^j il sera appelé régulier par rapport à P^^. 

Théorème 3.8. ^_yo/ts (ies nombres entiers m, n, 0 ^ m < n, et des points p E Л^, 
q EA„. Soit P^, с P^ ^ et P^ ^ soit régulier par rapport à P'^j. Soit Кип carré dyadic 
tel que \к\ ^ 2"^ . 4~^^'. Alors ou bien P'^j a K, ou bien К n P^, = 0. 

D é m o n s t r a t i o n . К est donné par (1.2) avec | x | = 2~^ où /c ^ 4m^ + 1. 
D'après le théorème 3.1(a), p = [Л, . 2-^'^"^\ X^ . i "^" ' - ^ ! ] , où Я ,̂ X^ sont des 
nombres entiers. Posons 

b = min ( —, 

Selon (3.3) nous avons 

(-35) г = y ^ 1 y 1 ^ 4 1 ^ 2 1 
''"' i=m 4! + ̂ " ^ 4^ + """' i=o 4' 3 2*"-'+" 3 г*'"'^! ^ 
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Désignons encore 

J j = {xi : il existe X2 tel que [xj, X2] б Pp,^} , 

Ji = {-̂ î : il existe x^ tel que [x^, x^] e P^^J 

X = X , X X , , i C , = : ( ^ , ^ : ^ \ , ;=:=1,2 

et soit 

Si maintenant Я̂  . 2"'*"''''^ < c^ . 2~^ (resp. X^ . 2~4^' + ^ > (cj + l ) . 2~% alors 
X, . 2 -^" '^^ g Cl . 2-^ - (5 (resp. X, . 2'^'^"^' ^ (c, + 1). 2"' + ô) et on voit 
de (3.5) et de la définition 3.2 que J^nK^ = 0. Si X^ . 2"^^ ' + ^ = Ci . 2"^ ou 
1^ .2-^^ '+^ = ( c i + l ) . 2 - \ on a ou Л с i^^ ou Л n X^ = (Я^ . 2 -^" ' -^ '} . 
Si c, . 2-̂ ^ < X, . 2"^"'+^ < (ci + 1) . 2-\ alors c, . 2^' + ô ^ X^ . 2~^" ' ^ ' ^ 
= (̂ 1 + l ) . 2 ~ ' ' — (5 et on déduira que J^ cz K^. D'une façon analogue, on trouvera 
que J2 ПК2 = 0 ou J , ^ ^ 2 = {̂ 2 • 2~^'"''"\} ou J , с iC,. 

Si maintenant J^ пК^ = Ç) ou J2 n K2 = 0, alors P̂ ^̂  n iC = 0, donc aussi 
PI, n X = 0. Si J,. n X,. = {Я,.. 2"^'"' + ^} pour j = 1 ou j = 2, alors p^,, n X = 0 
selon la définition 3.4. Si enfin J^ с Xj , J , ^ ^ 2 . alors P̂ ^̂  = J^ x J2 <= ̂ 1 x 
X X2 = X. 

Théorème 3.9. Soient m, l des nombres entiers, m ^ 0, 1 g / "̂ 4; soit p e A^. 
Pour n > m désignons par oc^^^ le nombre des ensembles P^, tels que q G A ^ , 
^1,8 ^ ^p,/ et P^ ,j est régulier par rapport à P^ , . Alors 

oc^. 1 
lim 2 . 4 

D é m o n s t r a t i o n . I. Soit tout d'abord n = m + 1. Si P^^^^ с P^^ où p = 
= [<̂ i> ^2}, q = [^1, b , ] et P^,^^ est frontier à P^j , il est nécessairement ^i = b^ 
ou «2 = ^2- Mais d'après les définitions 3.1 et 3.2 il y a pour a^ = b^ précisément 2 
ensemble P^J"^ tels que P^J"^ с P^^ et 2 tels ensembles pour ^2 = ^2- И У a donc 
4 ensembles P^j"^ frontiers à P^^. 

IL Soit n > m + 1 et supposons que si p = [pi, p^~\ e A^, q = [<2i, <?2] ̂  ^n» 
^^.s ^ ^p,i et Pq, est frontier à P^^, alors ou pi = ^ 1 , ou p2 = ^2- Si maintenant 
5 = [5i. Ч2] ^ A„+i, P^y с P^^ et pi = ^ 1 , on déduit des définitions 3.1 et 3.2 
que P^t^ est frontier à P^j si et seulement si 5i = Pi et qu'il existe deux tels en­
sembles P^y dans Pg s- Similairement, si p^ = ^2. alors Р^У est frontier à P^^ 
so ^2 = P2 et il existe deux tels ensembles P^y dans P^,,. Enfin, si P^, с P^ ^ et P^ , 
est régulier par rapport à P^j , alors chaque ensemble P^y contenu dans Pq, est 
réguUer par rapport à P^ j . Alors, si l'on désigne ßm,n ê nombre des ensembles P^ ^ 
contenus dans un P^^ et frontiers à ce Pp^, on a ßm,m + i = 4, jß ,̂„ + i = 2^^ „ pour 
n g: m + 1, d'où l'on obtient 
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(3.6) i5,,„ = 2 " " ' ^ \ n = m + 1, m + 2, .. 

III. Du théorème 3.5 et de (3.6) on déduit 

on a donc 

lim - ^ - = lim ^ 
2m2 / ^ /l2m2 

Théorème 3.10. Soit n un nombre entier non-négatif, К un carré dyadic, |X| ^ 
^ 2~^ . 4~^" . Alors il existe au plus | к | . 2 . 4^" ensembles P"p^s{p ^ At) ^^^^ 4^^ 

D é m o n s t r a t i o n . Désignons par a„ le nombre des ensembles P^p ^ contenus 
dans K. 

I. Soit и = 0. D'après les définitions 3.1 et 3.2, il y a au plus un ensemble P^^ 
contenu dans K, donc ao й 1- D'autre côté, | x | ^ i, donc ]iC| . 2 . 4^"^ = ^ • | ^ | ^ 1' 
et ao ^ |X| . 2 . 4^"'. 

II. Soit n > 0, \K\ ^ ^. D'après L, il existe au plus un ensemble P^^ contenu 
dans K. D'après le théorème 3.5, il existe précisément 4^" ensembles P^j contenus 
dans un Pi,. Si Pi, Œ K, Pi, Ф Pl„ PIJ С Pl,^ alors P^j ф К. Donc' 

oc, й 4^"' = i . 2 . 4^"' ^ |K | . 2 . 4^"' . 

l ï l . Soit n > 0, \K\ < | . Soit m le nombre entier tel que 

(3-7) -V.1 ^ 1̂1 < ' 2 ^ 42(m-l)2 • 

On a 1 ^ m ^ fî. Nous démontrons tout d'abord que 

(3.8) о^„й\к\.2. 4'"'. 

Pour q = [bi, 62] ^ ^m désignons v(^) le nombre des ensembles P^^ contenus 
dans K. D'après le théorème 3.1(a), les bj sont de la forme 

(3.9) h = Y : ^ ^ Я; entiers. 

De (3.3) et (3.7) on déduit 

Гщ < . . ; ) — = - • — - : < — - " T < m m iC 
4^-'^'"^ f"o4' 3 4^^^ 2 4^"^^" V ' 2 .4^^ ' "^ 

D'ici et de la définition 3.2 on déduit que v(^) = 4 si ^ se trouve à l'intérieur de K, 
v{q) = 2 si q SQ trouve sur un côte de К et sur un seul ( = pas au sommet), v(q) = 1 
si q se trouve à un sommet de К et v(^) = 0 si ^ est à l'extérieur de K. 
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De (3.7) on déduit que | x | = (2 . 4^^')"^ . 2\ où Я est entier et 1 ^ 2^ < 4'*"'-'. 
Nous allons distinguer trois cas: 

(a) 1/(2.4""') й Щ й 1/4'"'. Pour [b,, b2] e A^, (3.9) a lieu, alors К peut con­
tenir au plus un point q e A,^^ et seulement un sommet, alors 

z v(q) й 1 . 
On a donc 

-, 42 m-

qeA,n 

et (3.8) a lieu. 

(b) |X1 - 1/(2.4'^'"^). D'après (3.9), К peut contenir au plus 4 points q e A^,, 
qui soient tous des sommets. On a donc 

«.= 1 4 ^ ) ^ 4 = - ^ ^ = 1 K | . 2 . 4 - \ 
qeAm 2 . 4 

alors (3.8) a aussi lieu. 

(c) 1/(2.4""'"^) < |X| g i^42(m-i)^ + i Le carré К ne peut pas contenir deux 
points q e A^, q' e A,„, dérivés des points différents q e A^-i, q' e Л„-1 , Cependant, 
soit q = [bi, 62], q' =- [b\, Ьз], q = [5^, Б2], Ч' = \b'u Щ et p. ex. bj < b]. 
Alors d'après la définition 3.1 nous obtenons 

ъ ^ bj + ' , , , ь; ^ ь; 

et d'après le théorème 3.1(a) nous avons 

1 
b'- - b- > -

J -^ ~~ 2 42 (m-1)2 -1 ' 

de cela on obtient 

9 д 4 ( т - 1 ) 1 2 Д("»-1) 

^•/ ~ ^J = ^ i - - Oy ~ z . ^ ^2m2- l = 2 42 (m-1)2 -1 ~ "̂  * 2 42m2- l 

2 ^ 42(m-l)2 42(m-1)2+1 

alors le carré К ne peut pas contenir les deux points q Qt q. 

Si q = [bi, b2] e ^ш' ^̂ ^ moins une coordonnée bj doit être, d'après (3.2) de la 
forme 
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où [bi ,b2]G4„_i . D'après le théorème 3.1(a), b^est delà formel,-.(2.4^^^""^^'""^)-^ 
alors bj est de la forme Àj . 4-2(m-i)2-i ^^ carré dyadic К est donné par (1.2) 
avec /c ^ 2. (2(m — 1)^ + 1), alors aucun point q e A^ ne peut pas être à l'intérieur 
deK. 

On voit aussi aisément que deux points q e А„^, q' e A^ ne peuvent pas être placés 
sur deux côtés opposés du carré X, si aucun d'eux n'est un sommet de K. Alors les 
points q e A^ peuvent être à l'intérieur de deux côtés au plus du carré K. Mais si 
[^l = 2^^/(2.4^'"^"^), selon la définition 3.1 à l'intérieur d'un côte il peut y avoir au 
plus 2^ — 1 points. Pour les points q à l'intérieur d'un côte on a v{q) = 2, pour les 
points q aux sommets on a v(q) = 1. Alors 

o^m = Z v(g) ^ 2.(2^ - 1) .2 + 4 = 4.2^ = 4 . 2 ^ | x | . — ^ ^ = | x | . 2 . 4 ' " \ 
qeAni 2 

et (3.8) a lieu de nouveau. 

IV. Si m = n, le théorème 3.10 est déjà prouvé. Si m < n, alors d'après le théorè­
me 3.5 et d'après (3.8) on obtient 

Théorème 3.11. Soit s > 0, Ш e D(ß, e). Alors 

(3.10) X ; | ^ l ^ 2 . 
КеШ 

D é m o n s t r a t i o n . I. Soient n ^ 0, 1 ^ / ^ 4, p e A^^. Désignons 

OÙ Pg"̂  parcourt tous les ensembles P^^ с PJ ^ avec m > n, q E Л,„, 1 ^ S g 4, 
réguliers par rapport à P^ j . De la définition 3.3 et du théorème 3.9 on déduit qu'aucun 
des ensembles R^i n'est vide. 

II. Soit n ^ 0, 1 ^ / ^ 4, 1 ^ s ^ 4, p e Д„ q E A„, {p, l) Ф {q, s). Soit К un 
carré dyadic, \к\ < 1/(2 . 4^"'). Si R^^i n X Ф 0, alors R^, n К = 0. 

Cependant, soit tout d'abord p — q. D'après le théorème 3.1(a), p = q = 
= [Al . (2 . 42"^-i)-i, 2.2.{2. 4^"'"^)-^] avec Ai, Â  entiers. Alors, d'après (1.2) 
et d'après la définition 3.2, le carré К ne peut contenir à la fois un point intérieur 
de PIJ et un point intérieur de P^,,. Alors, ou R^i n X = 0 ou R^^, n К = ф. 

Si p = [«1, «2] =¥ q = [«1, ^2], alors d'après le théorème 3.1(a) on a \aj — a}| ^ 
à (2 .4^"^- i ) - i pour ; = 1 o u p o u r j = 2. Si [х1,Х2]бР;,„ [ х ; , х ^ ] б Р ; „ alors 
on déduit de la définition 3.2: 

\xj - x;.| ^ |a,. - a;.| - |x,. - aj\ - \x'j ~ a'j\ ^ ~~-^-rsi " 2r„ > 

1 2 ^ 1 _ 4 4 1 1 
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D'ici on obtient que ou P^j n К = 0 ou P^^^ n К = 0, donc aussi ou R^j n К = 0 
ou R" n К = 0. 

III. Supposons qu'il existe Ш e D(ß, s) tel que (3.10) n'ait pas lieu. Posons ensuite 

^ i ^ {КЕШ:КП R^o,oi,i Ф (̂ } ' / - 1, 2, 3, 4 . 

Nous avons Ш^ n Ш^ = 0 pour / Ф 5, et de la négation de (3.10) nous déduisons 
qu'il existe /(1 ^ / ^ 4) tel que 

Désignons cet / par /(0) et par Шд le système 9 /̂(o)-

IV. Supposons qu'il existe pour f = 0, 1, 2, ..., m des nombres entiers non-
négatifs n(i), /(ï), des points p(i) e A„(i>^ et des systèmes Ш1 de carrés dyadics avec 
les propriétés suivantes; 

(a) 0 = n(0) < n(l) < n{2) < ... < n(m); 

(b) 1 ^ / ( 0 g 4 pour f = 0, 1,2, ..., 7?Î; 

(c)KO) = [0 ,0] ; 

(Л^ P"^^) -^ p"(l) - . - , pn(m) 
K^J ^p(0),l(0) -^ ^р(1),1(1) -^ • . . -> ^pim),l(m)^ 

(e) chaque Pp(l),((,-) est régulier par rapport à Plu],i(j) pour j < i; 

(f) Ш1 =э Ш1о 3 9Jli ZD ... 3 m^; 

(g) P;|:>,,(,) e и K; 

(i) К n R^^,^,^ - 0 pour КеШ- Ш,. 

Nous allons construire des nombres entiers n(m + l), l{m + 1), un point p(m + 1) e 
e A„(m + i) et un système WH^+x de carrés dyadics de façon que les propriétés (a) —(i) 
restent valables aussi pour m + 1 au lieu de m. 

Cependant, ayons un nombre naturel N > n{m). Désignons par %^ le système 
des ensembles P̂ ^̂  (où q e A^) tels que P^^ Œ Pf^lj^j^i) ^t Pq^^ ^^t régulier par rap­
port à Pl[Z],i(m)- Le système 51^ a oc„(m),N éléments (voir le théorème 3.9). Désignons 

2Г; = {Pise ^N- il existe КеШ^ tel que P^, <= K} , 

2t; = {P^, e ^ft: Ri, n К = 0 pour chaque К e W^,} . 

De la définition des ensembles К^, et du théorème 3.8 on déduit que Stji, u 51^ = Wjy, 
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Ш'^г n 'й^ = 0. Si nous désignons par â „̂ ^ resp. a^^j^ le nombre des éléments du systè­
me 9(^ resp. 51Ĵ , nous avons 

(3 .11) a„j ДГ + a„jjY = a„(^)jY . 

Du théorème 3.10 nous obtenons 

(3.12) a ; , , ^ 2 . 4 ^ ^ ^ X K . 

Désignons par P(m, N) l'ensemble des couples (q, s) (où q e A^, s est un nombre 
naturel, 1 ^ 5 ̂  4) telles que P^^ e ^tj^. Posons 

^If = {K E Ш^ : î f,, n X Ф 0} , (^, .) e P(m, iV) . 
On a 

(3.13) Щ^ пШ1 = 0 pour chaque (g, s) e P(m, iV) . 

D'après IL, on a aussi 

(3.14) 9^-f n 9î,",f = 0 pour (<?, 5) Ф (^, s ) . 

Nous allons prouver qu'il existe un nombre N > n(m), un point q e Aj^ et un 
nombre s (i ^ s ^ 4) que 

Actuellement, posons W'^ = U ^^,f • En vertu de (3.14), on a 

Z 1̂1 = Z Z 1̂1 • 
Xe9î'̂ >JV (g,s)6P(m,iV) Xe9îq,,-"bN 

Si (3.15) n'avait lieu pour aucun iV, ^, s, alors pour chaque A/̂  > n(m) on aurait 

> 
o c . . 

On a 9Л^ 3 9Л^ u З!'"'^. Alors, d'après (3.13) on a 

(3.17) E |x| ̂  X 1̂1 + z 1̂1 • 
КеШт КеШп,^ КеШ'^>^ 

De (3.11), (3.12), (3.16) et (3.17) on déduirait 

r ff 

2.4^^ 2.4^^ 2 .4^^ Kemm"" ке^^У KETIJ 

Mais ceci n'est pas possible pour chaque N > n{m), car 

KmJ ' 2.4^"^""'' 
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d'après (h) et 

;^ ^n(m),N _ 1 

d'après le théorème (3.9). 

Nous choisissons un nombre N > n(m), un point q e A^ et un nombre s tels 
que (3.15) ait lieu et posons 

n{m + 1) = N\ l{m + 1) - s , p{m + l) = q , Ш^^, = ^l^,f . 

V. D'après III. et IV., les nombres n{i), /(/), les points p{i) et les systèmes Ш1 
peuvent être définis pour / = 0, 1, 2, ... de manière que les propriétés (a)~(i) soient 
vérifiées pour chaque m naturel. Les ensemble P̂ ^̂ Ĵ ^̂ j-̂  étant compacts, il existe selon 

00 

(d) un point xe f] Pf^^i^j^iy D'après la définition 3.3 et le théorème 3.6, on a x e Q. 
i = 0 

Il existe donc un carré К e Ш tel que x e K. Soit j ^ | = 2~^. Choisissons un nombre 
naturel m tel que 

Nous avons xe P;{ZX\U,„^i> et P'^:^ï\,,on^iy est régulier par rapport à РА>>,ц„), 
alors X e i?;<^,,(,„). D 'après IV(i), on a donc К e Ш,^. Mais c'est une contradiction, 
parce que 

\K\ = — > 
1 1 2^ 2 4̂ "̂ "̂ )̂  

et de IV(h) on déduit | x | < (2 . 4""^'"^У ' pour chaque К e Ш^. 

Théorème 3.12. On a H{Q) ^ 2. 

D é m o n s t r a t i o n . Du théorème 3.11 il résulte H^{Q) ^ 2 pour chaque e > 0, 
alors aussi H(Q) ^ 2 selon (1.4). 

Le théorème В du § 1 résulte des théorèmes 3.7, 3.12 et du théorème A. 

4. Un carré fondamental (1.1) sera appelé carré dyadic généralisé, si | x | = 2^, 
où к est un nombre entier. L'ensemble do tous les systèmes dénombrables de carrés 
dyadics généralisés sera désigné par G. Etant M a E2 et e > 0, désignons par 
G[M, e) l'ensemble de tous les systèmes 9Л e G tels que 

Щ g г , M c:\jK. 

Si M c E2, nous posons pour e > 0: 

(4.1) ^e(M)= inf Х И -
Ш1еС(М,б) КеШ 
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Pour £2 ^ 62 > о et pour chaque ensemble M c: E2, on a évidemment 

alors il existe un nombre éventuellement égal + oo) 

(4.2) Ж{М) = lim Ж,{М) - sup .Г , (М). 

Théorème 4.1. Pour chaque ensemble M a E2 et chaque nombre s > 0 on a 

h,{M) ^ Ж,{М) й H Хм), h{M) g Ж [M] й H (M). 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème découle des inclusions évidentes D(M, s) <=-
c= G{M, e) с K{M, г) et de (1.3), (4.1), (1.4) et (4.2). 

Théorème 4.2. A tout carré fondamental К il existe un carré dyadic généralisé Ljc 
tel que К cz L^, |L|^ 

D é m o n s t r a t i o n . К soit donné par (l . l) . Soit к le nombre entier tel que 2^~^ < 
< (5 ^ 2 '̂; on a 2̂ " ^ 2ô, alors il suffit de poser 

LK = {[^1, ^2] e E2 : a, ^ Xi й a, + 2'̂ } . 

Théorème 4.3. Pour tout ensemble M a E2 a lieu Vinégalité Ж{М) ^ 2 h[M). 

D é m o n s t r a t i o n . Ayons M a E2 tt un nombre s > 0. D'après (1.4) nous avons 

A chaque nombre ?̂  > 0, il existe selon (1.3) un système Ш e IC(M, ^e) tel que 

(4.3) Y Щ < K^) + ^n . 
КеШ 

D'après le théorème 4.2, il existe un système 91 = {Lj^^Kem ^ ^ (M, г) tel que 

ZW = EW^l2 . | x | . 
Le9fî КеШ КеШ 

Selon (4.3) on a donc 
X JLJ < 2 h{M) + n 

Le^ 
et d'après (4.1) nous obtenons 

Ж^М) й inf (2 h{M) + rj) = 2 h{M) ; 

г > 0 étant arbitraire, le théorème découle de cela en vertu de (4.2). 

Théorème 4.4. Pour tout carré dyadic généralisé К il existe un système 9̂ 1̂  e 
e D(X, | K | ) tel que 

(4.4) X W ^ M ^ I . 
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D é m o n s t r a t i o n . К soit donné par ( l . l ) , où ^ = 2^. Soient c^, C2 les nombres 
entiers tels que 

{c, - 1 ) . 2 ' < a, й Ci.2^ , i = 1,2. 

En vertu de (5 = 2^, on a 
a^S Ci.2^ < ai + ô . 

Un des nombres c^. 2̂ " — a ,̂ â - + (3 ~ ĉ -. 2'' n'est pas plus grand que ^ |x | = 2 ' '"^ 
Si rnij[i = 1,2; j = 1, 2) sont les nombres entiers tels que 

m i , 2 2"'-'^-' < c,. 2̂^ - a,- ^ 2"'-'̂  , 2"^'^"' < fl^ + ^ - c, . 2̂^ ^ 2 

alors aucun d'eux n'est plus grand que k, un des nombres т ^ д , m^ 2 ^'^st pas plus 
grand que A: — 1 et aussi un des nombres т 2 д , m,2 n'est pas plus grand que /c — 1. 
Posons maintenant ^j^ = {Ь^, L^2^ ̂ 21' ̂ 22} ^^ 

Ь ц = {[xi, X2] G £ 2 : c, . 2^ ~ (5ii ^ x^ ^ ĉ  . 2^ C2 . 2^ - ^ ^ g ^2 ^ C2 . 2^} , 

bi2 = {[^1, ̂ 2] e £2 : 4̂ . 2^ ~ S,2 u ^ i ^ c , . 2\ C2 . 2^ ^ X2 ^ c^ .2^ + ^12} , 

b2i = {[^1, X2] G £ 2 : c, . 2̂^ ^ xi ^ Cl , 2^ + ô^u c^ Л^ - ^2i ^ ^2 ^ 2̂ • 2'} , 

^22 = {[^1, ̂ 2] e £2 : ^1 . 2' ^ xi ^ Cl . 2^ + ^22, C2 . 2^ ^ X2 ^ C2 . 2̂  + ()22), 

où (5̂ j- = max (2'"^'^ 2'"^" )̂. (Si a^ = ĉ  . 2̂ " ou <̂2 = 2̂ • 2^ alors т ^ д ou т 2 д n'est 
pas défini; mais dans ce cas nous omettons L^^ et L12 ou ^i\)- On a évidemment 
5̂ 2̂  G D(X, | K | ) et un au moins des carrés L,-y a la norme |L,-J| ^ i |^ | - D'ici on obtient 
(4.4). 

Théorème 4.5. Four chaque ensemble M cz E2 a lieu H(M) ^ | Ж(М). 

D é m o n s t r a t i o n . Ayons M a E2 et un nombre e > 0. D'après (4.2), nous 
obtenons 

Pour tout nombre rj > 0, il existe selon (4.1) un système Ш e G[M, s) tel que 

(4.5) X 1̂1 < ̂ H + f̂  • 
D'après le théorème 4.4, il existe à chaque carré КеШип système ^ ^ G D ( X , \K\) 
tel que 

Le^tK 

Posons 5̂  = и 9̂ 2̂ . Puis Ŝ l G D(M, г) et on a 
ХеЗЯ 

E W ^ E Z W ^ Z i N 
Le^l КеШ ЬеШк КеШ 
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alors d'après (4.5) on obtient 

^ L < i Ж(М) + f^ , 

Selon (1.3) on a donc 

H,(M) й inf (i je{M) + r]) = l Ж{М) ; 
;/>0 

г > 0 étant arbitraire, le théorème découle d'ici selon (1.4). 

Des théorèmes 4.1, 4.3, 4.5 et В il découle 

Théorème С // existe un ensemble Q cz E2 tel que 

KO) < ^(Q) < H{Q). 
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