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CZECHOSLOVAK MATHEMATICAL J O U R N A L 
MathematicalInstitute ofthe Czechoslovak Academy ofSciences 

V. 40 (115), PRAHA 14. 6. 1990, No 2 

О СПЕКТРАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЯХ, СВЯЗАННЫХ С ОПЕРАТОРОМ 
ШРЕДИНГЕРА 

Ш. А. АЛИМОВ1), Москва, M. БАРНОВСКА, Bratislava 

Рассмотрим в и-мерном евклидовом пространстве Rn (n > 3) гладкие много
образия §І9 §2, ..., Šl9 dimSfc ^ n — 3, каждое из которых однозначно проекти
руется на некоторую гиперполоскость. Это означает, что для каждого такого 
многообразия S размерности n — m (3 ^ m < n) существует афинное преобра
зование Rn

9 приводящее Š к виду 
S = {(x, у) e R": x = ф)} . 

В этой записи xeRm, yeRn~m, q>eCl(Rn~m^Rm), причем |V^(y)|^const 
равномерно по всем у e Rn~m. 

Пусть S = Û fc и пусть q(x) — функция из Cco(Rn\S), удовлетворяющая 
условию 
(i) | ^ ) | < _ ^ L _ . 

; | Ѵ Л - dist(x,S) 
Обозначим символом H эллиптический формально самосопряженный опе

ратор Шредингера с потенциалом q(x): 
H= -А + q(x). 

Оператор H с областью определения CQ(R") является полуограниченным и по 
теореме Фридрихса (см. [1], гл. 8, § 3) имеет самосопряженное расширение, 
которое мы обозначим Й. Как известно (см. [l]), 

D(H) = D(H*) n D0 , 
где D0 — замыкание С™(№) по энергетической норме 

||/||* = Ѵ(я,/,/), 
в которой Hß = H + fiI, a /x — достаточно большое положительное число. 
Согласно теореме Дж. фон Неймана (см. [1], гл. 8, §2) оператор Йобладает 
разложением единицы £я и представляется в виде: 

Д-Я£А<ШД, 
где Я0 — нижняя грань спектра оператора Я. 

í) Совместная работа возникла во время пребывания проф. Ш. А. Алимова в мае 1983 
в Братиславе по плану сотрудничества между Московским университетом им. Ломоносова 
и Братиславским университетом им. Коменского. 
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В настоящей статье изучается поведение спектральных разложений Exf 
функций из классов Соболева HS(R") = Hs

2(Rn) (определение этих классов см., 
например, в [2]). 

Теорема. Пусть 0 S s S 1. Тогда для любой 0yHKyuufeH*(R") выполняется 
равенство: 

1 і т | | £ я / - / | | н , ( я п ) = 0. 
Я ^ oo 

Д о к а з а т е л с т в о теоремы опирается на свойства дробных степеней опера
тора Я, которые могут представлять самостоятельный интерес. 

Лемма 1. Для любой функции/е C™(Rm) (m ^ 2) выполняется оценка: 

(2) Г ЩР àx й const Г | /(x) | |V/(*)| dx . 
J*» N J*» -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем сферические координаты x = (r, Ѳ) и восполь
зуемся следующим равенством: 

\/(х)\*=-2Г/(і,Ѳ)^Іи. 
Jr dt 

Разделив обе части этого равенства на \х\ и проинтегрировав по Ят, получим: 

|/(*)| dx = :J «J" 
J Ö J 0 

7<,,0)^>o-. 
dt 

После изменения порядка интегривования равенство примет вид: 

f i A d , - - 2 _ f /(*)^V/(x)W 
JjR- |*| т - 1JR>» \\Х\ J 

Отсюда очевидным образом следует оценка (2). 

Лемма 2. Для любой функции/е Cg(R") выполняется оценка: 

(3) | ( ^ / ) | ^ c o n s t | | / | | ^ | | V / | | ^ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать лемму 2 для случая, когда S явля
ется многообразием размерности n — m вида 

S = {(x,y)eR":x = ф)}9 

где x e 7Г, у є Rn~m, q> є C*(R"-"1 ~> Я"')-
Нетрудно видеть, что из условия |V/(y)| fg const следует оценка 

\х - <P{y)\ á const dist ((x, >')> S) . 

Из этой оценки и условия (1) получаем неравенство 

(4) | ( < 7 / , / ) | s c o n s t f d y f ^ ^ - Л х . 
J * - J*"|*-pO0| 
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Обозначим внутренний интеграл через F(y), т.е. 

вд = г &>&*.. 
JRm \x - q>(y)] 

Сделав замену переменных z = x — q>(y), преобразуем этот интеграл к виду 

^)_f \Ж±АуІа2. 
jR>n \Z\ 

Далее оценим его с помощью леммы 1 : 

F(y) й ~ ^ - Т Г | / (z + q>(y), у)\ . |V/(z + 9(3;), j;)| dz . 
го - l J K m 

Произведем обратную замену x = z + q>(y): 

F(y) й ~~^~ f | / (* , У)| . |V/(x, y)| dx . 
m - lJÄW1 

Интегрируя это неравнество по у є R" т и подставляя в правую часть (4), 
получим 

\(qfJ)\ ^ conšt |Л„ j / (x) | . |V/(x)j dx . 

Для завершения доказательства леммы 2 остается применить неравенство 
Коши-Буняковского. 

Следствие 1. Для любого s > 0 и любой функции fe C^(R") выполняется 
оценка: 
(5) \(qf,f)\ès\\vflL2(Rn) + c(e)\\f\\L2(Rn). 

Следствие 2. Оператор H является существенно самосопряженным (см. [3], 
X.2). 

Лемма 3. При достаточно больших значениях и > 0 для всех функций 
fe C%(R") выполняются неравенства: 

(6) C,(n) | / | |^K. , , й (HJ,f) й С2(ц) | | / | |1 { Я Я ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с г ь / є С ^ А " ) . Тогда 

{HJ,f) = (V/, V/) + (qf,f) + (tif,f) = ||Ѵ/||І2 + ЛІ/ЦЕ, + (qf,f) . 
Из этого равенства и оценки (5) уже нетрудно получить неравенства (6). 

Так как правое из неравенств (6) очевидно, покажем, как получить левое нера
венство: 

(HJ,f)^\\Vfll2 + 4f\\l-\(qfJ)\^ 
* (1 - <0 ||/||!, + [/' - C(e)] | | / | | i , è C,(M) | | / | | ^ , • 
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Следствие 3. D(fì) с H^R"). 
Для дальнейшего нам понадобится положительный квадратный корень из 

оператора Я. Фиксируем достаточно большое число ft > 0 и определим с по
мощью спектрального разложения оператор 

# r = .fA*oV(A + ^ ) d ^ . 
Лемма 4. Для любой функции/е H1(Rn) выполняются неравенства: 

(7) ед ЩшЧЯ-) ^ W Ů w ) ^ C2Ol) ІІ/ЦнЧЯ«) • 

Доказателство. Из определения класса Я 1 ^") следует, что оценку (7) 
достаточно доказать в предположении,что fe С^(Кп). Итак, пусть fe Сд(Кп). 
Тогда 

WJ'fWl^ = {HJJ) = {HJJ), 
и требуемая оценка (7) следует из леммы 3. 

Лемма 5. Для любого Я ̂  Я0 и любой функции / е Я 1 ^ " ) выполняется нера
венство'. 

(8) IMI H*(R") — COnSt | | / | | я і (А») • 

Доказательство. Прежде всего заметим, что согласно следствию 3 для 
любой функции/єЬ2(іГ) и любого Я ^ Я0 имеет место включение EJe &(R"). 
Следовательно, к функции EJ можно применить лемму 4 и в результате 
получить оценку 

!iMU'(**> ^ co"st ііо;/2£я/ці2(к»). 
Далее воспользуемся тем, что операторы Я1 / 2 и Ех коммутируют и норма 

проектора Ех в L2(Rn) равна 1. Тогда получим: 

|MUl(R-) á COnSt ||£дф/2/|Ь1(Я») ž COnSt Ц А ^ / Ц ^ , • 
Последняя величина оценивается с помощью правого из неравенств (7). 

Лемма 6. Для любого s из промежутка 0 ̂  s ig 1 г/ любой функции/еН3(Кг) 
выполняется оценка: 

(9) И,./| Я*(Я") = COllSt | |y| |H'(R") • 

Доказательство. Заметим, что при 5 = 0 оценка (9) выполняется с const == 
= 1, а при s = 1 она совпадает с (8). В таком случае, интерполируя эти две 
оценки (см. [2]), мы получим требуемую оценку (9) при всех 0 ^ s <£ 1. 

Доказательство теоремы. Докажем вначале теорему при s = 1. Проводя 
рассуждения, аналогичные использованным в лемме 6, мы получим для любой 
функции fe H1(Rn) оценку 
(10) \\EJ - f\\H4Rn) й const \\fìxJ\Ek - I)\\Ll = 

= соті\{Ех-І)ЙуЩи. 
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Согласно лемме 4 функция HxJ2f принадлежит L2(R"), а тогда по свойству 
разложения единицы норма в правой части (10) стремится к нулю при Я ~> oo. 
Тем самым, при 5 = 1 теорема доказана. 

Если s < 1, то утверждение теоремы следует из оценки (9) и из того, что 
пространство #*(iT) плотно в Hs(Rn). 

В заключение отметим, что доказанная теорема охватывает потенциалы, 
возникающие при описании движения нескольких взаимодействующих частиц 
(см., например, [3]). 
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