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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

UBER EIN ITERATIONSVERFAHREN FUR ZYKLISCHE MATRIZEN

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 13. April 1971)

Es sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem und die regulare Matrix A sei folgen-
dermassen zerlegt:

(1) A=D—P_R,

wo D eine verallgemeinerte Diagonalmatrix ist, und P, R die zugehdorigen verallge-
meinerten Dreiecksmatrizen sind.

Falls man M; = D, N; = P + R setzt, bekommt man eine Zerlegung der Matrix
A = M, — N,, die dem Jacobi-Verfahren entspricht.

Falls man M, = D — P, N, = R setzt, bekommt man eine Zerlegung der Matrix
A = M, — N, die dem Gauss-Seidelschen Verfahren entspricht.

Falls man M; = 0™ '(D — oP), N; = o '[wR + (1 — w) D] setzt, wo w ein
gewissel reeller, von Null verschiedener Parameter ist, bekommt man eine Zerlegung
der Matrix A von der Form A = M; — N, die dem gewdhnlichen Oberrelaxations-

Verfahren entspricht (ﬁir w = 1 bekommt man dabei das Gauss-Seidelsche Ver-
fahren).

In dieser Arbeit werden wir uns mit einem gewissen Iterationsverfahren befassen,
das der Zerlegung A = M — N entspricht, wo

(2) M=D—-oP, N=(1-w)P+R

ist. Fiir @ = 1 bekommt man offensichtlich, so wie bei dem Oberrelaxationsverfahren,
das Gauss-Seidelsche Verfahren. Fiir o = 0 entspricht die Zerlegung (1) dem Jacobi-
Verfahren; das ist ein Unterschied von dem Oberrelaxationsverfahren, welches fiir
keinen Parameter @ mit dem Jacobi-Verfahren identisch ist.

In diesem Artikel werden wir uns mit der Frage befassen, fiir welche Werte des
Parameters o unsere Methode konvergiert und fiir welchen Parameterwert w die
schnellste Konvergenz eintritt.
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Der Einfachkeit halber setzt man
L=D"'P, U=D"'R, B=L+ U.
Die Iterationsformel fiir das Jacobi-Verfahren, die die Form
Dx,,,=(P+R)x, + b
hat, transformiert sich folgenderweise:
(3) x,,, =Bx, + D”'b.

Die Iterationsformel fiir unsere, der Zerlegung (2) entsprechende Methode, welche

die Form
(D—-wP)x,., =[(1l —w)P +R]x, +b

hat, transformiert sich ahnlicherweise in die Form

(E-ol)x,,, =[(1 —w)L+U]x, + D7'b,

d. h.

(4) X,y = T(w)x, + b,

wo b’ = D™ 'b ist, und wo

) T(@) = (E = wl) ' [(1 - ) L + U]
gilt.

Nun werden wir uns mit dem Spektralradius T(w) beziiglich @ befassen. Wir
setzen dabei voraus, dass die dem Jacobi-Verfahren entsprechende Matrix B einen
linearen Operator darstellt, welcher den Vektorraum R in R abbildet, und dass
dieser Vektorraum durch die direkte Summe der Unterrdume v,, ..., v,, gebildet wird.
Ferner setzen wir voraus, dass die Matrizen L, U die Bedingungen

(5) Lo, < vy,

Uv,cv,y, i=1,...,m

erfiillen, wo h, k positive ganze Zahlen sind, & + k = p, und wo h, k, p teilerfremd
sind. Dabei setzt man v; = 0 fir i < 1 und i > m. Es gilt der folgende Satz:

1. Die Matrizen B, L, U sollen die oben eingefiihrte Voraussetzungen erfiillen.
Es sei . ein Eigenwert der Matrix T(w), w # 0. Falls o + 1 oder o =1,  + 0
ist und falls die Zahl u die Beziehung

(6) =1 =0+ lo)fp?

erfiillt, ist u der Eigenwert der Matrix B. Falls dagegen p ein Eigenwert der
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Matrix B ist, dann ist jede der Gleichung (6) (w =+ 0) geniigende Zahl . ein Eigen-
wert der Matrix T(w).
Vor dem Beweis des Satzes 1 fithren wir folgende zwei Hilfssiatze an:

2. Es sei R ein Vektorraum, der durch die direkte Summe von p nichtleeren
Vektorrdumen u,, ..., u, gebildet ist. Besitzt ferner der beschriinkte, den Vektor-
raum R in R abbildende Operator B die Eigenschaft

(7) Bu;cu;p,, i=1,....p,

wo | eine gewisse ganze Zahl ist und wo der Ausdruck u;., modulo p aufgefasst
wird, und ist weiter u ein Eigenwert des Operators B, dann sind auch die Zahlen {yu,
wo ( eine beliebige p-te Wurzel von 1 bezeichnet, Eigenwerte des Operators B.

3. Falls u” ein Eigenwert des Operators BP ist, dann ist die Zahl p ein Eigenwert
des Operators B.

Der Hilfssatz 3 folgt aus dem Hilfssatz 2. Fiir den Beweis des Hilfssatzes 2 siehe
[1] und [2].

Beweis des Satzes 1. Der Beweis wird mit Hilfe der Methode von G. Kjellberg
([2]) durchgefiihrt. Man setze zuerst voraus, dass w #+ 1 ist. Es sei 4 ein Eigenwert
der Matrix T(w) und x der entsprechende Eigenvektor. Aus (4') folgt dann

(E—ol)"'[(1 — o)L + U] x = ix,
d. h.

(8) , ix=[(1- o+ o)L + U] x.

Wir bezeichnen | — w + Aw = 7. Es gilt dabei, dass t + 0 ist. Ware namlich
T=1—-w+ Aw = 0, wiirde 1 = (w — 1)/(0 sein und aus der Beziehung (8) wiirde
dann
o= 1 x = Ux
®

folgen. Da w =+ 1 ist, hat die Matrix U einen von Null verschiedenen Eigenwert
(o — 1)jw; das ist aber ein Widerspruch, da alle Diagonalblocke der Matrix U
reguléar sind. Es ist also

ix = (L + U) x,
sodass

9) x = (L + Uy x.
Den Ausdruck (tL + U)” entwickelt man nach den Potenzen 7°, s = 0, ..., p. Es gilt
14
(19) (L + Uy = ¥ o(rurs),
s=0
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wo der Ausdruck {L*U?~*} die Summe von <‘Z) Glieder darstellt, welche als Pro-

dukte von Matrizen L und U gebildet werden, wobei L in jedem Produkt s-mal und U
(p — s)-mal vorkommt. Angesichts (5) gilt

{LSUP*S} X; € Vitsh—(p—sk = Vitp(s—k)*
Es ist also
(tL + UY X sty © Cicps—iy+pis—k) = Ui
und aus (9) folgt
APx; = (b + U)P x;_ oy

oder
p _ )4
Ax, = 3 LU} Xy = 2 PV X ey -
s=0 s=0
Fiir jedes i, 1 < i < m, wahlen wir nun ganze Zahlen 1 £ j < pund t = 0, sodass
i = j + tp gilt. Dann definieren wir die Vektoren y; durch die Formel

(11) x; =1y, i=1..,m.

Dadurch ist der Vektor y als die direkte Summe der Vektoren y,, i=1,...,m
definiert. Solange nun i + p(k — s) < 1 oderi + p(k — s) > mgilt, ist v;, yg—g) = 0
und es ist also X,y ,4-q = 0. Falls 1 < i + p(k — s) < m ist, ist i + p(k — s) =
=j+tp+plk—s)=j+(+k—s)pund es gilt Xy, =Ty 0y
Man bekommt also schrittweise

p
/‘Lp,[ryi — Z ,L.s+t+k—s{‘_sup—s} YE+p(k—s) )
=0

P
Ay =1* Z,O{LSUP-S} Yitptk-s) »

(12) APy = Tk(L + U)s Y,
AP
(13) T—,,YZ(‘-'FU)SY,

da 1 % 0 ist. Daraus folgt, dass die Matrix (L + U)P = B? den Eigenwert /1"/1" =
= /(1 — @ + Jo)* besitzt. Die Matrix B ist aber eine zyklische Matrix vom Index p;
wenn wir namlich die Unterrdume u; (j = 1, ..., p) durch die Bezichung

U =v; 4+ 0y, + V42, + ... (j=1,....p)
definieren, gilt
Bu; = Lu; + Uu; = L(v; 4 0,5, + 0j40, + ) + U(v; + 054, + 0j40, + ...) ©
< (}"‘j+h + vj-i-p-Hx + Uj+2p+h + ) + (Uj—k + vj+p-k -+ vj+2p—k + ) [

C Vjg + Vjpyp + Vjokt2p + oo = Ujy



und es ist also Bu; < u;_,. Falls nun die Zahl p die Bezichung (6) erfillt, ist u? =
= 2*/(1 — w + Aw)* und die Zahl p” ist also ein Eigenwert der Matrix B?. Nach Hilfs-
satz 2 ist die Zahl u ein Eigenwert der Matrix B.

Es sei im Gegenteil u ein Eigenwert der Matrix B, sodass u? ein Eigenwert der
Matrix B? ist, und die Zahl 4 erfille die Beziehung (6). Man setze voraus, dass die
Zahl p? dem Eigenvektor y entspricht. Da w # 1ist, ist 7 = (1 — @ + iw) * 0 und
nach Beziehung (6) folgt (13). Nach der Substitution (11) folgt dann (9). Da beide
Matrizen tL + U und B die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 erfiillen, ist A ein
Eigenwert der Matrix T(w), was wir beweisen sollten.

Es bleibt noch der Fall @ = 1 zu untersuchen.

Falls o = 1, A & 0 ist, ist die Zahl 7 = 1 — w + Aw = 1 % 0. Da die Giltigkeit
des Beweises nur davon abhidngt, dass | — w + Aw =+ 0 ist, ist die Behauptung des
Satzes fiir diesen Fall bewiesen.

Es sei @ = 1 und g # 0. Die Gleichung (6) hat dann die Form A* = J*u”. Dieser
Gleichung geniigt zuerst die Zahl 2 = 0. In diesem Falle gilt unser Satz, da 1 =0
wirklich der Eigenwert der Matrix T(1) ist (das folgt sofort nach der Substitution
o = 1 und 2 = 0 in die Bezichung (8)). Man untersuche jetzt eine beliebige Wurzel
der Gleichung A2 = J*u”. Dat =1 — o + lw = A % 0 ist, kann man denBeweis
dhnlich wie im Falle w = 1 durchfihren.

Es sei = 1 und p = 0. Die Gleichung (6) hat dann die Form A? = 0, d. h.

= 0. Da die Zahl 1 = 0 ein Eigenwert der Matrix T(1) ist, ist der Satz 1 voll
bewiesen.

Ferner werden wir uns mit dem wichtigen Fall p = 2, i = k = 1 befassen. In
diesem Falle hat die Beziehung (6) die Form

(14) Z=(1- o+ o).

Wir werden dabei voraussetzen, dass das der Matrix B entprechende Jacobi-Verfahren
konvergent ist, d. h. dass der Spektralradius o(B) der Matrix B kleiner als 1 ist. Man
setze ferner voraus, dass die Matrix B? reelle, nichtnegative Eigenwerte besitzt. Es
gilt der folgende Satz:

4. Falls die Matrix B die oben eingefiihrte Voraussetzungen erfiillt, gilt die
folgende Behauptung:

a) Falls (1 — 1/(¢*(B))) < w < 1 + 1/(0*(B)) ist, ist o(T(w)) < 1:
b) Der Parameter w,, fiir welchen der Ausdruck o(T(w)) minimal ist, liegt im
Intervalle 1 < o < 2 und es gilt

2

T (- ()

Dabei ist
o) = B
Q(T( b)) 1+ \/(1 _ QZ(B))'
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Beweis. Da die Matrix B? nach der Voraussetzung nichtnegative Eigenwerte u?
besitzt, hat die Matrix B nach dem Hilfssatz 2 reclle Eigenwerte + p;. Man kann jetzt
voraussetzen, dass yu; #+ 0 ist, da der Zahl p; = 0 nach dem Satz 3 der Eigenwert
A = 0der Matrix T(w) entspricht. In Higsicht darauf, dass die Zah] p in der Gleichung
(14) im Quadrate steht, konnen wir voraussetzen, dass

0 < u; < o(B)

ist. Die Gleichung (14) schreiben wir in der Form

;LZ

u

und definieren die Funktionen

/12

=,
Hi

my) = GoA)=1- o0 + lo

sieche Abb. 1).
( ) y

Abb. I.

Die graphische Darstellung der Funktion m; ist eine Parabel mit dem Scheitelpunkt
im Koordinatenursprung und die graphische Darstellung der Funktion g, ist eine
durch den Punkt [1,1] gehende Gerade, derer Anstieg gleich w ist. Die die Formel
(15) erfiillenden Punkte 4; stellen nach dem Satz 1 die Eigenwerte der Matrix T(w)
dar; vom geometrischen Gesichtspunkte aus sind diese Werte A; die A-Koordinaten
der Schnittpunkte der Kurven y = my(1) und y = g,(4). Zu jeder Zahl y, existieren

230



dann offensichtlich zwei reelle oder imaginare Werte 4;; und 4;, (die eventuell auch
gleich sein k(’jnnen) je nachdem, ob die Gerade die Parabel schneidet (bzw. ihre
Tangente bildet), oder ob keine reellen Schnittpunkte existieren.

Aus der Gleichung (15) folgt sofort, dass die dem Eigenwert p; der Matrix B
entsprechenden Zahlen 4;,, 4;, die Losungen der quadratischen Gleichung

2= ol + (o - 1) p? =0

sind, d. h. dass

(16) dip = dopi — 31/ (0*u) — dop? + 44),
Az = dop; + 3/ (0%} — dopi + 4u3)
ist.
Die Gerade y = g,(4) ist die Tangente der Parabel fiir solche w, die die Gleichung

@’ — dop; + 4u =0

erfiillen. Das sind aber die Zahlen w; = 2/(1 + /(1 — p})). 0, = 2J(1 — /(1 — p)).
Es ist offensichtlich
l<w, <2<w,.

Fir o € (— o0, w;) und o € {w,, o) existieren reelle Schnittpunkte beider Kurven,
wogegen fiir o € (w,, ®,) die Schnittpunkte imaginir sind.

Wir werden jetzt das Problem I6sen, fir welche Werte des Parameters @ die
Ungleichung max (|4;4], [4;2]) < 1 gilt. Betrachten wir zuerst das Interval (— oo, 0.
Hier sind die Zahlen A;;, 4;, reell und es ist offensichtlich |4;,| > [4;,], wobei 4;; < 0
ist. Es ist also [A;;| = —4;;. Aus der Ungleichung max (|4;], |4i2]) = —4;; <1
und aus (16) folgt sofort

— You; + 3 (@?uf — dou} + 4pf) < 1.
Nach einfachen Umformungen bekommt man nun die Ungleichung
(17) 31— 1) < o

Man untersuche ferner das Interval (0, w,>. In diesem Intervalle ist offensichtlich
[Ais] < |Aiz]s A2 >0 und 0 < 2, < 1. Es gilt also max (|A4), [Az]) = 4 < 1
im ganzen Intervalle (0, w, ). '
Man untersuche nun das Intervall (wl, wz). Hier existieren zwei komplex kon-
jugierte Schnittpunkte
Aitp = lop; F H \/(4(”/1? - o’uf - 4.‘1?)-
Es ist also

[2ia|* = 22| = Ho?uf + dop] — 0’uf — 4p?) = (0 — 1) g} .
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Aus der Ungleichung (o — 1) u7 < 1 folgt sofort die Ungleichung
1
7 .

(18) o, <o <1+

Es ist offensichtlich 1 + 1/u} < w,.

Im Intervalle {w,, o) existieren wieder zwei reelle (fir w, identische) Schnitt-
punkte und es ist [A,| = 4, > 1.

Aus den obigen Betrachtungen (siche (17) und (18)) folgt, dass max ([4;,], |4:,]) < 1
fir alle w aus dem Intervall

1 1 1
(19) "(1 ——2-><m<1+2—

2 K iy
gilt.
Der Durchschnitt der Intervalle (19) fiir alle y; ist dann das Intervall

(20) -1(1 -

2

! <w<l1+ !
— (1. — .
*(B) 0*(B)

Fiir die Werte des Parameters aus diesem Intervalle ist dann o(T(w)) < 1,wodurch
die Behauptung a) des Satzes 4 bewiesen ist.

Man wahle nun die Zahl y; fest und man frage, fiir welchen Betrag des Para-
meters w; derAusdruck max (|4;], |4;,|) minimal ist. Es ist klar, dass diese Zahl ),
im Intervalle (19) liegt. Das Intervall (19) teilt man jetzt in zwei Intervalle:

1 1 ‘ i1
I, = (—<1 = ~5),@1>, I, =(w1,1 +'—-2->.
2 K 1

Fiir w aus dem erstem Intervall sind die Zahlen 1;,, 4;, reell, fiir » aus zweitem Inter-
vall imaginér.

Man untersuche jetzt das Intervall I,. Hier ist
Millz = |)'i2|2 = (w - 1) ﬂ? >

wobei die Funktion (w — 1) g} im Intervalle I, wachsend ist und kein Minimum
in I, annimmt. Man untersuche also das Intervall I,. In diesem Intervalle ist offen-
sichtlich der Ausdruck max (||, |4;,]) minimal, falls 1;, = 4, ist (d. h. im Falle,
wenn die Gerade g,, eine Tangente der Parabel m; darstellt). Das tritt, wie man schon
weiss, fir o = w; = 2/(1 + /(1 — ) ein. Angesichts dessen, dass die Parabel
y = my(4) = 2*[(¢*(B)) eine Umbhiillungslinie aller Parabeln y = m(1) darstellt
gleicht der Optimalparameter w, der Zahl

2

TN (0
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und es ist offensichtlich | < w, < 2. Nach (16) folgt sofort die Beziehung

Dadurch ist der Satz 4 bewiesen.
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Souhrn

O JEDNE ITERACNI METODE PRO CYKLICKE MATICE

MIROSLAV SISLER

Prace se zabyva otazkami rychlosti konvergence jisté iteracni metody pro feSeni
soustavy linearnich rovnic Ax = b. Itera¢ni metoda je dana pfedpisem

X, =Tw)yx,+ b, v=01,...,

kde T(w)=(E - L)™' [(l —w)L+ U], L=D"'P, U=D"'R, b'=D""b,
A =D — P — R aislo o je parameter. (Pro w = 0 pfechazi ziejmé tato metoda
v Jacobiho metodu, pro w = 1 v Gauss-Seidelovu metodu.) V praci pfedpokladame,
7e matice B = L + U pfedstavuje linearni operator zobrazujici vektorovy prostor R
do R, pfiCemZ tento vektorovy prostor je direktnim souétem prostord v, ..., v,
a dale predpokladame, zZe matice L a U vyhovuji podminkam Lv; < v;,,, Uy; =
< vi_p i = 1,...,m, kde h, k jsou cela &isla, h + k = p a h, k, p nemaji spole¢ného
délitele (klademe v; = 0 pro i < 1 a i > m). Za t&hto pfedpokiadd je dokazana
formule (6), vyjadfujici souvislost mezi vlastnimi &isly matice T(w) a matice T(0) = B.

Pro pfipad p = 2, h = k = 1 je feSena otazka, pro ktera w je spektralni polomér
matice T(w) mensineZ 1 a je dale nalezen optimalni parametr , pro n&jZ je spektralni
polomér matice T(w) minimalni.

Anschrift des Verfassers: Dr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky ustav CSAV v Praze, Zitna
25, Praha 1.
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