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SVAZEK 23 (1978) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

UBER PUNKTBERUHRUNG VON KONVEXEN MENGEN

LiBUSE GRYGAROVA

(Eigegangen 29. Mirz 1977)

Diese Arbeit schliesst auf eine frithere Arbeit [l] des Verfassers, deren Ergebnisse
(und die dort eingefithrten Begriﬁ‘e) hier benutzt werden, an. Die im Artikel [1]
eingefithrte Symbolik wird hier ebenfalls beibehatten.

In der konvexen Optimierung werden notwendige und hinreichende Bedingungen
fir die Optimalitdt der gesuchien Losung der vorgegebenen Optimierungsaufgabe
auf verschiedene Art und Weise hergeleitet. Es ist bekannt (z. B. [2]) dass solche
Bedingungen den Bedingungen fiir die Beriithrung von konvexen Mengen dquivalent
sind. Das Ziel der vorgelegten Arbeit ist eben die Herleitung von notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir die Berithrung von konvexen Mengen, die dann in
Spezialfillen zu den bekannten Bedingungen fiir die Losung des vorgelegten konvexen
Optimierungsproblem fiihren (z. B. zu den Kuhn-Tucker Bedingungen). Bei dieser
Herleitung wird hier von den Eigenschaften der sphirischen Abbildung einer konve-
xen abgeschlossenen Menge ausgegangen. (Der Begriff einer solchen Abbildung
wurde in [ 1] eingefiihrt.)

Im ersten Teil der Arbeit werden bestimmte Begriffe und Behauptungen, die die
konvexe Analysis betreffen und in der zittierten Arbeit [1] enthalten sind, kurz
angegeben. Im zweiten Teil der Arbeit wird eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Beriithrung von konvexen Mengen in voller Allgemeinheit auf einem
geometrischen Weg abgeleitet. Tm Abschluss der Arbeit wird die Anwendung der
im Teil 2 abgeleiten Ergebnisse auf die konvexe Optimierung illustriert.

§1. EINLEITENDE BEGRIFFE

Der Satz iiber die Trennung von konvexen Mengen stellt einen der Fundamental-
sdtze der konvexen Analysis dar. Unter trennbaren Mengen in E, versteht man
allgemein solche zwei Mengen A + 0, B £ 0, fiir die es eine Hyperebene R = E,
mit den Eigenschaften (A U B) ¢ R, A = H', B = H?, wobei H', H? abgeschlossene
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Halbriume in E, mit H' n H? = R sind. Wir fithren zuerst den sogenannten

Trennungssatz fiir konvexe Mengen und den Satz von Farkas (siche z. B. [3], [4])
ohne Beweis in folgender Form an.

Satz 1.1. Zwei konvexe Mengen ;M =+ O(i =1, 2) in E, sind genau dann trennbar,
wenn

rel.int ;M nrel.int ,M = 0
gilt.

Satz 1.2. Es sei K < E,, ein konvexer Kegel mit 4x als Scheitel, ”K(ox) der zu ihm
zugehorige Polarkegel mit einem Scheitel in ox, x € E,, {x & ¢x ein beliebiger
Punkt. Definiert man die Hyperebene

R={xeE,|(;x — ox, x — ox) = 0}

und die ihr zugehorigen offenen Halbrdume

H* = {xeE,|(;x — ox, x — ¢x) > 0},

H™ ={xeE,|(;x — ox, x — ox) <0},
so gilt

K< H <« xe?K(,x),
K< H" <2 .x — xeK(,x).
Der Begriff des sphirisches Bildes Sy, einer abgeschlossenen konvexen Menge
M c E, wurde in Arbeit [ 1] eingefiihrt, und zwar auf folgende Weise:
Bezeichnet man
Kpm(x) ... der lokale Berithrungskegel der Menge M in ihrem Punkt x,
PKpm(x) ... der Polarkegel zu Ky(x) im Punkt x,

PKi(x) ... derjenige Kegel, der aus dem Kegel ?Kyy(x) durch eine Translation, die
den Punkt x in den Koordinatenursprung o in E, iiberfiihrt, entsteht,

so heisst die Menge

(1.1) Sm= kE)M"K;v,(x) nQ
mit
(12) Q= {xeE||x| =1}

das sphirische Bild von M. In [1] wurde gezeigt, dass fiir die Abschliessung Sy, die
Gleichheit

(1.3) ' Sm="M;nQ
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gilt, wobei "M der zu dem Recessionskegel My der Menge M zugehorige Polarkegel
mit o als Scheitel ist. (In der Einleitung der Arbeit [1] wurden die obigen Begriffe
ausfiihrlich beschrieben.)

Die Punkte in E, sollen im folgenden Text z. B. mit x, y, z, ... bezeichnet werden,
wobei eine dhnliche Bezeichnung auch fiir Vektoren in E, benutzt wird. Der Vektor x,
bedeutet also den Vektor mit dem Anfangspunkt in o und mit dem Endpunkt x.

§2. PUNKTBERUHRUNG VON KONVEXEN MENGEN

Definition 2.1. Falls {M, ,M abgeschlossene, konvexe Mengen in E, mit
M ,M=*=0, rel.int Mnrel.int M=90

sind, so sagt man, dass die Mengen (M, ,M eine Punktberithrung in jedem Punkt
oX € {M ;M besitzen (oder, dass sie sich in jedem Punkt ox € ;M ~ ,M beriihren).

Vereinbarung. Unter den Symbolen ; M, ,M sollen weiter stets abgeschlossene
nichtleere, konvexe Mengen in E, gemeint werden.

Satz 2.1. Falls sich die Mengen M, ;M im Punkte ox e ;M n ,M beriihren, so
gibt es einen Punkt 'y mit

”Y” =1, —yeSm, YES.m,
wo S p das sphdrische Bild der Menge ;M (i =1, 2) ist.
Beweis. Ist eine der Mengen ;M, ,M, z. B. | M, beschrinkt, so gilt S, = Q).
Wihlt man ye S,y beliebig, dann gilt offenbar (wegen [[y“ =1) —yeQ=Snu
und es gilt daher die Behauptung des Satzes.

Sind beide Mengen ; M, ,M unbeschrinkt, so gibt es (nach Satz 1.1) eine trennende
Hyperebene

(2.1) R={xeE|(x—ox,y)=0}, (Jy]=1),
dieser Mengen. O.B.d.A. kann man voraussetzen, dass
McHY, McH™
gilt, wobei
(22)  H' ={xeE|(x —ox,y) >0}, H ={xeE|(x — ox,y) <0},
die der Hyperebene R zugehérigen offenen Halbraume sind. Es gilt also (x — ox, y) =
> 0 fiir xe ;M, (x — ox,y) < 0 fiir xe ,M und wegen ox e ;M N ,M, ergibt sich
daraus
max (x, —y) = (ox, —y), maMx (x,y) = (ox, y)-

xetM

Daraus folgt (nach Satz 4, [1]) —ye S, m, Ye S, m-

1y Siehe [1], Satz 1.
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Satz 2.2. Es gelte fiir die Mengen (M, ,M die Bezichung ;M n ,M % 0, und es
sei L die lineare Hiille von ;M U ,M. Die Mengen M, ,M beriihren sich im

Punkt ox € M ~ ;M genau dann, wenn es einen Punkt y ( ’yH = 1) gibt mit

(2.3) ~Y €Sk ppon> Y ESk o> oX +YEL,
wobei Sy . ox) das sphdrische Bild des Berithrungskegels K pm(ox) der Menge ;M in
ihrem Punkt ox (i = 1, 2) ist.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass die Mengen M, ,M sich im Punkt ox
beriithren, wobei wir diese Mengen als Mengen des linearen Unterraumes L betrach-

ten. Nach dem Beweis von Satz 2.1 gibt es einen Punkt y mit |y| = 1, ox + yeL
in der Weise, dass die Hyperebene in L

’R:{xeL|(x—0x,y):0}

eine trennende Hyperebene von ;M, ,M in L ist. Die Hyperebene R aus (2.1) ist
ebenfalls eine trennende Hyperebene von (M, ,Min E,. Es gelte firr die Halbriiume
H*,H™ aus(2.2)

McH", McH .
Da K pm(ox) = P.m(ox) (siche Einleitung von Arbeit [1]), ox € K p(ox) und ox ¢
¢rel.int M (i =1, 2) gilt, so ergibt sich aus der Definition des Projekiionskegels
PiM(Ox) ([ = 1’ 2
(2.4) K1M(0x) c HY, K;M(Ox) cH™
Es gilt daher

max {(x, =y)} = (ox, —y), max {(x,y)} = (ox,y),

xeKiM(ox) xeKZM(gx)

voraus nach Satz 4, [1] dann (2.3) folgt.

Setzt man anderseits die Existenz eines Punktes y mit der Eigenschaft (2.3) voraus,
so gilt ebenfalls

—YE€ EKJM(ox) » Y€ §K2M(ox) >
woraus nach (1.3)
—ye’[Kmox)]r, ye [Kmox)r, [y] =1,

und daher auch

(2.5 ox — y e "[Km(oX)]r(0X), ox + ¥ e [Kmlox)]r(ox), [y] =1

folgt (dabei ist [K m(ox)]g (0X) der Recessionskegel des Kegels Kpu(ox) (i = 1,2)
in seinem Scheitel ox). Da nach der Definition eines Recessionskegels (siehe [1],
Einleitung) [K m(oX)]g (0X) = K.m(ox) (i = 1, 2) gilt, so gilt auch ?[K m(ox)]s (0X) =
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= "K m(ox) (i = 1, 2). Daraus und aus (2.5) erhilt man

oX — YK pm(ox), ox + y e K p(ox),
und weiter nach Satz 1.2
KIM(OX) cHY, Kpmlepx) = H™,

wo R und H*, H™ die Bedeutung aus (2.1), (2.2) haben. Der Fall K y(,x) = R
(i = 1, 2) kann nicht vorkommen, denn es wire dann L = R, was wegen y + ox e
e L, y senkrecht zu R, nicht in Frage kommt. Wegen M c KI_M(Ox), dim M =
= dim K p(ox) (i = 1,2), gilt dann ;M < H*, ;M = H™, wobei M U ,M ¢ R,
Die Hyperebene R aus (2.1) ist daher eine trennende Hyperebene von M, ;M und
nach Satz 1.1 gilt dann

rel.int M nrel.int M =0,

woraus dann mit Hinsicht auf die Annahme ;M n ,M =+ 0 nach Definition 2.1 die
Tatsache, dass die Mengen ; M, ,M sich im Punkt ,x beriihren, folgt.

Satz 2.3. Es haben die Mengen (M, ,M die Eigenschaft ;M n ,M % 0, und es
sei L die lineare Hiille von (M U ,M. Die Mengen M, ,M beriihren sich dann
im Punkt ox € {M  ,M genau dann, falls es einen Punkt y mit iy“ =1l,0Xx+Yye
€ L in der Weise gibt, dass fiir die Halbgeraden

14

il

{xeE,|x = x +yt, te(—0,0)},

pt ={xeE|x = ox + yt, 10, o)}

I

die Inklusion
P~ < PK m(ox), Pt = 7K pmlox)
gilt.

Beweis. Wir bezeichnen mit K (x), x € K p(ox) den Beriihrungskegel der

K. m(ox)

Menge K p(ox) in ihrem Punkt x (i = 1, 2). Es gilt dann

K.pm(ox) = KK‘_M(OX)(X) . xeKpy(ox) (i=1,2).

' Da K, m(ox) ein konvexer Kegel ist, so gilt

(2'6) KiM(Ox) = KKiM(ox)(Ox) (i =1, 2) s

und wir kdnnen schreiben

KKiM(ox)(Ox) = KKiM(ox)(x) . xeKpy(ox) (i=1,2)

und es gilt daher auch (siche [1], Einleitung)
K"(im(ox)(ox) < K”(iM(O")(x) » XE K-'M(Ox) (i =1, 2) .
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Daraus folgt
pK;(l.M(ox)(Ox) = pKI/(,,M(OX)(X)’ Xe K:’M(Ox) (i =1 2)

und da nach (2.6) ebenfalls PK/p(0%) = "Kie.mox(0X) (i = 1,2) gilt, so erhilt man

(2-7) V) pKkiM(ox)(’d = pKI/(l.M(ox)(Ox) = "K:M(ox) (i =1, 2)'

XEKlm(ox)

Nach (1.2) gilt die Gleichheit

SKiM(OX) = V) pKkiM(OX)(x) ne (i =1, 2)

xeK pq(0x)
und somit, laut (2.7),
(28) Skmion = "Kim(ox) 1 Q (i = 1,2).
Die Behaupiung des Satzes 2.3 folgt dann daraus aufgrund des Satzes 2.2.

Bemerkung 2.1. Nach dem obigen Satz 2.3 berithren sich die Mengen (M, ;M
im Punkt ¢x € ;M n ,M genau dann, falls es eine Gerade

| ={xeE|x=x+vt, te(—0,0)}, v*o
mit | = L in der Weise gibt, dass eine der Halbgeraden I', > mit I' U I? = I,

I' A I* = yx, die Eigenschaft I' = 7K p(ox) (i = 1, 2) hat.

Satz 2.4. Falls die Mengen (M, ,M die Voraussetzung aus Satz 2.3 erfiillen,
so beriithren sich diese Menge im Punkt ox € ;M n ,M genau dann, wenn es einen

Punkt 'y mit
[yl =1, ox+yeLl, min{(x,y)} = (ox,y) = max {(x, y)}
xetM xe:M
gibt.
Beweis. Nach (2.8) kann man die Beziehungen (2.3) aus dem Saiz 2.2 in der Form
—ye’Kimlox), ye’Kp(ox), ox+yel, |y|=1
schreiben und es gilt somit auch

oX — Y€K m(ox), ox + ye’Km(oX), ox +yel, “Y” =1.

Betrachtet man die Hyperebene R aus (2.1) und die ihr zugehorigen Halbrdume
H*, H™ aus (2.2), so gilt nach Satz 1.2

Kmox) = H", Km(ox) = H™

Dies hat zur Folge
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und wegen ox e M n ,M, folgt daraus

min {(x, y)} = (ox, y) = max {(x, y)} .

xe M xe:M

Durch Anwendung des Saizes 2.2 ergibt sich daraus die Behauptung des Satzes 2.4

Satz 2.5. Die Mengen (M, ,M mit der Eigenschaft (M n ,M =% 0 beriihren sich
im Punkt ox € {M n ,M genau dann, wenn ihre Berithrungskegel K‘_M(Ox) (i =1,2)
dieselbe Eigenschaft haben.

Beweis. Es haben die Mengen ;M, ;M im Punkt ,x € ;M n ,M eine Berithrung
und es sei R aus (2.1) die Trennengshyperebene dieser Mengen, H*, H™ die ihr
zugehdrigen Halbriume aus (2.2), wobei ;M < H*, ;M = H™ gilt. Nach (2.4) gilt
ebenfalls

Kmox) = HY, K p(ox) = H™.

Wegen M < K (ox) (i = 1,2), kann nicht K y(ox) U K,m(oX) = R gelten und
somit ist die Hyperebene R eine trennende Hyperebene der Kegel K pm(ox) (i = 1, 2).
Nach Satz 1.2 ergibt sich daraus

(2.9) rel. int K p(ox) M rel. int K p(ox) = 0

und wegen ox € K pu(ox) (i = 1, 2), folgt daraus, mit Hinsicht auf die Definition 2.1,
dass die Kegel K pm(ox) (i = 1, 2) sich im Punkt ox beriihren.

Berithren sich, anderseits, die Kegel K p4(ox) (i = 1, 2) im Punkt ¢x, so gilt (2.9)
und nach Einleitung der Arbeit [1] ebenfalls

rel.int M nrel.int M =0.
Wegen ox € ;M n ,M folgt daraus weiter, dass die Mengen M, ,M sich im Punkt 4x
beriihren.

§3. ANWENDUNGEN AUF KONVEXE OPTIMIERUNG

Fa]ls_/'(x) eine iiber E, konvexe Funkiion und M =+ 0 eine gegebene, abgeschlosse-
ne, konvexe Menge in E, sind, so kann man das folgende (konvexe) Optimierungs-
problem

(3.1) min {f(x)} !
xeM

aufstellen. Im Raum E,,, = E, x E,, dessen Punkie wir mit (x, z) bezeichnen,
fithren wir die Menge

() € = {(x e Ere 1) = 3.

Die Menge € ist (wegen der Stetigkeit von f(x) iiber E,) eine abgeschlossene, kon-

vexe Menge in E, . ,, die man iiblich als den Epigraphen von f(x) beziiglich E, nennt.
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Ist das Problem (3.1) 18sbar (d. h., wenn es einen Punkt ox e M mit f(,x) < f(x)
fiir alle x € M gibt), so beirachten wir den Punkt (,x, /(X)) von € ?) und definieren
wir die Menge

(33) M= {(x,2)€E, . | xe M, z = f(;x)} ,

die ebenfalls eine abgeschlossene, konvexe Menge in E, { ist.

Satz 3.1. Der Punkt ,x € E, stellt einen optimalen Punkt des Problems (3.1)
genau dann dar, falls die Mengen MM und € sich im Punkt (o, f(ox)) € E,
beriihren.

Beweis. Es sei ox € E, ein optimaler Punkt des Problems (3.1). Aus (3.2), (3.3)
ergibt sich (ox, f(ox)) € M N € und daher
(3.4) MAE+0.

Es sei (x', z) e rel. int M N rel. int € beliebig. Wegen z” > f(x’) und wegen f(x') =
> f(ox), folgt daraus z' > f(,x), was im Widerspruch mit (3.3) steht. Es muss daher
gelten

(3.5) rel.int M N rel.int € = 0.

Nach Definition 2.1 und aus (3.4), (3.5) folgt, dass diec Mengen 9 und € sich im
Punkt (ox, f(ox)) beriihren.

Falls, anderseits, sich die Mengen M, € im Punkt (,x, f(,x)) beriihren, so gelten
nach der Definition 2.1 die Aussagen (3.4) und (3.5). Nach Satz 1.1 gibt es dann eine
trennende Hyperebene R in E,,, der Mengen 9 und €, die offenbar den Punkt
(ox, f{ox)) enthiilt,

(36 R={(x2)eE| (x - oxy) + (= o)y = 0},
(Y] + [ynes] > 0).

Wiire nun y,;; = 0, dann wiirde die Hyperebene R parallel zu der z-Achse. Dies
ist aber ein Widerspruch mit der Tatsache, dass mit jedem Punkt x € E, der Punkt
(x, f(x)) dem Epigraphen € angehort. Es ist daher

(3.7) Va1 ¥ 0.

a) Betrachten wir den Fall y # o.
Man kann die Hyperebene R aus (3.6) durch
(3.8) R = {(x2) € Eppy| f(oX) — 2z = (x — ox, ¥)} (y’ _ L)

Yn+1

2) Der Punkt (X, f(oX)) stellt offenbar einen Punkt des Randes 8¢ des Epigraphen €, dar.
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beschreiben. Wir betrachten weiter die der Hyperebene R zugehdrigen Halbrdume

{6 2)e ] flox) = 2 > (x = 0%, Y)}
{5, 2) € E i y] fox) — 2 < (x — ox, ¥)} .

Da (ox, z) € € fiir z 2 f(,x) ist, so folgt daraus unmitielbar

H+
H™

It

CcH , McH".
Es gilt daher
flox) =z = (x — ox,¥'), (x,2)eM
und nach (3.3) weiter
(3.9 (x —ox,¥) S0, xeM.
Da auch
f(ox) -z

IIA

(x —ox,y), (x,2)e€
gilt, so ist auch
flox) —z = (x = ox,y'), xeM, z=[f(x)
und nach (3.9) folgt daraus
f(ox) £ f(x), xeM.
Wegen ox € M, ergibt sich hiemit, dass (x ein Optimalpunkt des Problems (3.1) ist.
b) Falls y = oist, so wird die Hyperebene R aus (3.6) durch
R ={(x.2)eE .| z = f(ox)}

beschrieben und bezeichnei man

H* = {(x,z)eE, .| z> f(ox)}, H ={(x,2)eE,..| z <f(ox)},

so folgt daraus und aus (3.2), (3.3) € =« H*, M <= H™. Es gilt also fiir alle (x, z) € €
und daher auch fiir Punkte (x, z) mit x e M, z = f(x) die Ungleichung f(x) = f(,x).
Da ox € Mist, so ist ox ein Optimalpunkt des Problems (3.1).

Il

Anwendung 1. Es seien f(x), g,(x) (r
auf E,, stetig differenzierbar sind. Die Menge

1,...,m) konvexe Funktionen, die

(3.10) M= {xcE|g(x) 20 (r=1,...,m), x 2 0}

ist dann konvex und abgeschlossen. Wir setzen voraus, dass dim M = n und dass
die Mengen 9 und € sich im Punkt (ox, f(ox)) berithren. Um den Satz 2.3 anwenden
zu konnen, werden wir zuerst die Berithrungskegel von € und 9 aus (3.2) und (3.3)
im Punkt (¢x, f(ox)) € E,,, beschreiben. Der Beriihrungskegel des Epigraphen €
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in seincm Punkt (ox, /(ox)) wird durch
Kl (05 = Jix. ) B 22 7000) + 5 (08 (5= on)

beschrieben und somit gilt

(3.11) PKi(ox, f(ox)) =

o
= {(x, z)eE, | x, = ox, + é;{i(ox).t, z=flox)—t, 12 0}.

a

Um den Berithrungskegel der Menge 9t im Punkt (ox, f(oX)) zu beschreiben, werden
wir zwei in Frage kommende Fille unterscheiden:

a) ox €int M.
Es gilt hier (ox, f(ox)) € rel.int M, dim M = dim M = n und Ky(ox, f(ox)) = L,
wobei Ldie lineare Hiille von 9 ist. Die Menge "Ka(ox, f(x)) ist daher eine mit der
z-Achse parallele Gerade, die zugleich (nach Satz 2.3 und nach (3.11)) in Richtung
des Vektors (9f[x,(oX), ..., of[0x,(ox), —1) gerichtet ist. Daraus folgt unmittelbar

—ai(ox) =0 (a= I,....n),
0x,

d. h., es gilt das bekannie Kriterium fiir die Optimalitét in einem inneren Punkt der
fraglichen Menge.

b) ox € OM.

Definieren wir
I ={re{l,...m}| glox) = 0}, I, ={ae{l,...,n}|ox, =0}.

Der Beriihrungskegel Kgy(ox, f(x)) von M im Punkt (ox, f(ox)) ist dann durch

R
) g-i«’(ox).(x“* 0X) 20 (rely), x,— ox, 20 (xel,), z=f(ox)

beschrieben. Fiir den Polarkegel 7Ky(ox, f(ox)) gilt dann (in seinen Punkten (x, z))

09,

xa=0X1+Z”r

rely Xy

(ox) — Y updy, u,uy, =0 (rely, Bel,) (z-belicbig).
pel>
Nach Satz 2.3 folgt daraus

0 ag, )
- if—‘(ox) = Zur g (Ox) - Zup(sp (OC =1,..., n),
axl o pelz

rely O0x

aber dies sind eben die bekannte lokalen Kuhn-Tucker Bedingungen fiir die Opti-
malitét des Punktes ox fiir das Problem (3.1).
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Anwendung 2. Nach Satz 2.4 haben die Mengen M und € eine Berithrung im
Punkt (ox, f(,x)) genau dann, wenn es ein y*€ E,\, [[y*]| = 1, y* = (v. yu11)?)
in der Weise gibt, dass

(3.12) “;;;“ {(x, y) + 2vus1) = (0%, y) + f(ox) Vut1) = m@ax {(x, Y) + Vi)

(wobei auch die Symbole 9, € vertauscht werden konnen). Wir iiberfithren nun die
Beziehung (3.12) auf eine dquivalente. Dazu setzen wir zuerst woraus, dass (3.12)
gilt und wir unterscheiden hier zwei Fille:

a) Fall y + o.
Aus (3.12) folgt laut (3.2) und (3.3)
(3.13) (x—ox, )20, xeM

und weiter nach (3.13) (und aus der Tatsache, dass der Punkt (,x, 12) mit ;xe M,
1z > f(ox) die Eigenschaft (,x, ,z) € € hat) die Ungleichung y,.; < 0. Nach (3.7)
ist dann y, ., < 0. Wir konnen daher die Gleichheit

(0%, ¥) + (0X) Yus1} = max {6 y) + 201}
aus (3.12) in der Form

(3.14) min {(x = ox.¥) + 2} = /(%) (,r - L)

schreiben. Da die Funktion (x — (x, y') + zeineinihren Variablen lincare Funktion
auf E,,, und € eine konvexe Menge ist, so kommt ein Extremum dieser Funktion
auf dem Rand von €, vor. Daraus und nach (3.14) ergibt sich

(315)  min {(x = ox, y') + /(x)} = min {(x = ox, y') + /(x)} = /(o)

<m1( yl = _y_9 Yot1 < 0)
Yn+1

b) Fall y = o.
Aus (3.12) ergibt sich nach (3.2)

f(Ox) Yn+1 g ZVn+1 > (X, Z)E @y

und weiter y,,; = 0. Wegen (3.7) folgt dann daraus y,,, < 0. Es gilt daher f(,x) <
< zfiir (x,z) e €, d. h. min {z} = f(ox). Es gilt also

(3.16) mm {/(x)} = min {f(x)} = f(ox) .

xeEpn

Die Bcziehﬁng (3 12) haben wir daher im Fall y + o auf die Beziehungen (3.13),
(3 15), im Fall y = o auf die BCZlthng (3.16) iiberfiihrt.

3) Wegen dim € = n -+ 1, féllt die Bedingung ¢x + y € L vom Satz 2.4 weg.
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Es gelten anderseits y + o und die Bezichung (3.13), (3.15). Aus (3.15) folgt
(x¥) + /(%) 2 (0%, ¥) + f(ox) . x€E,.
Fiir die Punkte (x, z) € € ergibt sich daraus
(y) + 22 (xy) +/0x), (x2)e€
und setzt man y’ = y/y,,+1 mit y,,, < 0ein, so erhdli man

(X, Y) + ZVn+1 § (Oxs Y) + ./‘(Ox) Y+t (X, Z)E 03 5
d. h.

(317) ITI(?X {(X, Y) + Z."n+1} = {(Ox’ Y) + f(ox) yu+1} .

Aus (3.13) erhiilt man nach (3.3)

(X, Y) = (Ox’ Y) + ,Vn+1(f(0x) - Z) s (X, Z) e M,
d. h.

(318) I]ZJ_:.’tn {(X, Y) + :ynJrI} = {(Ox’ )') +f(0x) yn+l} .
Falls y = o und (3.16) gilt, so ist
f(x) > f(ox), xeE,

und daher auch f(x) y,+; = f(oX) Yusy fiir y,4; <0 und fur alle x € E,. Wegen
y = o, folgt daraus

(X, Y) +f(x) Y+t é (Ox’ Y) +f(0x) yu+1 , XE€ En .

Fiir die Punkte (x, z) € € erhilt man daraus nach (3.2)

(X, Y) + Zyn+1 é (Ox: Y) +f(0x) Yu+1s (X, Z) € G B
d. h.

(3‘19) mélx {(x, Y) + Z)’n+1} = {(OX, Y) + f(ox) }’n+1} .
Da laut (3.3) und wegen y = o

(x — 0%, y) + (z = f(6X)) Vus1 =0, (x,2)eM
gilt, so gilt auch

(3'20) n;}i“ {(x, )’) + Z)’n+1} = {(0x> Y) + f(ox) Yu+ 1} .

Hiemit haben wir die Aquivalenz der Bedingungen (3.12) mit denjenigen aus
(3.13), (3.15) (im Fall y + o), bzw. mit der Bedingung (3.16) (im Fall y = o) be-
wiesen.
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Nach Satz 2.4 und 3.1 ist ein Punkt ¢x ein optimaler Punkt des Problems (3.1)
genau dann, wenn entweder

a) das Problem min f(x) ist I6sbar und es gilt min f(x) = fo(x), oder

x€E,, xeE,,

b) es gibt ein y = o in der Weise, dass das Problem

min {(x — ox,y) + f(x)}

xeEn

16sbar, mit min {(x — x, y) + f(x)} = f(ox) ist und (x — ox, y) = 0 fiir x € M gilt.

xeE,

Beispiel. Betrachten wir das Optimierungsproblem

min {f(x)} !
xeM
mit

f(x)=xi +x3, M= {xeE) 2x; —x, 22}.
Offenbar ist j'(x) eine iiber E, konvexe Funktion und die Menge M ist nichtleer,

konvex und abgeschlossen. Nach dem Uberlegungen aus der obigen Anwendung 2
ist das gegebene Problem genau dann I8sbar, falls entweder

a) gibt es cin y = o in der Weise, dass min {(x — (x,y) + f(x)} Iosbar ist und

(X — oX, )’) 2 0, xeM glh) Qder, x€En
b) min {f(x)} = f(oX), ox € M ist.
xeE,,

Man sieht sofort, dass in unserem konkreten Fall die Moglichkeit b) nicht in Frage
kommt. Wir werden uns dem Fall a) zu und bezeichnen

= (x — oX, Y) +f(x) = X% + X% + Xy X2V, — oX1 Yy — oX2)Va -

Setzt man

oy o*f
—==2x;+y;, =0, —=2x,+y,=0
0x, 0x,
so ist der Punkt
Vi - V2
*Xl:—-—w, *.\2: —_ =
2 2

die Losung des Problems min {*f}!.

xeE>
Dic zweite Bedingung (x — ¢x,y) = 0, x € M reduziert sich in unserem Fall
auf die Bedingung

X V1 + X2V, — oX1 Yy — oX2V, = 0 fiir alle x mit

2Xy{ — X, —-2=0.
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Durch Vergleich folgt daraus y, = 2k, y, = —k, oXy¥; + o0Xpy, = 2k. Daraus
weiter 2 ox; — ox, = 2. Es gilt also

>x<xJ — _,k, *Xz _ —

2

und aus der Gleichheit *f(*x) = f(,x) ergibt sich durch einfache Berechnung die
Bedingung
— 2% — 2k gx; + kox, = 0X; + 0%3 .

Wegen der obigen Gleichung ox, = 2 oX; — 2, erhiilt man durch Ellimination die
quadratische Gleichung 5 ox7 — 8 ox, + (gk2 + 2k + 4) = 0 mit der Losung
8+ 2./(16 = 5K + 2k + 4))

10 '

Offenbar kdnnen wir uns (wegen der obigen Bedeutung des Faktors k) auf den Fall,
wo.die Losung x, eindeutig ist, d. h. auf den Fall

16 — 5Ck* + 2k +4) =0

0Xy

einschriinken, woraus k = —4/5 folgi. Es ist daher ox, = 4[5, ,x, = —2/5 der
gesuchte Optimalpunkt.
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Souhrn
O BODOVEM DOTYKU KONVEXNICH MNOZIN
LiBUSE GRYGAROVA

V prdci jsou odvozeny urdité nutné a postacujici podminky pro bodovy styk dvou
uzavienych konvexnich mnoZin, které jsou ekvivalentni s uréitymi podminkami pro
optimalitu bodu pfi daném konvexnim optimalisacnim problému. Jsou uvedeny dvé
aplikace bodového styku, z nichZ je patrny vyznam tohoto pojmu pro konvexni
programovdni.
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