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SVAZEK 23 (1978) A P L I K A C E M A T E M AT I K Y ČÍSLO 6 

ÜBER PUNKTBERUHRUNG VON KONVEXEN MENGEN 

LlBUSE GRYGAROVÄ 

(Eigegangen 29. März 1977) 

Diese Arbeit schliesst auf eine frühere Arbeit [1] des Verfassers, deren Ergebnisse 
(und die dort eingeführten Begriffe) hier benutzt werden, an. Die im Artikel [ l ] 
eingeführte Symbolik wird hier ebenfalls beibehalten. 

In der konvexen Optimierung werden notwendige und hinreichende Bedingungen 
für die Optimalität der gesuchten Lösung der vorgegebenen Optimierungsaufgabe 
auf verschiedene Art und Weise hergeleitet. Es ist bekannt (z. B. [2]) dass solche 
Bedingungen den Bedingungen für die Berührung von konvexen Mengen äquivalent 
sind. Das Ziel der vorgelegten Arbeit ist eben die Herleitung von notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für die Berührung von konvexen Mengen, die dann in 
Spezialfällen zu den bekannten Bedingungen für die Lösung des vorgelegten konvexen 
Optimierungsproblem führen (z. B. zu den Kuhn-Tucker Bedingungen). Bei dieser 
Herleitung wird hier von den Eigenschaften der sphärischen Abbildung einer konve
xen abgeschlossenen Menge ausgegangen. (Der Begriff einer solchen Abbildung 
wurde in [ l ] eingeführt.) 

Im ersten Teil der Arbeit werden bestimmte Begriffe und Behauptungen, die die 
konvexe Analysis betreffen und in der zittierten Arbeit [1] enthalten sind, kurz 
angegeben. Im zweiten Teil der Arbeit wird eine notwendige und hinreichende Be
dingung für die Berührung von konvexen Mengen in voller Allgemeinheit auf einem 
geometrischen Weg abgeleitet. Im Abschluss der Arbeit wird die Anwendung der 
im Teil 2 abgeleiten Ergebnisse auf die konvexe Optimierung illustriert. 

§1. EINLEITENDE BEGRIFFE 

Der Satz über die Trennung von konvexen Mengen stellt einen der Fundamental
sätze der konvexen Analysis dar. Unter trennbaren Mengen in £„ versteht man 
allgemein solche zwei Mengen A 4- 0, ß 4= 0, für die es eine Hyperebene R cz En 

mit den Eigenschaften (A u ß) <£ R, A cz H1, ß cz H2, wobei H1, H2 abgeschlossene 
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Halbräume in En mit H1 n H2 = R sind. Wir führen zuerst den sogenannten 
Trennungssatz für konvexe Mengen und den Satz von Farkas (siehe z. B. [3], [4]) 
ohne Beweis in folgender Form an. 

Satz 1.1. Zwei konvexe Mengen ,M -# 0(/ = 1, 2) in En sind genau dann trennbar, 
wenn 

rel. int XM n rel. int 2M = 0 

gilt. 

Satz 1.2. Es se/ K cz En ein konvexer Kegel mit 0x als Scheitel, pK(0x) der zu ihm 
zugehörige Polarkegel mit einem Scheitel in 0x, t x e E n , t x #= 0x em beliebiger 
Punkt. Definiert man die Hyperebene 

R = {x e En | (xx - 0x, x - 0x) = 0} 

und die i/rr zugehörigen offenen Halbräume 

H + = {x e E„ | ( t x - 0x, x - 0x) > 0} , 

H" = {x G E„ | ( t x - 0x, x - 0x) < 0} , 

so gilt 
K cz f-T o ^ e ' K ^ x ) , 

K cz H + o 2 0x - xx G pK(0x) . 

Der Begriff des sphärisches Bildes SM einer abgeschlossenen konvexen Menge 
M cz En wurde in Arbeit [ l ] eingeführt, und zwar auf folgende Weise: 

Bezeichnet man 

KM(x) . . . der lokale Berührungskegel der Menge M in ihrem Punkt x, 
pKM(x) . . . der Polarkegel zu KM(x) im Punkt x, 
pKM(x) . . . derjenige Kegel,der aus dem Kegel pKM(x) durch eine Translation, die 

den Punkt x in den Koordinatenursprung o in En überführt, entsteht, 

so heisst die Menge 

(1-0 SM=UpKUx)nQ 
X G M 

mit 

(1.2) Q = { x e E „ | | x | | = 1} 

das sphärische Bild von M. In [ l ] wurde gezeigt, dass für die Abschliessung SM die 
Gleichheit 

(1.3) SM = 'MRnQ 
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gilt, wobei PMR der zu dem Recessionskegel MR der Menge M zugehörige Polarkegel 
mit o als Scheitel ist. (In der Einleitung der Arbeit [ l ] wurden die obigen Begriffe 
ausführlich beschrieben.) 

Die Punkte in En sollen im folgenden Text z. B. mit x, y, z, ... bezeichnet werden, 
wobei eine ähnliche Bezeichnung auch für Vektoren in En benutzt wird. Der Vektor x, 
bedeutet also den Vektor mit dem Anfangspunkt in o und mit dem Endpunkt x. 

§2. PUNKTBERÜHRUNG VON KONVEXEN MENGEN 

Definition 2.1. Falls XM, 2M abgeschlossene, konvexe Mengen in En mit 

tM n 2M #= 0 , rel. int tM n rel. int 2M = 0 

sind, so sagt man, dass die Mengen XM, 2M eine Punktberührung in jedem Punkt 

0 x e 1M n 2M besitzen (oder, dass sie sich in jedem Punkt 0x e tM n 2M berühren). 

V e r e i n b a r u n g . Unter den Symbolen 1M, 2M sollen weiter stets abgeschlossene 
nichtleere, konvexe Mengen in En gemeint werden. 

Satz 2.1. Falls sich die Mengen XM, 2M im Punkte 0x e tA4 n 2M berühren, so 
gibt es einen Punkt y mit 

\\y\\ = 1 , -yeSiM, yeS2M, 

wo S.M das sphärische Bild der Menge tM (i = 1, 2) ist. 

Beweis . Ist eine der Mengen XM, 2M, z. B. XM, beschränkt, so gilt S iM = Q l). 
Wählt man y e S2M beliebig, dann gilt offenbar (wegen | |y| = 1) —yeQ = S iM 

und es gilt daher die Behauptung des Satzes. 
Sind beide Mengen 1M, 2M unbeschränkt, so gibt es (nach Satz 1.1) eine trennende 

Hyperebene 

(2.1) R = {xe £„| (x - 0x, y) = 0} , (||y|| = l) , 

dieser Mengen. O.B.d.A. kann man voraussetzen, dass 

XM <= H+ , 2M cz H 

gilt, wobei 

(2.2) H + = {x e £„1 (x - 0x, y) > 0} , H~ = {x e £„| (x - 0x, y) < 0} , 

die der Hyperebene R zugehörigen offenen Halbräume sind. Es gilt also (x — 0x, y) = 

;> 0 für x e jM, (x — 0x, y) = 0 für x e 2M und wegen 0 x e xM n 2M, ergibt sich 
daraus 

max (x, - y) = (0x, - y) , max (x, y) = (0x, y) . 
xeiM xe2M 

Daraus folgt (nach Satz 4, [ l ] ) -ye S iM, y e SiM. 

v) Siehe [1], Satz 1. 
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Satz 2.2. Es gelte für die Mengen XM, 2M die Beziehung XM n 2M 4= 0, und es 
sei L die lineare Hülle von 1M u 2M. Die Mengen XM, 2M berühren sich im 
Punkt 0x e {M n 2M genau dann, wenn es einen Punkt y (||y|| = 1) gibt mit 

v2-3) - y e S K i A i ( o x ) , yeSKiN[{ox), 0x + yeL, 

wobei SK (ox) das sphärische Bild des Berührungskegels K.M(0x) der Menge tM in 

ihrem Punkt 0x (i = 1, 2) ist. 

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass die Mengen XM, 2M sich im Punkt 0x 
berühren, wobei wir diese Mengen als Mengen des linearen Unterraumes L betrach
ten. Nach dem Beweis von Satz 2.1 gibt es einen Punkt y mit ||y|| = 1, 0x + y e L 
in der Weise, dass die Hyperebene in L 

R = { X G L | ( X - 0x, y) = 0} 

eine trennende Hyperebene von XM, 2M in L ist. Die Hyperebene R aus (2.1) ist 
ebenfalls eine trennende Hyperebene von XM, 2M in £n. Es gelte für die Halbräume 
H + ,H aus (2.2) 

,M c H + , 2M c H . 

Da K.M(0x) = P.M(0x) (siehe Einleitung von Arbeit [1]), 0 x e K.M(0x) und 0x <£ 
<£rel.int tM (i = 1, 2) gilt, so ergibt sich aus der Definition des Projektionskegels 

U Q X ) 0 = !>2) 

(2.4) K i A r 1 ( 0x)czH+ , K 2 M ( 0 x ) c = H - . 

Es gilt daher 

max {(x, - y ) } = (0x, - y ) , max {(x, y)} = (0x, y) , 
xeKiM(ox) xeKjM(ox) 

voraus nach Satz 4, [ l ] dann (2.3) folgt. 

Setzt man anderseits die Existenz eines Punktes y mit der Eigenschaft (2.3) voraus, 
so gilt ebenfalls 

~~ y e SKlM(0x) > Y E S K 2 M ( 0 x ) > 

woraus nach (1.3) 

- y e "[Mo*)]«. y e P [MO*)]R . Ixl = 1. 
und daher auch 

(2.5) 0 x - y e p[KlM(0x)]R (0x) , 0x + y e p[KzM(0x)]R (0x) , ||y|( = 1 

folgt (dabei ist [K.M(0x)]R(0x) der Recessionskegel des Kegels K.M(0x) (i = 1,2) 
in seinem Scheitel 0x). Da nach der Definition eines Recessionskegels (siehe [1], 
Einleitung) [KiM(0x)]R (0x) = KiM(0x) (i = 1,2) gilt, so gilt auch p[KiM(0x)]R (0x) = 
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= pK.M(0x) (i = 1, 2). Daraus und aus (2.5) erhält man 

0x - y e pKiM(0x) , 0x + y e pKiM(0x) , 

und weiter nach Satz 1.2 

M o * ) c H + , K2M(0x) er. H" , 

wo R und H + ,H~ die Bedeutung aus (2.1), (2.2) haben. Der Fall K.M(0x) cz R 
(i = 1, 2) kann nicht vorkommen, denn es wäre dann L cz R, was wegen y + 0x e 
E L, y senkrecht zu R, nicht in Frage kommt. Wegen M cz K.M(0x), dim fM = 
= dim K.M(0x) (i = 1, 2), gilt dann LM cz H+, 2M cz H~, wobei LM u 2M cc R. 
Die Hyperebene R aus (2.1) ist daher eine trennende Hyperebene von LM, 2M und 
nach Satz 1.1 gilt dann 

rel. int LM n rel. int 2M = 0 , 

woraus dann mit Hinsicht auf die Annahme LM n 2M + 0 nach Definition 2.1 die 
Tatsache, dass die Mengen LM, 2M sich im Punkt 0 x berühren, folgt. 

Satz 2.3. FS haben die Mengen LM, 2M die Eigenschaft LM n 2M + 0, und es 
sei L die lineare Hülle von LM u 2M. Die Mengen LM, 2M berühren sich dann 
im. Punkt 0x E LM n 2M genau dann, falls es einen Punkt y mit ||y|| = 1, 0x + y E 
E L in der Weise gibt, dass für die Halbgeraden 

p~ = {x e £w| x = 0 x + yt, te(— oo, 0>} , 

p+ = {x E En\ x = 0x + yt, te <0, oo)} 

die Inklusion 

p~ cz pKiM(0x) , p+ cz pK2M(0x) 

gilt. 

Beweis. Wir bezeichnen mit KK (ox)(x), x e K.M(0x) den Berührungskegel der 

Menge K.M(0x) in ihrem Punkt x (i = 1, 2). Es gilt dann 

K;M(O*) <= K K M ( O X ) ( X ) , x G KfM(0x) (i = 1,2). 

Da K.M(0x) ein konvexer Kegel ist, so gilt 

(2-6) K iM(0x) = KK,M(ox)(0x) (/ = 1,2), 

und wir können schreiben 

KK,.M(0x)(o*) <= KKiM(0x)W , x e K,M(0x) (i = 1, 2) 

und es gilt daher auch (siehe [1], Einleitung) 

KKjM(0x)(o*) <= KKjM(0X)(x), x e K[M(0x) (i = 1,2). 
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Daraus folgt 

PKK.M(„x)(o*) =• "KKiMf0X)(x), x e KiM(0x) (i = 1,2) 

und da nach (2.6) ebenfalls pK[M(0x) = pKf
KiM(ox)(0x) (i = 1, 2) gilt, so erhält man 

(2-7) U P ^ j M ( o x ) ( x ) = pK'KiM(ox)(ox) = "K;M (0x) (/ = 1, 2) . 
x6K. M (ox) 

Nach (1.2) gilt die Gleichheit 

SKiM(0x)= U ^ M ( o x ) ( x ) n Q ( i = l , 2 ) 

X6fC.M(ox) 

und somit, laut (2.7), 

(2-8) SKtM(0X) = »K'iM(0x) n Q (. = 1, 2) . 

Die Behauptung des Satzes 2.3 fo]gt dann daraus aufgrund des Satzes 2.2. 

B e m e r k u n g 2.1. Nach dem obigen Satz 2.3 berühren sich die Mengen ±M, 2M 
im Punkt 0x e ±M n 2M genau dann, falls es eine Gerade 

/ = { x e £,.| x = 0 x + vt, t e (— oo, oo)} , v =f= o 

mit / cz L in der Weise gibt, dass eine der Halbgeraden l1, l2 mit l1 u /2 = /, 
l1 nl2 = 0x, die Eigenschaft Z1 cz pKfM(0x) (/ = 1, 2) hat. 

Satz 2.4. Falls die Mengen XM, 2M die Voraussetzung aus Satz 2.3 erfüllen, 
so berühren sich diese Menge im Punkt 0x e lM n 2M genau dann, wenn es einen 
Punkt y mit 

\\y\\ = 1 , 0x + yeL, min {(x, y)} = (0x, y) = max {(x, y)} 
xe\M xeiM 

gibt. 

Beweis. Nach (2.8) kann man die Beziehungen (2.3) aus dem Satz 2.2 in der Form 

- Y e PK'lM(0x) , y e pK'lM(0x), „x + y e L , \\y\\ = 1 

schreiben und es gilt somit auch 

0x - y e pKiM(0x) , 0 x + y e PK2/Vl(0x) , o^ + y e ^ ||y|| = 1 • 

Betrachtet man die Hyperebene R aus (2A) und die ihr zugehörigen Haibräume 
H + , H~ aus (2.2), so gilt nach Satz 1.2 

K 4 o * ) <= H+ , K2M(0x) c= H~ . 

Dies hat zur F^olge 

}MczH+, 2M cz H'-, 

458 



und wegen 0x e XM n 2M, folgt daraus 

min {(x, y)} = (0x, y) = max {(x, y)} . 
x e j M X62M 

Durch Anwendung des Satzes 2.2 ergibt sich daraus die Behauptung des Satzes 2.4 

Satz 2.5. Die Mengen tM, 2M mit der Eigenschaft tM n 2M =f= 0 berühren sich 
im Punkt 0x e XM n 2/V1 genau dann, wenn ihre Berührungskegel Kf/Vl(0x) (/ = i, 2) 
dieselbe Eigenschaft haben. 

Beweis. Es haben die Mengen 1M, 2M im Punkt 0x e XM n 2M eine Berührung 
und es sei R aus (2.1) die Trennengshyperebene dieser Mengen, H + , H~ die ihr 
zugehörigen Halbräume aus (2.2), wobei jM cz H + , 2/W cz H~ gilt. Nach (2.4) gilt 
ebenfalls 

M o * ) <= H + , K2A1(0x) cz H - . 

Wegen M cz K.yvi(0x) (/ = 1, 2), kann nicht K iM(0x) u K2A/|(0x) cz R gelten und 
somit ist die Hyperebene R eine trennende Hyperebene der Kegel KfA1(0x) (/ = \, 2). 
Nach Satz 1.2 ergibt sich daraus 

(2.9) rel. int KiM(0x) n rel. int KiM(0x) = 0 

und wegen 0x e Kf/V1(0x) (/ = 1, 2), folgt daraus, mit Hinsicht auf die Definition 2.1, 
dass die Kegel K.M(0x) (/ = 1, 2) sich im Punkt 0x berühren. 

Berühren sich, anderseits, die Kegel KiM(0x) (/ = 1,2) im Punkt 0x, so gilt (2.9) 
und nach Einleitung der Arbeit [1] ebenfalls 

rel. int iM n rel. int 2M = 0 . 

Wegen 0x e YNl n 2M folgt daraus weiter, dass die Mengen 1M, 2M sich im Punkt 0 x 
berühren. 

§3. ANWENDUNGEN AUF KONVEXE OPTIMIERUNG 

Fallsf(x) eine über En konvexe Funktion und M ^ 0 eine gegebene, abgeschlosse
ne, konvexe Menge in En sind, so kann man das folgende (konvexe) Optimierungs
problem 

(3.1) min (j(x)} ! 
xeM 

aufstellen. Im Raum £„+ 1 = En x £1? dessen Punkte wir mit (x, z) bezeichnen, 
führen wir die Menge 

(3.2) (£ = { ( x , z ) e £ „ + 1 | / ( x ) g z } . 

Die Menge ^ ist (wegen der Stetigkeit von f(x) über En) eine abgeschlossene, kon
vexe Menge in En + 1, die man üblich als den Epigraphen vonf(x) bezüglich En nennt. 
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Ist das Problem (3.1) lösbar (d. h., wenn es einen Punkt 0x e M mit f(0x) ^ f(x) 
für alle x e M gibt), so betrachten wir den Punkt (0x,f(0x)) von (£ 2) und definieren 
wir die Menge 

(3.3) m = {(x, z) e £„ + . | x 6 M, z = j(0x)} , 

die ebenfalls eine abgeschlossene, konvexe Menge in En+1 ist. 

Satz 3.1. Der Punkt 0 x e En stellt einen optimalen Punkt des Problems (3.1) 
genau dann dar, falls die Mengen SQZ und Q£ sich im Punkt (0x, f(0x)) e En + i 

berühren. 

Beweis. Es sei 0x e £„ ein optimaler Punkt des Problems (3.1). Aus (3.2), (3.3) 
ergibt sich (0x,f(0x)) e 501 n ^ und daher 

(3.4) 3JI n (£ 4= 0 . 

Es sei (x', z') G rel. int 9M n rel. int (£ beliebig. Wegen z > f(x') und wegen f(x') ^ 
^ f(ox)5 folgt daraus z > f(0x), was im Widerspruch mit (3.3) steht. Es muss daher 
gelten 

(3.5) rel. int M n rel. int (£ = 0 . 

Nach Definition 2.1 und aus (3.4), (3.5) folgt, dass die Mengen 9.11 und (£ sich im 
Punkt (0x,f(0x)) berühren. 

Falls, anderseits, sich die Mengen 9JI, (£ im Punkt (0x,f(0x)) berühren, so gelten 
nach der Definition 2A die Aussagen (3.4) und (3,5). Nach Satz 1.1 gibt es dann eine 
trennende Hyperebene R in En + 1 der Mengen Wl und (£, die offenbar den Punkt 
(0x,f(0x)) enthält, 

(3.6) R = {(x, z) e Ew+1 | (x - 0x, y) + (z - f(0x)) y„ + 1 = 0} , 

(|y|| + | jVn| > O ) . 

Wäre nun yn+1 = 0, dann würde die Hyperebene R parallel zu der z-Achse. Dies 
ist aber ein Widerspruch mit der Tatsache, dass mit jedem Punkt x e En der Punkt 
(x,f(x)) dem Epigraphen (£ angehört. Es ist daher 

(3.7) y„ + 1 + 0 . 

a) Betrachten wir den Fall y 4= o. 

Man kann die Hyperebene R aus (3.6) durch 

(3.8) R = {(x, z)eEn+l\ f(0x) - z = (x - 0x, y')} (yf = -*-) 
\ yn+J 

2) Der Punkt (0x,f(0x() stellt offenbar einen Punkt des Randes dg des Epigraphen @, dar. 
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beschreiben. Wir betrachten weiter die der Hyperebene R zugehörigen Halbräume 

H+ = {(x, z) e En+1\ f(0x) - z > (x - 0x, y')} , 

II" = {(x, z) e £ n + 1 | f(0x) - z < (x - 0x, y')} . 

Da (0x, z) e (£ für z ^ f(ox) ist, so folgt daraus unmittelbar 

G c II- , 51R c II+ . 

Es gilt daher 

f(0x)-z^(x-0x,y'), (x,z)e9J* 

und nach (3.3) weiter 

(3.9) (x - Qx, y') ^ 0 , xeM. 

Da auch 

f(0x) - z = (x - 0x, y') , (x, z )e (^ 

gilt, so ist auch 

f(0x) - z <; (x - 0x, y) , xe M, z = f(x) 
und nach (3.9) folgt daraus 

/ ( 0 x ) g / ( x ) , x e M . 

Wegen 0 x e M, ergibt sich hiemit, dass Qx ein Optimalpunkt des Problems (3A) ist. 

b) Falls y = o ist, so wird die Hyperebene R aus (3.6) durch 

R = {(x,z)eEn + 1\ z=f(0x)} 

beschrieben und bezeichnet man 

H + = { (x ,z )eE„ + , | z > / ( 0 x ) } , H~ = { (x , z ) eE„ + 1 | z < / ( 0 x ) } , 

so folgt daraus und aus (3.2), (3.3) (£ c H+, WH c H~. Es gilt also für alle (x, z) e (S 
und daher auch für Punkte (x, z) mit x e i M , z = f(x) die Ungleichung f(x) ^ / ( 0 x) . 
Da 0x e M ist, so ist 0x ein Optimalpunkt des Problems (3.1). 

A n w e n d u n g 1. Es seien f(x), gr(x) (r = 1 , . . . , m) konvexe Funktionen, die 
auf En stetig differenzierbar sind. Die Menge 

(3.10) A4 = {xe E„| gr(x) = 0 (r = 1, ... , m), x ^ 0} 

ist dann konvex und abgeschlossen. Wir setzen voraus, dass dim M = n und dass 
die Mengen Wd und (£ sich im Punkt (Qx, f(0x)) berühren. Um den Satz 2.3 anwenden 
zu können, werden wir zuerst die Berührungskegel von (£ und SM aus (3.2) und (3.3) 
im Punkt (0x,f(0x)) e En + l beschreiben. Der Berührungskegel des Epigraphen (£ 

461 



in seinem Punkt (0x,f(0x)) wird durch 

K@(o*,f(o*)) = \(x,z)eEn + l\ z ^ f(0x) + £ J-(Qx).(xa - 0xa)[ 
l «=i oxa J 

beschrieben und somit gilt 

(3.11) pK*(oX,f(0x)) = 

= | ( x , z)eEn+1\ xa = 0xa + ^ ( 0 x ) . t , z = f(0x)- t, t ^ o l . 

Um den Berührungskegel der Menge d)l im Punkt (0x,f(0x)) zu beschreiben, werden 
wir zwei in Frage kommende Fälle unterscheiden: 

a) 0x E int M. 

Es gilt hier (0x,f(0x)) e rel. int $)l, dim SOI = dim M = n und Km(0x,f(0x)) = L, 
wobei Ldie lineare Hülle von M ist. Die Menge pK^(0x,f(0x)) ist daher eine mit der 
z-Achse parallele Gerade, die zugleich (nach Satz 2.3 und nach (3.11)) in Richtung 
des Vektors (dfjdx^x), ..., df\dxn(0x), —1) gerichtet ist. Daraus folgt unmittelbar 

| - l ( o x) = 0 (a = l , . , . ,n) , 
dxa 

d. h., es gilt das bekannte Kriterium für die Optimalilät in einem inneren Punkt der 
fraglichen Menge. 

b) 0x G dM. 

Definieren wir 

I! = { re {1, ...,m}\ gr(0x) = 0} , I2 = { a e { l , ...,n}\ 0xa = 0} . 

Der Berührungskegel Km(0x, f(0xj) von Wfl im Punkt (0x,f(0x)) ist dann durch 

£ f-- (0x) . (xa - 0xa) SO (rel,), x . - 0xa ^ 0 (a e I2) , z = j(0x) 
«=1 Oxa 

beschrieben. Für den Polarkegel pK<m(0x, f(0
x)) gilt dann (in seinen Punkten (x, z)) 

*« = o*« + Z Mr - 1 (ox) - Z «/ĵ ? , u„ uß t 0 (r E Il9 ß E I2) (z-beliebig). 
reli CXa ßel2 

Nach Satz 2.3 folgt daraus 

- ~-(ox) = i « , ^ ( o * ) - E V ; («= i . - .») . 
OXa reli Oxa /?£/2 

aber dies sind eben die bekannte lokalen Kuhn-Tucker Bedingungen für die Opti-
malität des Punktes 0 x für das Problem (3.1). 
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A n w e n d u n g 2. Nach Satz 2.4 haben die Mengen 9M und (£ eine Berührung im 
Punkt (0x,f(0x)) genau dann, wenn es ein y*eEn+1, \\y*\\ = 1, y* = (y, yn + i ) 3 ) 
in der Weise gibt, dass 

(3.12) min {(x, y) + zyn + 1] = {(0x, y) + f(0x) yn+1) = max {(x, y) + zy/1+1} 

(wobei auch die Symbole 9Jt, (S vertauscht werden können). Wir überführen nun die 
Beziehung (3.12) auf eine äquivalente. Dazu setzen wir zuerst woraus, dass (3.12) 
gilt und wir unterscheiden hier zwei Fälle: 

a) Fall y =j= o. 

Aus (3.12) folgt laut (3.2) und (3.3) 

(3.13) ( x - 0 x , y ) ^ 0 , XEM 

und weiter nach (3.13) (und aus der Tatsache, dass der Punkt (xx, xz) mit tx e My 

1z > f(0x) die Eigenschaft (xx, xz)e (£ hat) die Ungleichung yn + 1 = 0. Nach (3.7) 
ist dann yn + 1 < 0. Wir können daher die Gleichheit 

{(o*> y) + /(o*) y„+i} = max {(x, y) + zyn + 1} 
(5 

aus (3.12) in der Form 

(3.14) min {(x - 0x, y') + z} = f(0x) fy' = -*-) 

schreiben. Da die Funktion (x — 0x, yr) + z eine in ihren Variablen lineare Funktion 
auf £ n + 1 und (£ eine konvexe Menge ist, so kommt ein Extremum dieser Funktion 
auf dem Rand von (£, vor. Daraus und nach (3.14) ergibt sich 

(3.15) min {(x - 0x, y') + f(x)} = min {(x - 0x, y) + f(x)} = f(0x) 
& xeEn 

mit y' = -1~9 yn+1 < 0 

yn+1 

b) Fall y = o. 

Aus (3.12) ergibt sich nach (3.2) 

/(o*)y , . + i ^ ^yn+i > (x, z ) e ( £ , 

und weiter yn + 1 = 0. Wegen (3.7) folgt dann daraus yn+1 < 0. Es gilt daher f(0x) g 

= z für (x, z) e C£, d. h. min {z} = f(0x). Es gilt also 

(3.16) min {f(x)} = min {f(x)} = f(0x) . 
e xeEn 

Die Beziehung (3.12) haben wir daher im Fall y #= o auf die Beziehungen (3.13)» 
(3.15), im Fall y = o auf die Beziehung (3.16) überführt. 

3) Wegen dim @ = n + 1, fällt die Bedingung 0 x + y E L vom Satz 2.4 weg. 
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Es gelten anderseits y =t= o und die Beziehung (3A3), (3.15). Aus (3.15) folgt 

(x, y') + f(x) = (0x, y') + f(0x), x e En . 

Für die Punkte (x, z) e (£ ergibt sich daraus 

(x, y') + z ^ (0x, y') + f(0x), (x, z) e <£ 

und setzt man y' = y\yn + 1 mit yn + 1 < 0 ein, so erhält man 

(x, y) + zy,J+! ^ (0x, y) + f(0x) yn+ L , (x, z) e (£ , 
d .h . 

(3.17) max {(x, y) + zyn + 1} = {(0x, y) + f(0x) yn + 1} . 

Aus (3.13) erhält man nach (3.3) 

(x, y) = (0x, y) + vn+ 1(f(0x) - z) , (x, z) e SR , 

d .h . 

(3.18) min {(x, y) + zyn + 1} = {(0x, y) + f(0x) yn+1} . 

Falls y = o und (3.16) gilt, so ist 

f(x) = f(0x), x e En 

und daher auch f (x)y n + 1 ^ f ( 0 x ) y n + 1 für yn+1 < 0 und für alle x e En. Wegen 
y = o, folgt daraus 

(x , y) + / ( x ) yn+i S (ox> y) + / ( o x ) y«+1 - x e £„ . 

Für die Punkte (x, z) e (£ erhält man daraus nach (3.2) 

(x, y) + zyn+1 ^ (0x, y) + f(0x) yn+1 , (x, z) e (£ , 

d .h . 

(3.19) max {(x, y) + zyn+1} = {(0x, y) + f(0x) yn + 1} . 

Da laut (3.3) und wegen y = o 

(x - 0x, y) + (z - f(0x)) yn+ x = 0 , ( X , Z ) G ! 

gilt, so gilt auch 

(3.20) min {(x, y) + zyn + 1} = {(0x, y) + f(0x) yn+1} . 
m 

Hiemit haben wir die Äquivalenz der Bedingungen (3.12) mit denjenigen aus 
(3.13), (3.15) (im Fall y * o), bzw. mit der Bedingung (316) (im Fall y = o) be
wiesen. 
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Nach Satz 2.4 und 3.1 ist ein Punkt 0x ein optimaler Punkt des Problems (3.1) 
genau dann, wenn entweder 

a) das Problem minf(x) ist lösbar und es gilt minf(x) = / 0 (x) , oder 
xeEn xeEn 

b) es gibt ein y 4= o in der Weise, dass das Problem 

min {(x - 0x, y) + f(x)} 
xeEn 

lösbar, mit min {(x — 0x, y) + /(x)} = f(0x) ist und (x — 0x, y) __ 0 für x e M gilt. 
xeEn 

Beispiel . Betrachten wir das Optimierungsproblem 

min {/(x)} ! 
xeM 

mit 

/ ( x ) = x\ + x_ , M = {xe E2\ 2xx - x2 __ 2} . 

Offenbar ist / (x ) eine über £2 konvexe Funktion und die Menge M ist nichtleer, 
konvex und abgeschlossen. Nach dem Überlegungen aus der obigen Anwendung 2 
ist das gegebene Problem genau dann lösbar, falls entweder 

a) gibt es ein y #= o in der Weise, dass min {(x — 0x, y) + /(x)} lösbar ist und 
(x - 0x, y) __ 0, x G M gilt, oder, xe£n 

b) min {/(x)} = / ( 0 x) , 0x e M ist. 
xeEn 

Man sieht sofort, dass in unserem konkreten Fall die Möglichkeit b) nicht in Frage 
kommt. Wir werden uns dem Fall a) zu und bezeichnen 

*/ = (x - 0x, y) + / ( x ) = x\ + x2 + Xjyj + x2y2 - 0x1yl - 0x2y2 . 

Setzt man 

so ist der Punkt 

die Lösung des Problems min {*/}•• 
xeEi 

Die zweite Bedingung (x — 0x, y) __ 0, x e M reduziert sich in unserem Fall 
auf die Bedingung 

*iy i + x2y2 ~ ox iy i ~ ox2y2 ~ 0 für alle x mit 

2x_ - x2 - 2 __ 0 . 
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Durch Vergleich folgt daraus y1 = 2fe, y2 = ~ f c , o*iyi + o*2y2 = 2k. Daraus 
weiter 2 0 x 2 — 0 x 2 = 2. Es gilt also 

* v — — k *\% = — 

und aus der Gleichheit *f(*x) = f(0x) ergibt sich durch einfache Berechnung die 
Bedingung 

-ffe2 - 2fe o X j + fc 0*2 = 0*1 + 0*2 • 

Wegen der obigen Gleichung 0 x 2 = 2 0 * i - 2, erhält man durch Ellimination die 
quadratische Gleichung 5 0 x 2 - 8 0xt + (ffc2 + 2fe + 4) = 0 mit der Lösung 

_ 8 + 2 7(16 - 5(|fe2 + 2fe + 4)) 
0 X 1 " ~~7~~ 10 

Offenbar können wir uns (wegen der obigen Bedeutung des Faktors fc) auf den Fall, 
wo. die Lösung 0xt eindeutig ist, d. h. auf den Fall 

16 - 5(|fc2 + 2fc + 4) = 0 

einschränken, woraus fc = —4/5 folgt. Es ist daher 0x1 = 4/5, 0 x 2 = —2/5 der 
gesuchte Optimalpunkt. 
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S o u h r n 

O BODOVÉM DOTYKU KONVEXNÍCH MNOŽIN 

LIBUŠE GRYGAROVÁ 

V práci jsou odvozeny určité nutné a postačující podmínky pro bodový styk dvou 
uzavřených konvexních množin, které jsou ekvivalentní s určitými podmínkami pro 
optimalitu bodu při daném konvexním optimalisačním problému. Jsou uvedeny dvě 
aplikace bodového styku, z nichž je patrný význam tohoto pojmu pro konvexní 
programování. 
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