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SVAZEK 24 (1979) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

UBER EINE ELEMENTARE FLACHE

Joser MATUSU, JOSEF NOVAK

(Eingegangen 26. April 1977)

Das in der Arbeit [1] konstruierte Kurvensegment erwies sich mit seinen Eigen-
schaften in zahlreichen konkreten Anwendungsbeispielen als sehr gut geeignet. In
dieser Arbeit wird deshalb eine elementare Flache derart konstruiert, dass ihre
Hauptgeneratrizen die Eigenschaften dieses Kurvensegments haben. Wir bezeichnen
sie kurz als sog. M-Flache.

I. BESTIMMUNG DES KURVENSEGMENTS

Im Raum R? seien zwei verschiedene Punkte A, C gegeben; mit A, C bezeichnen
wir die entsprechenden Radiusvektoren dieser Punkte. In jedem von diesen Punkten
sei ein Einheitsvektor dA/ds, dC/ds vorgeschrieben. Wir versuchen ein Polynom
der Variablen s € €0, 1>
(1) P, =a;s® + a,s? + a;s + a,

derart zu bestimmen, dass

(2) P,=A, P, =C,
aPy _, dA dP, _ dC
ds ds ds ds

wobei die positiven Zahlen k, m wie in [1] bestimmt werden. Die Vektoren a, ...
treten als Losung des folgenden Gleichungssystems auf:

(4) Po=A=a,,
(5) P, =C=a; +a,+a +a,,
dP,  dA

6 —2=k—=a,,

() ds ds :
P C

(7) g—’zm(l—=3a3+2az+al.
ds ds
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Man iiberzeugt sich leicht, dass

A C
®) a, =2A-c)+ kB2 94
ds ds
a, =3(C - A)—Zk%—- ng,
ds ds
a, = k%,
ds
a, =A.

II. ANDERE DARSTELLUNG DES KURVENSEGMENTS
Nach der UNISURF-Methode (sieh [2]) schreiben wir in Analogie zu (1)

) P, = b, .fi(s) + b,.fy(s) + b, . fi(s) + by . fols),

wobei die differenzierbaren Funktionen fi(s) (s€ (0, 1)) gewissen Bedingungen
geniigen. Aus Py = b, (vergl. mit (4)) folgt, dass

(10) fo(O) =1 und fi(()) =0 fir 1<5i<3.
3

Ferner fOIgt aus P] = Zbi (Vergl. mit (5)), dass -
0

(11) fy=1 fir 0<i<3,

Wenn wir fo(s) = 1 setzen, dann sind die Bedingungen in (10), (11) erfiillt. Die
Gleichung (9) kann dann in der Form

3
(12) P, = b, + Yb,.f(s)
1
geschrieben werden. Die Ableitung von (12) ist

(13) P, = Zj:bi SHOR

Wenn wir in (13) s = 0, 1 setzen und die Bedingungen Py = 3b,, P; = 3b, beriick-
sichtigen (jetzt also ein wenig anders wie in (7)), dann folgt

(14) f1(0)=3 und fi(0)=0 fir 2<i<3,
(15) f5(1)=3 und fj(1)=0 fir 1<i<2.
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Mann iiberzeugt sich leicht, dass z. B. die Funktionen

(16) fi(s) = s* — 3s% + 3s,
fis) = =25 + 37,
fi(s) = s°

die Bedingungen (10), (11), (14), (15) erfiillen.

Wenn wir nun in (12)

bszﬂq_%,
3 ds
bzsc_A_lfi‘_\_TQE,
3 ds 3 ds
kdA
"3 ds
b, = A

setzen, dann ist das Kurvensegment (1), welches die Bedingungen (2), (3) erfiillt,
durch die Gleichung
k dA kdA mdC

_ kdA _A_KkdA mdC m dC
(17) P”_A+3ds'f‘(s)+(c A 3 ds 3ds)'f2(s)+3ds'f“(s)

dargestellt.

Wenn wir die Vektoren by, by, b,, by aus der Darstellung (9) in den Endpunkten
einander anschliessen, dann erhalten wir ein Vektorpolygon mit den Ecken S, S,,
S,,S3. Aus Abb. 1 folgt, dass S5 = by, S; = by + b, + b, + bs; dies sind die
Endpunkte des Kurvensegments (9). Dieses Polygon bezeichnen wir als charakte-
ristisches Polygon des Kurvensegments, in Zeichen (by, b,, bs).

Abb. 1
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III. DIE UNISURF-FLACHEN

Fiir das Weitere ist es notwendig einiges iiber die sog. UNISURF-Flichen zu
sagen (sieh [2]) Wir fithren nur das an, was fiir die Konstruktion der M-Fliche
unbedingt no6tig ist.

Im Raum R? betrachten wir die Punkte Ao 1, Ao .2 A3, Ag 43 Wir wollen voraus-
setzen, dass sie Eckpunkte eines charakteristischen Polygons («;, @,, a,) sind. Ferner

Abb. 2

betrachten wir die charakteristischen Polygone (a1 o A2 a3,q), dessen Anfangsecken
in Ay, liegen (9 = 1,2,3,4). Durch die Menge der charakteristischen Polygone
(ay, @y, a3) und (a, , a,,a;,) fiir ¢ =1,2,3,4 ist dann ein charakteristisches
,.Netz* fiir eine elementare Fliache F gegeben, die von vier Kurven beschriankt ist.
Es sind dies die Kurven (ay, a,, a3), (3,1, 3,1, @3,1), (3, 4, 3, 4, 33 4), die also durch
die entsprechenden charakteristischen Polygone ausgedriickt sind, und dazu noch
die vierte Kurve, deren charakteristisches Polygon die Endpunkte der Vektoren
a,, ay,, a3 3, a; 4, zu den Eckpunkten hat (siech Abb. 2).

Jede von diesen vier Kurven, die auf der elementaren Flache F liegen, bezeichnen
wir als Hauptgeneratrizen der Fliche; speziell sei (a;, «,, a;) die 0-te Generatrix
beziiglich des Parameters s, in Zeichen G(O). Die durch die restlichen Polygone
(ay,2,3,5,33,), (2,3, 3,3, a;3) bestimmten Kurven, die nicht auf der Fliache F
liegen, aber ihre Definition wesentlich beeinflussen, bezeichnen wir als Nebengene-
ratrizen der Flache. Aus der Darstellung (12) ausgehend kann nun gezeigt werden
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(sieh [2]), dass die Fliche F durch die Gleichung
3 3
(18) P(s,1) = Ay + Zlai’l Sils) + Yo fi(1) +
i= i=1

3 3
+ Zl Zl(ai,jﬂ — ;) fis) - fi(1)
i=1j=
parametrisiert werden kann (s, 1 € €0, 1, P(s, ) bedeutet den variablen Punkt der

Fliche F). Fiir cin fest gewdhltes s bekommen wir aus (18) die Generatrix G(s)
unserer Flache F.

Das charakteristische Netz in Abb. 2 kann durch das sog. konjugierte Netz erginzt
werden (siech Abb. 3).

Abb. 3

Durch dieses Netz ist eine elementare Fliche ® erklart, die wieder von vier Kurven
begrenzt ist. Es sind dies die Kurven (ay, a,, a;), (1, @1, &3 1), (@) 40 %5 4, 3,4)
und dazu noch die vierte Kurve, deren charakteristisches Polygon die Endpunkte
der Vektoren aj ;. a3 ,, 3 3, a3 4 zu den Eckpunkten hat. Jede von diesen vier
Kurven, die auf der elementaren Flache ® liegen, bezeichnen wir als Hauptgeneratrizen
der Flache; speziell sei (al, a,, a;) die O-te Generatrix beziiglich des Parameters t,
in Zeichen I'(0). Die durch die restlichen charakteristischen Polygone (¢, 5, a, 5, @3 ),
(et 3, @53, @3 3) bestimmten Kurven, die nicht auf der Fliche @ liegen, aber ihre
Definition durchaus beeinflussen, bezeichnen wir als Nebengeneratrizen der Fliche.
Aus der Darstellung (12) ausgehend kann nun dhnlich wie frither gezeigt werden,
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dass die Flache ® durch die Gleichung

(19) H(ts)—Bot+Z“;1fj(‘)+Za f()

=1

i( @1 — %50) - fs) 1)

Hl\/]m

parametrisiert werden kann (H(t, s) bedeutet den variablen Punkt der Fliche ®).
Fiir ein fest gewihltes  bekommen wir aus (19) die Generatrix I'(f) der Fliche ®.

Nun ist aber (sich Abb. 2,3) Ay, =B, &;; =a;, 8, =2,;, a;;,, — a;; =
=0, —a;(i,j =1,2,3), woraus (vergl. (18), (19))

(20) P(s, t) = II(t, s)

folgt. Damit ist gezeigt, dass die oben definierten Netze eine und dieselbe Fliache
definieren: F = ®. Auf dieser Fliche gibt es zwei Systeme von zueinander konjugierten
Generatrizen G und I'. Jede Generatrix des einen Systems schneidet alle Generatrizen
des anderen Systems.

IV. KONSTRUKTION DER M-FLACHE

Im Raum R3 betrachten wir die vier verschiedenen Punkte A, B, C, D. Diesen
Punkten entsprechenden Radiusvektoren seien A, B, C, D. In jedem von diesen
Punkten sei ein Paar von Einheitsvektoren dA/ds, dA/dt usw. gegeben. Durch die
Gleichung (17) ist dann das Kurvensegment (1) bestimmt, welches die Bedingungen
(2), (3) erfiillt:

A A Cc
(21) P, =A+ kac d_ W(s) + (c A — k34£‘i_s m;"‘; > fa(s) +
myc dC .
3 ds .f3(s) ’

wir setzen k = k¢, m = mc. Ahnlich bestimmen wir das Kurvensegment
kg, dB D
@) p=+i2® 1 +( ~ B fmwdB @9—)42@) ;

mBD

Wir setzen A = A, ;, B = Aq 4, mit Ag 5, Ag 3 in dieser Reihenfolge bezeichnen wir
die Endpunkte der Vektoren (kAB/ ) (dA/[dt), — (m 4p/3) (dB/dt); ihre Anfangspunkte
sind in A, bzw. B. Es sind A¢,1> Ao,2, Aa,3> Ay 4 die Ecken eines charakteristischen
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Polygons («, a,, a3), wobei
(23) a, =ELB‘E, a2=B_A__’fA_B§é_@d_§, %:Tﬂ@.

3 dt 3 dt 3 dt 3 dt
Ahnlich setzen wir C = Cy 4, D = Cy,, mit C,,, Cy 5 in dieser Reihenfolge be-
zeichnen wir die Endpunkte der Vektoren (kcp/3) (dC/dt), — (mcp[3) (dD/dt); ihre
Anfangspunkte sind in C, bzw. D. Die Anfangspunkte der Vektoren dA/ds, bzw.
dC/[ds verschieben wir in die Punkte A, ,, bzw. C, ,; dhnlich verschieben wir die
Anfangspunkte der Vektoren dB/ds, bzw. dD/ds in die Punkte A, 5, bzw. C ;.
Wir haben dann die vier folgenden charakteristischen Polygone, dessen Anfangsecken
in Aq ; (sich (21)), A, 5, Ag 3, A 4 (sieh (22)) liegen:

ki dA ky dA  mydC my-dC
(24) (_45’;]? , C—A - *;EFS‘ - —3£—d:’ 'f‘g;) = (31,1,32,1»33,1) >

(25) (Q.L dA ¢ L kepdC gk dA ke A My e, A€

> >

3 ds 3 dt 3 dt 3 ds 3 ds

M4, ,C dc
—Ao0.2%0.2 7”7} (31.2, a'2,2’ 33,2) 4

(26)
Micﬂ_ﬁ d_E — Ln.Q Q — B _’:n_AE d_B~ _ kAO,3C0,3 EiE _ on,sco,s g_D_
3 ds’ 3 dt 3 dt 3 ds 3 ds

> = (31 3> 3235 33.3) s

s

Mg, 3Co.s dD

3 ds
B k B dD dD
(27) (E;Q%:, D - B_$(<11_s - n—?ﬂ"d—s7 %E>:(31,4,32,4a33,4)-

Durch die Menge der charakteristischen Polygone (a,, a,, a3) (sich (23)) und (a ,,
a, a3yq) fir ¢ = 1,2, 3, 4 ist dann eine UNISURF-Flache M mit der Parameter-
darstellung (18) gegeben.

Die partielle Ableitung von P(s, t) nach s ist

oP

ds

(28) (s, 1) =i§13i,1 Si(s) +i§1 jgsl(ai,jﬂ —a;;). fi(s) . (1)

Wenn wir in (28) s = 0 setzen, dann folgt (sich (14))

oP

(29) -0:(0, 1) =3a;, + 3;(31,,,.H —a, ). ).
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Aus (29) folgt fiir = 0, 1 (sieh (10), (11), (24), (26))

P dA oP dB
—(0,0) = kye—, —(0,1) = kgp—.
6s( ) 4 ds Os( ) P ds

(30)

Wenn wir in (28) s = 1 setzen, dann folgt (sieh (15))

oP

—
s

(31)

3
(1, 1) = 3a, , + 321(3,3_].+1 —ay ;). fi(1).
-

Aus (31) folgt fiir t = 0, 1 (sich (10), (11), (24), (27))

A 3
(32) O—I:(]v, 0) = mACE, i(l, 1) = mBDQ.
Js ds ds

Mit (30), (32) ist gezeigt, dass die auf der Fliche M liegenden Hauptgeneratrizen
(21), (22) den am Anfang unserer Ausfithrungen postulierten Bedingungen (2), (3)
geniigen.

Die partielle Ableitung von P(s, ) nach 1 ist

oP 3 ’ 303 ’
(33) — (s, 1) =Y a; . f(1) +Z Y (@i —a) fils) - 1)
at i=1 i=1j=1
Wenn wir in (33) t = 0 setzen, dann folgt (sieh (14), (23), (24), (25))
oP 3
(34) m (s, 0) = 3, + 3‘;(3,32 —a;,).fs) =
dA dA
=kup— + (k — ko) — . fi(s) +
AB dt ( A0,2C0,2 AC) ds fl()
dC dA dA dC
+ kCD_ - kAB - = (kAo,zCo,z - kAC) - = (on,ZCO.Z - mAC) - 'f2 (S) +
dt dt ds ds

dC
+ (M4g 10, — Mac) — - f3(s) -

ds

Aus (34) folgt fiir s = 0, 1 (sieh (10), (11))
oP dA 0P dC

35 —(0,0) =kpg—, —(1,0) = kep —.
(33) az( ) P ar az( ) P dr
Wenn wir in (33) t = 1 setzen, dann ist (sieh (15), (23), (26), (27))

(36) FACHEER 3:21(%4 —a,).f(5) =
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dB dB
=myz— + (kgp — k — . fls) +
B di ( BD Aa,3co,3) ds f1()

A

dD dB dB
+ |\ mep— — myp— — (kgp — k — — (mgp — m s
[ren G = S = (= Kavsen) S = 000 = ) | 120+

dD
+ (mpp — on,sCo,a)I S3(s) .

Aus (36) folgt fiir s = 0, 1 (sieh (10), (11))

oP dB 0P dD
37 —(0,1) = mpp—, 1,1) = mep—.
(37) ot .1 P dt ot PSR L dr

Mit (35), (37) ist gezeigt, dass auch die zwei restlichen Hauptgeneratrizen der

Flache M
k,z dA k,p dA m,z dB
P=A+J§__ t) + A "ABT  TTAB T +
‘ 3 (") ( 304t 3 dr JaA1)
m,z dB
S oa
k dC kep dC mep dD
P, — €= f(t)+ (D - ¢ — et Tep SN o) +
‘ 3 (0 3dr 3 dt Sal1)
mcp dD
3CDd 500

den Bedingungen (2), (3) (jetzt beziiglich des Parameters 1) geniigen.

V. ANDERE BESTIMMUNG DER ABLEITUNGEN (34), (36)
Sei P, 4c ein Punkt auf der Hauptgeneratrix (21), P, 4, .c,, derjenige Punkt auf
der Nebengeneratrix (25) mit demselben Parameterwert s:

k,p dA ¢ dA
4 4B Ko a0 — . fils) +

38 P, = A
(38) Ao.xCo, 3 dr 3
+(c 4 kepdC p _ KapdA ke dA_M,&JE>,_f'Z(s)+
3 dt 3 dt 3 ds 3 ds

Mgy 260, 4€

3 ds S(5)-
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Wenn wir (21) von (38) abziehen, dann folgt

. dA dA
3Py to 200 = Potc) = kus —— + (kug aco, = kuc) — - fi(s) +
dt ds
dC dA dA dC
+ kCD\ - kAB - = (kAu,zCo,z - kAC) - (mAU.ZCO,Z - ’nAC) - .fz(S) +
dt dt ds ds

dC
+ (Mg 100, — Mac) 'R S(s) -

Der Vergleich mit (34) zeigt, dass
oP
(39) E (S’ 0) = 3[Ps,Ao.zCu,z - Ps,AC] .

Sei P pp, ein Punkt auf der Hauptgeneratrix (22), P, 4 ., , derjenige Punkt auf
der Nebengeneratrix (26) mit demselben Parameterwert s:

_ M dB  ksic,, dB
3 dt 3 ds

+ (D _meodD g M B Kaosc,, dB MA“COQ%E)‘fz(SH
S

(40) P Si(s) +

5,40,3Co0,3

3 dt 3 dt 3 ds 3

D
M46.3Co.3 d

+ .
3 ds

f3(s) .
Wenn wir (40) von (22) abzichen, dann folgt
dB dB
3(Pssp — Pyuosco.,) = Man @ + kpp — kAo.sco.z)E JSi(s) +

dD dB dB
+ | mep— — myp— — (kgp — k —
[ CD dt AB dt ( BD Au,sco,s) dS

dD
- (mBD - nlAu,aCo.J) —] ’fl(s) +
ds
dD
+ ('nBD - n“Ao,JCo‘a) - .f3(S) .
ds
Der Vergleich mit (36) zeigt, dass

oP
(41) E (S’ 1) = 3[Ps.BD - PS,AOJCO,;] .

Von (39), (41) ausgehend bestimmen wir nun umgekehrt das Kurvensegment
(42) (Ps,Ao.zCo,z - PS.AC’ PS.Ao,zCo,a - Ps,Ao,zCo,z’ PS.BD - Ps,Ao.;qCu,z)
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mit dem Anfangspunkt P, ;- und dem Endpunkt P, 4, (sieh (12)):
(43) P(S’ ’) = Ps,AC + (Ps,Ag,ng,z - PS.AC) 'fl(,) +
+ (PK.AO.JCO.J - PX,AO,ZCO‘Z) -fz(l) + (Ps,BD - Ps,Ao,;Co,s) 'f3(t) N

Man iiberzeugt sich leicht, dass (sich (21)—(27), (38), (40))

3
(44) Poac=A+ Zlai,x ~fi(3) ,
3
(45) PS.Ao,zco,z —Piac=0a + Z (3i,2 - a‘i,l) -fi(s) >
i1
3
(46) PS.Au,JCo,J - Ps.Ao,;Co,z = &3 + Z (a'i,3 - ai.Z) 'fi(s) )
i=1
3
(47) Poop — Podgsco, =03 + 3 (aia —a3).f(s).
i=1

Wenn wir (44)—(47) in (43) einsetzen, dann folgt (vergl. mit (18))
3 3
P(s,t) = A+ Y a,,.fs)+ D a;.f(t)+
i=1 =t

303
+ i;jzl(ai.jﬂ = a;) . fs) - fi(1),
d. h. es resultiert die auf der Fliche M liegende Generatrix G(s).

Mit dieser Methode kann die variable Generatrix G(s) unserer Fliche M verhltnis-
missig rasch als das Kurvensegment (42) bestimmt werden.

In den Abb. 4 und 5 sind zwei Beispiele von M-Fliachen mittels eines Computers
gezeichnet. Die zueinander konjugierten Generatrizensysteme sind dabei unter-
schiedlich dargestellt (voller Strichzug und eingekreiselte Punkte). Die raumliche
Konfiguration dieser Flachen ist gut sichtbar.

Abb. 4
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Abb. 5
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Souhrn
O JEDNE ELEMENTARN[ PLOSE
JOSEF MATUSU, JOSEF NOVAK
Vlastnosti kfivkového oblouku, konstruovaného v préci [1], se v &etnych kon-
krétnich aplikacich projevily jako velmi dobré. V této praci se proto konstruuje
elementarni plocha takovym zplsobem, aby jeji hlavni vytvarejici kfivky mély

vlastnosti tohoto kiivkového oblouku.
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