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SVAZEK 24 (1979) APLIKACE MATEMATIKY cCisLo 3

UBER SCHWACH ZYKLISCHE ABBILDUNGEN
IN NICHTLINEAREN PRODUKTRAUMEN UND EINIGE
MONOTONIEAUSSAGEN

CHRISTIAN ULLRICH

(Eingegangen 7. Juni 1977)

1. EINLEITUNG

Numerische Algorithmen werden grundsétzlich in einem iiber der endlichen
Menge der Maschinenzahlen aufgebauten Raum durchgefiihrt. Den hierbei auf-
tretenden Ridumen fehlt eine Reihe mathematischer Eigenschaften gegeniiber den
Strukturen, in welchen man sonst zu denken und zu arbeiten gewohnt ist. Die Ab-
schwichung der Strukturen liegt im wesentlichen bei den algebraischen und ins-
besondere bei den topologischen Eigenschaften sowie den betreffenden Vertraglich-
keitseigenschaften, wihrend die Verbandsstruktur jeweils erhalten bleibt ([5]).
Die Untersuchung von Algorithmen in den tatsdchlich fiir die Rechnung vorliegenden
Raumen wird man daher naturgema auf den Nachweis von Eigenschaften beziiglich
dieser Struktur, d. h. von Monotonieaussagen konzentrieren.

Die vorliegende Arbeit behandelt diesen Fragenkreis an einer Reihe von Itera-
tionsverfahren fiir die Klasse schwach zyklischer Abbildungen des n-fachen Produkts
R" iiber einem Ringoid {R, +,-}. In endlich-dimensionalen linearen Raumen
findet man die Definition schwach zyklischer Abbildungen eingefiihrt fiir die Menge
der linearen Selbstabbildungen, welche dort bekanntlich durch die quadratischen
Matrizen beschrieben werden. Der Grund fiir die Betrachtung von linearen Abbil-
dungen dieses Typs, d. h. von schwach zyklischen Matrizen, war deren Auftreten
bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen. Lost man z. B. das Di-
richlet’sche Randwertproblem

u"‘(x’ y) + uyy(x’ y) =0
u(x,y) = g(x,y), (x,y)erl,

wobei I den Rand des Einheitsquadrats darstellt, so lassen sich bei Einfiihrung eines
Gitters im Einheitsquadrat nach vorgenommener Diskretisierung und Linearisierung
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Naherungen u; fiir die Funktion u(x, y) an den inneren Gitterpunkten unmittelbar
aus dem Gleichungssystem A - u = k berechnen; dabei bildet E — A eine schwach
zyklische Matrix vom Index 2.

Nun bilden schwach zyklische Matrizen nicht nur ihrer dulleren Form nach eine
spezielle Klasse der quadratischen Matrizen, sondern sie zeichnen sich auch durch
Aussagen iiber ihre Eigenwerte aus. So besitzt eine schwach zyklische Matrix 4 vom
Index k genau k Eigenwerte vom Betrag o(A) (Spektralradius von A).

Dariiber hinaus geht bei Drehungen der komplexen Ebene um den Ursprung mit
dem Winkel 27/k (aber keinen kleineren) die Menge der Eigenwerte in sich iiber
(o))

Diese speziellen Eigenschaften schwach zyklischer Matrizen gehen verloren, wenn
wir diese als Abbildungen des nichtlinearen Produktraumes R" interpretieren, so
daB es naheliegt, von vorneherein fiir die Gewinnung von Monotonieaussagen
schwach zyklische Abbildungen als Verallgemeinerung dieser Klasse von Matrizen
zu betrachten.

Zu bemerken bleibt noch, dal aufgrund des gesteckten Ziels auf die iibliche Ein-
fithrung einer Ordnung, d. h. einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen
Relation, fiir die Menge R" der n-Tupel iiber {R, +, -} mittels eines Kegels verzichtet
werden muB, da hierzu die in {R, +, } i. a. nicht vorliegende Eigenschaft

Ala=b+(b-c)=a—-c
a,b,ceR

benoétigt wird. Wir setzen daher in R eine Ordnungsrelation < voraus und betrachten
in R" die komponentenweise eingefiihrte Relation <; mit I < {1,2, ..., n} welche
die Ordnung =< in den durch die Indexmenge I bezeichneten Komponenten in der
natiirlichen Weise und in den restlichen Komponenten die zu < duale Ordnung >
verwendet. Diese Darstellung beinhaltet neben der kanonischen Ordnung < in R"
weitere 2" — 1 Ordnungsrelationen und erscheint im Hinblick auf das ins Auge
gefalite Ziel angemessen.

Durch die Verwendung der allgemeineren Ordnung {R", <,} wird jedoch wiederum
die Entscheidung erschwert, ob eine vorgesehene n x n-Matrix 4 = (a;;), a;eR
fir i,j = 1(1) n, einen isotonen bzw. antitonen Operator in R" bildet. Wir werden
daher zunéchst im folgenden Abschnitt ein allgemeines Kriterium fiir solche Matrizen
angeben.

2. EINIGE GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EIGENSCHAFTEN
Wir bezeichnen mit {M, g} eine ,,geordnete Menge®, falls < eine zweistellige

Relation fiir Elemente von M mit den Eigenschaften der Reflexivitit, Transitivitit
und Antisymmetrie bildet. Die in M durch die Beziehung
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definierte Relation >, welche offensichtlich wieder eine Ordnung ist, nennen wir

,,duale Relation zu <* (i. Z. d(<)). Gilt zusitzlich die Eigenschaft

ANAasbvb=a,
a,beM
so heifit {M, <} ,linear geordnet*.
Sei nun {M, <} eine geordnete Menge und

M" = {(xg, Xay .0y X,)T I x;eM, i=1(1)n}

das n-fache direkte Produkt iiber M. In natiirlicher Weise wird in M" eine Ordnungs-
relation < mittels
XY A 20, X= (Xi)’ Y = (yi)EM"
i=1(1)n
erklart. Neben dieser Ordnung ist die Definition weiterer 2" — 1 Ordnungsrelationen
in M" méglich. Wir bezeichnen hierzu mit N := {1,2, ..., n} die Indexmenge und
mit I eine Teilmenge von N. GemiB [2] legen wir dann fest:

Definition 1. Es sei {M, §} eine geordnete Menge und I eine Teilmenge von N.
Dann definieren wir in M" eine Relation <, durch

X =y Y:@’(/\Xi Syvin Axp 2 .Vi)- O
iel ieN\I

Aufgrund der Giiltigkeit in jeder Komponente bildet jede Relation <, eine Ordnungs-
relation. Fiir I = N erhilt man speziell die kanonische Ordnung < und fiir I = @
die hierzu duale =. Insbesondere laf3t sich bei zugrunde liegender linear geordneter
Menge {M, <} fiir je zwei Elemente X, Ye M" mindestens eine Ordnungsrelation
<. angeben, so daB gilt X <, Y. Man wihle nur I' := {ie N | x; £ y;}. Ganz
allgemein erhédlt man die zur Ordnungsrelation <; duale Relation d(g,) durch
= n/1» Wie man sich leicht iiberlegt.

Alle im folgenden auftretenden weiteren verbandstheoretischen Ausdriicke folgen
der iiblichen Begriffsbildung. Fiir unseren Gebrauch zusammengestellt findet man
sie auch in [5].

Den Begriff der monotonen Abbildung fithren wir in der iiblichen Weise ein:

Definition 2. Es seien {M <., i =1,2 geordnete Mengen. Eine Abbildung

i =if»

F:M; - M, heifit ,isoton bzw. ,,antiton*, wenn gilt

A (x=,y=Fx=,Fy)

x,yeM

A (x=<,y=Fx=,Fy).

x,yeM
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Eine Abbildung F : M — N heifit ,,monoton‘‘, wenn sie entweder isoton oder antiton

ist. [

Bem\erkung. Offensichtlich ist ein isotoner Operator von {M,, <} in {M,, <,}
auch isoton beziiglich der dualen Ordnungen =, =,.

In [5] wird nachgewiesen, daB die algebraischen und Ordnungseigenschaften einer
Rechnerarithmetik sinnvollerweise die Struktur des vollstindig linear geordneten
Divisionsringoides {R, N, +, -, |, £} erfiillen miissen. Die Menge V,R der Vektoren
bzw. M,R der n x n-Matrizen iiber {R, N, +, -, /, §} bilden dann mit der kano-
nischen Ordnung < und den iblichen Verkniipfungen wiederum ein vollstindig
geordnetes Vektoid {V,R, R, £} bzw. ein vollstindig geordnetes Ringoid {M,R,
+,+, <} (siche etwa [8]). Fiir die gemaB Definition 2.1 eingefiihrten Ordnungen
wird in [2] der folgende Sachverhalt nachgewiesen:

Satz 3. Es sei {R, +, . §} ein geordnetes Ringoid mit den ausgezeichneten
Elementen {—e, 0, e}. Dann ist {V,R, R, <} ein geordnetes R-Vektoid und {V,R,
M,R, <} ein geordnetes M,R-Vektoid, falls die Ordnung {M,R, <} in der
folgenden Weise erkldrt ist:

A< B A ay; < b A A a; = b))
(i,))el2u(N\I)? (i, F)el x (N\I)U(N\I) x I

mit A, Be M,RundI =< N. [J

Zur Erlauterung sei noch vermerkt, dafl eine Matrix A =; O dann durch die fol-
genden Eigenschaften (P1) bis (P4) gekennzeichnet ist:
(P1) A ist vorzeichensymmetrisch, d. h. 'Ar\ (a;;Ro = a;;Ro), Re {<, =}.
i,jeN
(P2) Die Zeilen und Spalten aus I bzw. N\I sind komponentenweise vorzeichen-
gleich.

(P3) Die Zeilen bzw. Spalten aus I und N \ [ sind zueinander vorzeichendual.
(P4) Aa;=o.

ieN

Satz 4. Es sei {R, +,%, <} ein linear geordnetes Ringoid und {V,R,R, <,},
{Va.R, R, <} zwei geordnete Vektoide iiber {R, +, -, <} mit I, = N, I,, = M,

sowie A = (a;)e M, «,R eine m x n-Matrix. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. A ist eine isotone Abbildung von {V,R, <;} in {V,R, <, }.

2. Die durch I, bzw. N \I, bestimmten Spaltenvektoren von A sind =; O bzw.
=,,.0.

3. Die durch I, bzw. M \I, bestimmten Zeilen von A sind als Vektoren =, O bzw.
<.0.

=1,
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Beweis. 1. — 2.: Es sei 4 isoton, d. h.

A (X £, Y= AX £, AY).

X,YeV,R

Da fiir die Vektoren EW) — (‘31‘1) € V,R mit 5, = {e fir lt = ] die Relationen
0 sons

AOZ, E9 und A EYZ, 0

Jeln JeN\In

gelten, erhalten wir aus der Isotonieeigenschaft von A

age a; '/\o§a,j/\
A 0 él}. EW — 0 él,,. A- EY) = — - iely,
Jjeln A o=a;;
a,,e Qi = dij
- mj mj ieM\I,n
und
ayj ayje ANaij=Zon
j : . (j ielm
A E(’)§1n0=> = : ZA'E(J)élmOo ic ,
JeN\ln A a;=o
. .e ij =
Omj Imj ieM\I

d. h. die durch I, bzw. N \I, bestimmten Spaltenvektoren von 4 sind =, O bzw.
<, O.
=1,

2. — 3. Durch Umschreiben erhidlt man dann sofort auch

/\(/\0§aij/\ /\aijéo)
ielm jeln JeN\I,
bzw.

A (/\Oéaij A A a.’jéo),
ieM\I,, jel, JeN\I,
d. h. die durch I,, bzw. M \I,, bestimmten Zeilen von A sind als Vektoren >, O
bzw. < O.

3. > 1. Der Beweis erfolgt wie in [2]. [

» Bemerkung. Der eben bewiesene Satz gibt uns auch die entsprechende Aussage
fiir eine antitone Abbildung von {V,R, <,} in {V,R, <, }, die ja eine isotone
Abbildung von {V,R, <, } in {V, R, d(<,,)} darstellt. Man beachte bei Anwendung
des Satzes, daBl die zu d(<,,) gehorige Teilmenge der Indexmenge M = {1, ..., m}
durch M \1,, gegeben ist.

Fiir quadratische Matrizen erhalten wir unmittelbar das folgende.

Korollar 5. Es sei {R, +, +, <} ein linear geordnetes Ringoid und {V,R, R, <}
das geordnete R-Vektoid iiber {R, +,+, =} zur Teilmenge I von N.

Dann ist eine n x n-Matrix A = (a;;) eine isotone (bzw. antitone) Abbildung in
V,R genau dann, wenn A =; O (bzw. A<.0)ist. O
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3. PERMUTATIONSMATRIZEN UBER {R, +, -}

Zur Auszeichnung spezieller Matrizenklassen bzw. Klassen von Vektorfunktionen
in der Menge R" der n-Tupel iiber einem Ringoid {R, +, } mit den ausgezeichneten
Elementen { —e, o, e} verwenden wir im folgenden Permutationsmatrizen.

Definition 6. Ein Element P e MR, welches in jeder Zeile und in jeder Spalte
genau einmal das Element e und sonst nur das Nullelement o enthdlt, heift ,,Per-
mutationsmatrix*‘. [

Die Anwendung einer Permutationsmatrix P auf einen Vektor X € R" ergibt eine
Vertauschung der Komponenten x; von X. Genauer gilt der

Hilfssatz 7. Eine Permutationsmatrix P = (p;;) € MR und eine Permutation P")
der Elemente {1, 2,0 n} erfiillen genau dann die Eigenschaft

(3'1) A Pipiy = €,
i=1(1)n
falls gilt
A PX = (xpq) -
XeVaR

Beweis. Die Aussage des Hilfssatzes in der Richtung von links nach rechts erhilt
man unmittelbar aus der Gleichung PX = () pix;) = (pipixp:) = (xp;). Um-
j=1
gekehrt ist fiir alle i = 1(1) n fiir den Vektor Y = (y;) mit y; = o fiir j & Pi und
Ypi =€

Pipi- Vpi Yp1
=1: =ppi=e. O
Pnpi - Vpi Yen

PY =

Ganz entsprechend bewirkt die Anwendung von P auf eine Matrix 4 € M,R
eine P entsprechende Zeilenvertauschung und das Produkt A4 - PT mit PT = (pfj),
pl; = pji» i = 1(1)n der Transponierten zu P mit A die gleichlautende Spalten-
vertauschung in A. Die Anwendung von PT auf einen Vektor X ergibt dagegen die
zu P inverse Komponentenvertauschung in X. Man erhalt zu Hilfssatz 7 das folgende

Korollar 8. Eine Permutationsmatrix P = (p;;)e M,R und eine Permutation P
der Elemente {1,2, ..., n} erfiillen genau dann die Eigenschaft

(3-1) N DPiryy = ¢,

i=1(1)n

1) Wir verwenden in des Schreibweise 2 sowohl fiir die Permutationsmatrix, als auch fiir
die zugehorige Permutation, da die Bedeutung grundsitzlich durch die Verwendung geklirt ist.
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wenn gilt
/\ PTX = (Xp~1(")) .

XeVnR

Beweis. Die Aussage des Korollars 1aBt sich wegen

. . P
N DPip-1gy = Pp-1(iyi = Pjp; =€ mit P i =
i=1(1)n

unmittelbar aus dem Hilfssatz ablesen. [

Bemerkungen. 1. Wie aus dem Beweis zu dem Korollar ersichtlich, 1a8t sich
Eigenschaft (3.1) auf den Zusammenhang von P und P~ umschreiben in der Form:

T —
A Pip-1(iy = € -
i=1(1)n

2. Esist P- PT = PT- P = E, was z. B. anhand von

1+ fefirj=Pi k=P =i
Pij " Pik = V4 sonst

fur den ersten Teil der Gleichung unmittelbar einzusehen ist. Entsprechendes gilt
fir den zweiten Teil.

3. Fiir Matrizen A, B € M,R rechnet man leicht nach:
P-(4-B) =(P-A)-B
(4-B)-PT=A-(B-P")

4. In Erweiterung von 2. bildet die Menge der Permutationsmatrizen iiber einem
Ringoid {R, +, +} beziiglich der im Ringoid {M,R, +, -} erklirten Multiplikation
eine Gruppe. Das Produkt zweier Permutationsmatrizen P, P’ 1aBt sich dabei formal
schreiben in der Form

PP = (1) (0 = (). iy = {0 e d = PO

0 sonst

wobei P, P' dieden Matrizen P, P’ zugehdrigen Permutationen gemaf (3.1) bezeichnen.
5. Aufgrund der Bemerkungen 2. und 3. ist unmittelbar klar, daf3 die Relation

A~B:<VA=P-B-PT
P

eine Aquivalenzrelation definiert.

Sei nun zusitzlich {R, <} eine geordnete Menge und <, die durch die Indexmenge
I in R" festgelegte Ordnungsrelation. Im allgemeinen ist dann eine Permutations-
matrix P keine isotone Abbildung in {R", <,}. Es gilt jedoch der folgende
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Hilfssatz 9. Es sei {R, +,+} ein Ringoid, (R, £} eine geordnete Menge und
{R", <,} die geordnete Menge der n-Tupel iiber R zur Zerlegung I, N \1. Weiter
sei P = (p;;) eine n x n-Permutationsmatrix und P die mittels der Eigenschaft

definierte Permutation der Elemente 1, ..., n. Dann gilt

A (X £, Y PX Sp-1y PY),

X,YeR®
d. h. P ist ein Ordnungsisomorphismus von {R" 1} a“f{ s Sp- 11}

Beweis. Es gilt mit P"'(N\I) = N\ P™']

X< Xa(AxiSyin AXiZ V)

iel ieN\I
¢>(AxPj§ij A A xPjgij)
Pjel PjeN\I
°( /\ xP] = ypj A A Xpy = ij)
jeP~ jeP=1(N\I)
< PX <,-,PY. O
Die Aquivalenz in Hilfssatz 9 1Bt sich auch in der Form

A (X £p; Y« PX £, PY).

X,YeR™

angeben. Ferner 148t sich aufgrund dieser Aussage sehr leicht entscheiden, wann eine
Permutationsmatrix eine isotone (bzw. antitone) Abbildung in {R", <,} darstellt.
Dies ist namlich genau dann der Fall, wenn fiir die zugehorige Permutation Pl = I
(bzw. PI = N \1) gilt. Man vergleiche hierzu das Korollar zu Satz 4.

4. SCHWACH ZYKLISCHE VEKTORFUNKTIONEN
Es sei M" die Menge der n-Tupel iiber einer Menge M und F(X) = (f(X)) : M, »
— M" eine Abbildung in M". Durch die k Mengen N, ...,N,, N; + 0 fir

i=1,2,...,k, sei eine disjunkte Zerlegung der Indexmenge N := {1 2,. n}
bestimmt. Mit n; bezeichnen wir die Anzahl der Elemente von N;, i = 1,2, .

Definition 10. Eine disjunkte Zerlegung N = {N,N,,...,N,} von N heift
,»Sequentiell, falls die Teilmengen N; = N von der Form

No={r_ +1,r+2.. r}, i=11)k,

1
mit ro = Ound r;:= ) n;sind. O
i=1
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M™ x M™ x ... x M"™ sei die zu einer sequentiellen Zerlegung ./ von N gehorige
Zerlegung von M" in das kartesische Produkt der Raume M" der n;-Tupel iiber M.
Zu jedem Element X € M" werde durch X; das der Menge M" zugehdrige n;-Tupel
von X und die F entsprechende Abbildung durch F(X) : M" — M"' beschrieben.

Zu einer beliebigen disjunkten Zerlegung 4" von N existieren insgesamt

k
> ny!
i=1

Permutationen der Elemente der Menge N, die jeder Menge N; der sequentiellen
Zerlegung Ny, ..., N, von N mit #N, = n,, i = 1,2, ..., k die Menge N, als Bild
zuordnen. Durch die Forderung
A(rSs=>Pr<Ps), i=12..,k,
r,seN;

148t sich z. B. in eindeutiger Weise eine solche Permutation P auszeichnen. Die zu N;
gehorigen Komponenten eines n-Tupels X = (xj) erhalten wir dann in aufsteigender
Reihenfolge der Indizes durch das n;-Tupel (xpj)i.

Legt man ein Ringoid {R, +, -} zugrunde, so wird entsprechend fiir ein Element
X e R" das n-Tupel (xp;) gemaB Hilfssatz 7 beschrieben durch PX, wobei P = (5;;)
die durch

AN Ppi=ce
i=1(1)n
zur Permutation P definierte n x n-Permutationsmatrix darstellt. Zur besseren
Ubersicht schreiben wir statt (xp;); bzw. (PX); jedoch meist X, und entsprechend
Fy, bei Abbildungen.

Sei nun f(X) eine Komponentenfunktion von F(X):R"— R" und Ny, ..., Ny
eine sequentielle Zerlegung von N. Falls f(X) mit der Einschrinkung f(O, ..., O,
X, 0, ..., 0) auf eine Teilmenge von R", welche man durch die Einbettung von R"
in R" mittels der Zuordnung X — (O, ..., 0, X;, O, ..., O) erhilt, iibereinstimmt?),
schreiben wir auch kurz f;(X ;) und interpretieren f; gegebenenfalls auch als Abbildung
von R™ in R. Entsprechend wollen wir unter f{(Xy,) diejenige Abbildung von R™
in R verstehen, die man durch die Einbettung von R™ in R", Permutation der Kom-
ponenten gemdB P~! und Anwendung von f; erhiilt.

Beispiel. Fiir n = 6 sei die Zerlegung N, = {3,5}, N, = {1,4,6}, N5 = {2}
von N gegeben. Die Permutation P, welche die zugehérige sequentielle Zerlegung
N, ={1,2}, N, ={3,4,5}, Ny = {6} in N, N,, N, iiberfiihrt, ist durch

Pl=3, P2=5,
P3=1, P4=4, P5=6,
P6 =2

'y Genauer: falls in fi(X) nur die Komponenten von X auftreten.
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gegeben. Damit ist
(pX) = (ij) = (X3, X5y X15 X4, Xg, xZ)T

und wir verstehen z. B. unter der Funktion f{(Xy,) eine Abbildung von R?® in R
gegeben durch

fi(XNz) = f.'(PT(O, 0, X1, X2, X3, O)T) = fi(xly 0, 0,X,,0, Xs) .
Die Definition der schwachen Zyklizitdt fiir n x n-Matrizen 1aBt sich nun in

natiirlicher Weise auf Vektorfunktionen erweitern:

Definition 11. Es sei {R, +, -} ein Ringoid und F =(f;)):B < R" - R" eine
Vektorfunktion, die B in R" abbildet. F heifit ,,schwach zyklisch vom Index k*,
falls eine n x n-Permutationsmatrix P existiert derart, daf gilt

[Fi(x) ]
Fy(x,)
PF(PX) = | ,
P =1k,
[FuXe-1) )
wobei F;und X,, i = 1, ..., k, jeweils die selbe Anzahl von Komponenten besitzen.

Ist P die Einheitsmatrix, so bezeichnen wir die schwach zyklische Vektorfunktion F
vom Index k als in Normalform gegeben. []

Die vorliegende Definition ist nicht der erste Versuch zur Verallgemeinerung des
Konzepts schwach zyklischer Matrizen auf Vektorfunktionen. In [3] finden wir
diesen Begriff in einer Weise festgelegt, welche von Permutationsmatrizen keinen
Gebrauch macht. Wir wollen nun die Aquivalenz der beiden Definitionen nachweisen:

Satz 12. Es ist F = (f;): B = R" > R" eine schwach zyklische Vektorfunktion
vom Index k genau dann, wenn eine disjunkte Zerlegung N, N,, ..., N, von N
existiert und fiir eine zyklische Permutation P der Menge {1, ..., k} gilt

FN; = FNi(XNPi)’ i = l(l)k .

Beweis. 1. Sei zunidchst F eine schwach zyklische Vektorfunktion vom Index k,
die mittels der n x n-Permutationsmatrix P auf Normalform transformiert wird.
Da die Anwendung von P auf einen Vektor X = (x;) eine Permutation P der Kom-
ponenten von X und die Anwendung ihrer Transponierten PT deren Umkehrung P~ *

PX = (xp) =:(%), P™X = (xp-1) =: (%)
ergibt, erhalten wir

*) PF(PTX) = (fi%1s - s %n) = (foiXpi-1 +oos Xp-1,)) -
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Nach Voraussetzung existiert eine sequentielle Zerlegung N, ..., N, von N, so daB
mit der zyklischen Permutation

123 ...k
Z“[k] 2 ... k—l]
der Indizes 1, 2, ..., k gilt

(PE(P'X))y, = Fy(Xn,,,), i=11)k.

Definieren wir nun N;:= PN; = {Pt l te N}, i = 1(1)k, so stellt Ny, ..., N,
wiederum eine disjunkte Zerlegung von N dar, denn P ist eine Permutation der
Elemente von N. Fiir die Indexbereiche N; ist also wegen (*)

# PE(P"X)y, = (fp(P™X))y, = (F(P"X))y, = Fy(Xy,), i=1(1)k,

mitjeN,-:>PjePN,~=Ni.
Durch X := PX eliminieren wir PT auf der linken Seite und erhalten fiir alle
i = 1(1) k
(F(X))V. = FN:(X) = ‘FN:'((PX)Nzi) = FN:‘((XPJ')NZi) =

= FM(XPNz,') = FNL'(XNZi)

wegen j € N,; <> Pje PN,; = Ny,
2. Sei umgekehrt N, ..., N, eine disjunkte Zerlegung von N, so daB fiir eine zyklische

Permutation P der Menge {1, ..., k} gilt
(:) FNx' = FNi(XNP(i)) > i = 1(1) k.
Fiir die Indexmenge N, ..., N, wihlen wir neue Bezeichnungen durch die Fest-

legung
NI::—;’::NP‘(I:)’ i—_—o,],...,k—l,

womit sich (§) offenbar in der Form
FNi’ = FN;"(XN'Z(U) , 1= 1(1) k

123... k

mit der zyklischen Permutation Z = ,:k 12 (k- 1)] ausdriicken 1aBt. Sei nun

P’ eine. Permutation der Elemente 1, 2, ..., n derart, daB mit r; := #N;und 7, := 0,
Fii= ir,-, i=1(1)n gilt

=1

J PN;={F_y+1,F+2..,F =N,
und PT = (p];) die n x n-Permutationsmatrix mit

/\ p;rP’i:e) ]

i=1(1)n
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d. h. diejenige Permutationsmatrix, die bei Anwendung auf einen Vektor die der
Permutation P’ entsprechende Komponentenvertauschung bewirkt. Die Behauptung
erhalten wir nun unmittelbar durch Nachrechnen wegen je Ny < Pje P'Ny,, =
= N_ . aus

FNi'PT(X) = FNi'((PT(X))N'Z(n) = FNi'((xP'j)NlZ(i).) = FN-"(XP'N'Z(-')) = FN."(XNZ(:'))

durch Anwendung von P

Fy, := (PF(PT(X)))x, = (F(PT(X))p-1))pn, = (F(PT (X)), = FyAXn,,,) =
= FN,-(XNZ(;)) s

da die P'~'j mit j e P'Nj sich unmittelbar als die Elemente von P'"!(P'N}) = N;
ergeben. []

Die schwach zyklischen Vektorfunktionen vom Index k bilden eine Teilmenge
einer allgemeineren Klasse von Vektorfunktionen, die wir in der folgenden Weise
beschreiben wollen:

Definition 13. Es sei {R, +,-} ein Ringoid und F = (f;):B < R > R" eine
Vektorfunktion, die B in R" abbildet. F heifit ,,(kl, e k,)-schwach zyklisch®, falls
eine n x n-Permutationsmatrix P existiert derart, daf gilt

Fi(X,)
premy) = | P20 |
B(x)

wobei die F; und X; jeweils die selbe Anzahl von Komponenten besitzen und die
F,i=1,..,r aufgefaft als Abbildungen von R™ in R™, in Normalform gegebene
schwach zyklische Vektorfunktionen vom Index k; darstellen. []

Wir weisen wiederum die Aquivalenz dieser Definition zu einer fiir den selben
Begriff an anderer Stelle ([3]) gegebenen Festlegung nach.

Satz 14. Es ist F =(f;):B < R" —> R" eine (ky, ..., k,)-schwach zykl. Vektor-

funktion genau dann, wenn eine disjunkte Zerlegung N, ..., N, mit k = Y k; und
i=1

eine Permutation der Elemente 1, ..., k, welche in r zyklische Permutationen von
jeweils k; Elementen zerfdllt, existieren, daf gilt

Fy, = FN.»(XNP,)a i= 1(1) k.
Beweis. 1. Sei F eine (k,, ..., k,)-schw. zykl. Vektorfunktion. Nach Voraussetzung
existiert mit k = ) k; eine sequentielle Zerlegung N, ..., N, von N, so daB mit

i=1
der Permutation
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der Indizes 1,2, .., kmit k; =) k,i=1,...,rgilt

=1
PF(PTX)N.‘ = FNi(XNRZ(i)) , b= 1(1) k.

Analog dem Beweis fiir den Fall der schwach zyklischen Vektorfunktion vom Index
k, erhélt man

(F(X))Ni = FN.-(XNRZ<.->) .

2. Sei umgekehrt N, ..., N eine disjunkte Zerlegung von N, so daB fiir eine Per-
mutation P der Menge {1, ..., k}, welche in r zyklische Permutationen von jeweils
k;, i =1,2,...,r Elementen zerfillt, gilt

FNi = FN.'(XNP:') ’ = 1(1) k.

Wir benennen die Indexmengen Ny, ..., N, nun dadurch um, daB wir die k; Ele-
mente, die durch P zyklisch vertauscht werden, jeweils in der Menge K; zusammen-
fassen und festlegen

Ni—;i= Npsmakns J =01 onki—1,i=1,2..,r,

mit k; := Y k. Damit erhdlt man mittels der Permutation RZ die Abhéangigkeiten
=1

FNi' = FN;'(XN'RZ(i))’ i= 1(1)k :

Der Schlufl des Beweises verlauft nun analog zum 2. Teil des Beweises im Fall
schwach zyklischer Vektorfunktionen. []

5. MONOTONIEAUSSAGEN

Fiir schwach zyklische Vektorfunktionen ist es nun in gewissen Fallen mdoglich,
die Isotonie einer bestimmten Potenz von F zu zeigen, obwohl diese Eigenschaft
fiir F selbst nicht zutrifft. Wir erhalten den

Satz 15. Es sei {R, +, +} ein Ringoid, {R, <} eine geordnete Menge und F =
= (f)): B < R" > R" eine schwach zyklische Vektorfunktion vom Index k der
geordneten Menge {R", <,}. F werde durch die n x n-Permutationsmatrix P auf
die zur sequentiellen Zerlegung N, ..., N, gehérige Normalform transformiert
und fiir alle Indizes ielS = K :={1,2,...,k} (ieK\IS) sei F; eine isotone
(bzw. antitone) Abbildung von {R", <p-.,} in {R™, <p-y,} mit der zyklischen

. A k
PermutatlonZ.—[k12 e
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Dann ist F* isoton, falls #(K \ IS) gerade, sonst antiton.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine n X n-Permutationsmatrix P, die F
auf die Normalform einer schwach zyklischen Vektorfunktion vom Index k trans-
formiert. Fiir die k-fache Anwendung von F auf ein Element X € R” erhalten wir also

FYX) = P"PF(PTPF(...(PTPF(P"PX)...)

k-mal

P'(P+ F - PT)*(PX) =
PYFFzl(... (Fz-if(PX)zs) .- )
= PT(:E: F,:((PX)))) .

Die Monotonie von F* ergibt sich nun unmittelbar durch

It

Il

X <, YH?Q(PX)i Sp-u(PY);, i=1,2,..,k

k-1 k-1
= Hoﬁz,i((PX),.) <p-u [1Fz((PY)), i=1,2,..,k,
=

(bzw. ;P-ll)j=0
falls #(K \ IS) gerade (bzw. ungerade)

= FYX) <, FYY) mit P(P~'I) = I nach Hilfssatz9. []
(bzw. 271)
In Satz 15 werden Monotonieeigenschaften fiir die Abschnittsfunktionen F;
der Normalform von F gefordert. Diese Voraussetzung 148t sich ohne weiteres in
Monotonieforderungen an die Komponentenfunktionen von F umformen.

Satz 16. Es sei {R, +, -} ein Ringoid, {R, <} eine geordnete Menge und F =
= (f;)): B < R"—> R" eine schwach zyklische Vektorfunktion vom Index k der
geordneten Menge {R", <,}. F werde durch die n x n-Permutationsmatrix
auf die zur sequentiellen Zerlegung N, ..., N, gehérige Normalform F gebracht

und IS sei eine Teilmenge von K := {1, ..., k}. Dann gilt
A (A f(X) isoton (bzw. antiton) A A f(X) antiton (bzw. isoton)
ieIS  1ePNinI IePNin(N\T)

(bzw.K\IS)

genau dann, wenn fiir alle i € IS (bzw. i € K\IS) F; eine isotone (bzw. antitone)
Abbildung von {R", <p-y;} in {R", <p-i;} mit der zyklischen Permutation

2. k7.
Z"[klz . k—]]m'

Beweis.
1. Fir X, Ye R" gilt
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X Zp-yy Y= P'X __<_[PTY
= A ( A ft(PTX) = f,(PTY)/\

ielS lePNinI bzw. 2)
(bzw. K\IS)
T
A AN APTX) = f(PTY) =
lePN;n(N\1) (bzw. =)

= A (A (X fm(PTX) % [pi(PTY) = J(Y) A

ielS leNinP~ 11

(bzw. K\IS)
A A fz(X) fPl(PTX) = fPl(PT ) = fl(y)) =
leN;A(N\P~1I) (bzw. <
= A F(XZz) :P‘ll Fi(YZi) .
(bzw.Zp-1y)
(bzw K\IS)

2. Fiir den Nachweis der Umkehrung fassen wir F; als isotone Abbildung von
{R", <p-1;} in {R", <p-y;} auf. Wir erhalten dann

X<, Y=>PX<p yPY= A F(PX) =p-,,F(PY)=>
i€ ZW. = -1
(bzw 115\15) (b2 Zp-ip)

= /\ (1 A fI(PX fm(PTPX) = fPl(X)( = f/(PY) =
ielS eNinP~ bzw. 2)
(bzw. K\IS)

=f,,,(PTPY) =fPI(Y) A
A A f,(PX) = fm(PTPX) = fPl(X)(b‘g fl(PY) =

IeN;A(N\P~1I) <)
= fPl(PTPY) = fm(Y)

und mit /eN;nP '/ =PlePN;nI und leN;,n(N\P 'I)=Ple PN;n
N (N \1) die Behauptung. [

Aus Satz 15 und Satz 16 ergibt sich fiir (ky, ..., k,)-schw. zykl. Vektorfunktionen
die folgende Monotonieaussage.

Satz 17. Es sei {R, +, - ein Ringoid, ‘R <1 eine geordnete Menge und F =
=(f):B < R"—> B eine (k,, ooy ky)-schw. Z}kl. Vektorfunktion der geordneten
‘Menge {R", <,}. F werde durch die n x n-Permutationsmatrix P auf Normalform
transformiert, wobei N, ..., N, die zur Diagonalform gehijrige sequentielle Zer-
legung von N darstellt. Weiter sei Ny, ..., Ny, die sequentielle Zerlegung von N,
i=1,...,r,und es gelte fiirallei =1,...,,,j=1,..,k;

i

A fi(X) isoton (bzw. antiton) A
lePNijnlI

f(X) antiton (bzw. isoton) .
lePNijn(N\I)

Dann ist F™ isoton mit m := 2 + k. g. V. (ky, ..., k,).
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Beweis. Die m-fache Anwendung von F auf ein Element X € R" ergibt

F™(X) = P"PF(PTPF(...(PTPF(P"PX)...)

=P(P.F. P—T)"' (PX)
= PT(F"(PX).

Nach Voraussetzung ist wegen Satz 15 F7* eine isotone Abbildung von {R™, <,_.;}
in sich. Damit gilt

X <, Y= (PX); Sp-y(PY);, i=12,..r
= F*((PX)) Sp-1y FIM((PY)), i=1,2,..,r
= F"(PX) <p-1; F"(PY)
= F"(X) = PTF"(PX) <, PTF"(PY) = F"(Y). O

Mit den in den Sitzen 15, 16 und 17 gegebenen Aussagen lassen sich z. B. unmit-
telbar iiber eine zyklische Vektorfunktion F definierte Iterationsverfahren der Form

X@PeR", X"*V:= F(X™), n=0,12,... (Gesamtschrittverfahren)

untersuchen und, wie in [3] fiir den Spezialfall der schwach zyklischen Matrizen
geschehen, moglicherweise auftretende Zyklen der erzeugten Iterationsfolgen erfassen.
Fiir das Einzelschrittverfahren findet man dort jedoch nur Aussagen fiir den Fall
einer in Normalform vorgegebenen schwach zyklischen Matrix. Zur Gewinnung
allgemeiner Aussagen fiithren wir die Schreibweise eines verallgemeinerten Itera-
tionsverfahrens ein, welche gleichzeitig sowohl das Gesamtschritt-, als auch Ein-
zelschrittverfahren sowie eine Klasse chaotischer Relaxationsverfahren beinhaltet.
Da das Einzelschrittverfahren wie auch die chaotischen Relaxationsverfahren nur
bei in Blockform vorliegender Vektorfunktion sinnvoll sind, gehen wir hier grund-
sdtzlich von einer sequentiellen Zerlegung der Indexmenge aus.

Definition 18. Es sei F = (f;):B < R"— B eine schwach zyklische (bzw.

(kys ..., k,)-schw. zykl.) Vektorfunktion vom Index k (bzw. k =Y k;) derart, daf
i=1

zu einer sequentiellen Zerlegung & = {Ny, ..., Nk} von N die Abhdngigkeiten
Fy, = Fy(Xyp), i=101)k,

erfiillt sind, sowie Z, eine Teilmenge der Indexmenge K :={1,2, ..., k}. Dann
definieren wir ein ,,Blockiterationsverfahren* (BIV) von X© € B ausgehend in der
folgenden Weise

Fy(X$)), falls ie Z,,

(BLV) Xgrh = {FN (XEHD), sonst i=11)k,n=0,1,2,.... O
1 Pi ’
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Bemerkungen. 1. Damit das Verfahren (BIV) durchfithrbar ist, missen wir
notwendigerweise i € Z, voraussetzen fiir alle Indizes i mit Pi > i, insbesondere
also le Z,.

2. Das Blockiterationsverfahren (B1V) stellt offensichtlich fir Z, = {1, ..., k} das
Gesamtschrittverfahren und fir Z, = {ieK ] Pi > i} das der Zerlegung A~ zu-
geordnete Blockeinzelschrittverfahren dar.

3. Definition 18 erlaubt jedoch neben den beiden eben angefiihrten Verfahren auch
die Beriicksichtigung chaotischer Iterationsverfahren. Die ausfiithrliche Beschreibung
solcher Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen findet man etwa in [7]. Zur Erldu-
terung mag hier das folgende Beispiel einer linearen Gleichung geniigen:

Es sei F(X) = AX + B fiir n = 6 gegeben durch eine 6 x 6-Matrix

00 a0 0 0|
a0 0 000
40000 a0
0 a,0 000
0000 0 a

[0 0 0 ag0 0]

und einen Vektor B = (b;) € R®. F ist schwach zyklisch vom Index 6, wobei die
zugeharige zyklische Permutation P durch

P [1 2345 6]
315264
gegeben ist. Dann ist zundchst das Gesamtschrittverfahren durch
Z,:=1{1,2,3,4,5,6}
und das Einzelschrittverfahren durch
Z,:=1{1,3,5}

festgelegt. Dagegen entspricht der Durchfithrung des Iterationsverfahrens mit zwei
Parallelprozessoren die Indexmenge

Z,:=1{1,2,3,5},
wahrend sich fiir drei Parallelprozessoren
Z,:=1{1,2,3,5,6}

ergibt. Solche Iterationsverfahren werden in [1] beschrieben durch ,,periodische
Schemata‘“. Die iibrigen Moglichkeiten fiir die Indexmenge Z, fiigen sich unter das
Konzept der reihenparallelen chaotischen Iterationsverfahren (vgl. [7]). So ent-
spricht z. B. das Blockiterationsverfahren (BIV) zur Indexmenge

Z,:={1,3,4,5}
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dem reihenparallelen chaotischen Iterationsverfahren mit der Folge
(1’ 3: 49 5) ’ (2’ 6) > (1, 3, 45 5) ’ (2’ 6) ’

Fiir Monotonieiiberlegungen bei solchen Blockiterationsverfahren ist nun interessant,
daB alle Komponentenfunktionen nach einer gewissen Anzahl von Iterationsschritten
grundsitzlich die gleiche Zusammensetzung aufweisen. Es gilt der

Satz 19. Gegeben sei eine schwach zyklische Vektorfunktion F = (f):B <
S R"— B vom Index k mit den in Definition 18 vorausgesetzten Eigenschaften,
sowie eine Teilmenge Z, < {1, 2,..., k} mit m .= #Z,.

{X™} sei die ausgehend von einem Element X® € B durch das zu Z, gehdrige
Blockiterationsverfahren erzeugte Iterationsfolge. Dann gilt

k—1
X" = (] Fy,, (X)) = F{X™), n>0.
j=0 '

Fiir die Abschnittsvektoren X:™ mit i’ = Pi, i€ Z, ist die Aussage auch fiir
n = 0 richtig.

Beweis. Zu jedem Element i € Z, definieren wir eine Teilmenge Z; := {Pi |j =
=1,2,..,1, Pli¢ Z, fir j=1,2,..,1 — 1 und P'ieZ,} von Z, Aufgrund der
Zyklizitat von P ist Z; % @ fir alle ie Z, und Z; n Z; = 0 fiir i & j. Damit ist
#Z,= #{Z;|ieZ}und U Z; = {1,2, ..., k}. Ein beliebiger Index j, € {1,2, ..., k}

i€Za

ist also Element genau einer Menge Z;,, i, € Z, und die Potenzen Pljy, j = 1,2, ...
., k — 1 durchlaufen die m Mengen Z;, i € Z,, in der Reihenfolge

Ziys Zproy, =12, Zpzoy, =1 Z; s Lpti-ry_, =1 Z;

iz > v °

mitz;:= #2,,j=0,1,...,k - L

Sei nun i € Z,. Fiir den Pi-ten Abschnittsvektor der (n + m)-ten Iterierten des
Blockiterationsverfahrens erhalten wir dann

XN = Frp(X507) = Frp, o Frp (XN =

Np2; Np3;
. _ (n+m)
= . =Fy, o Fyppo.o Fyp (X0

mit Pi, P, ..., P'""'ie Z; und
_ (n+m 1) (n+m-1)
"'FNPIOFsziO"'OFNpl( Npi+1; )“‘HFNP“( Npi+1; )’

da Pﬁ € Z,. Nach den Vorbemerkungen erhilt man also nach insgesamt m Schritten
mit Pi = pk*t1j

k
(ntm) _ (n)
XNPi ”jUIFNPJi(X

Npi) *
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Dies ergibt mit i’ = Pi unmittelbar die zweite Aussage des Satzes. Fiir die Abschnitts-
vektoren der (n + 1)-ten Iterierten erhélt man allgemein

Xxli+1) = FN-'(XE‘;':(”) = FNi ° FNFi(X(”+1)) =

Np2j

]
= FNi ®...0 Fszi(Xxl})nni) = HOFNPji(Xgli))li—li)
j=

mit i, Pi, ..., P'"li¢ Z,, Plie Z,.
Durch Anwendung der zuerst bewiesenen Aussage des Satzes fiir den Index P'i
erhdlt man nun fiirn > 0

1 1 k
(n+m) __ (n+m—1)\ __ (n—1) _
XN.- - H FNP“(XNPH1,~ - H FNPJ',- ° H FNPj(pxi)(XNP(PIi)) -
Jj=0 Jj=0 Jj=1
k-1 !

k-1
= JBOFN"“ ° FNPki OJIJlFNP,-,-(X%',;i’,,.) =JEOFNP;,~(X5~;'.~)) - g

Da nach Definition fiir das Blockiterationsverfahren F grundsatzlich in Blockform
(jedoch nicht in Normalform) vorliegt, erhalten wir den im Vergleich zu Satz 15
tibersichtlichen

Satz 20. Es sei F = (f;)):B < R" - B eine schwach zyklische Vektorfunktion
vom Index k mit den in Definition 18 angegebenen Eigenschaften, m := #Z, und
{X™} die ausgehend von einem Element X' € B durch das zu Z, gehérige Block-
iterationsverfahren grzeugte Folge. Weiter sei {R, _S_} eine geordnete Menge und
fir alle Indizes ielS < K :={1,2,...,k} (bzw. ie K\IS) sei F; eine isotone
(bzw. antitone) Abbildung von {R"™"', <,} in {R™, <,} (I = N). Dann gilt

X® gIX(r) = XG+m) §1 X(!+m>
(bzw. 271)

fiir alle s, t > 0, falls #(K \IS) gerade (bzw. ungerade).
Beweis. Nach Satz 19 folgt

X® §1X(t) = A X(iS) éIX(‘_t) = X6tm Fk(X(s)) —

i=1(1)k
k-1 k-1

= ([T Frp (X)) =1 (T]F,,(X0) = F(X®) = x¢*™ . O
j=o (bzw.21) j=0

Ein entsprechendes Resultat erzielt man fir (ky, ..., k,)-zyklische Vektorfunktio-
nen. Es gilt der

Satz 21. Es sei F =(f):B < R"— B eine (ky,..., k,)-schwach zykl. Vektor-

funktion derart, daf die zugehdrige Zerlegung Ny, ..., N, von N mit k =Y k;

i
i=1
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sequentiell ist und mit einer Permutation P der Menge K := {1,2,...,k} die
Abhdngigkeiten

FN.' = FN.'(XI\'P-')’ = l(l)k’

bestehen. Weiter sei {R, §} eine geordnete Menge und fiir alle i € K sei F; eine
isotone oder antitone Abbildung von {R™, <,} in {R", <;} I = N). K, i =
= 1(1) r seien die Teilmengen von K, welche P zyklisch permutiert.

Dann gilt fiir die ausgehend von X® e B durch das zu einer Menge Z, < K
gehérige Blockiterationsverfahren erzeugte Folge {X(")}

XO <, X0 = X6t < X 51> 0,
mit m:= 2+ k.g.V(my,...,m,) und m; := #(Z, nK,), i = 1(1) r.

Beweis. Nach Definition 13 ist fiir alle i = 1,2, ..., r die Funktion Fy, eine
schwach zyklische Vektorfunktion vom Index k;. Nach Satz 20 gilt also fiir s, > 0

XO <, X0 = A XQ S X0 = A XOT g xrm o
i=1(1)r i=1(1)r

= X(s+m) éIX(t+m) i E]

Im Falle der Matrixoperatoren sind die Voraussetzungen von Satz 21 besonders
einfach zu realisieren. Es geniigt hier, diejenigen Abschnittsfunktionen, die aus mehr
als einer Komponentenfunktion bestehen, gemaB der in Abschnitt 2 gegebenen
Eigenschaften auf ihre Isotonie bzw. Antitonie zu iberpriifen. Falls siémtliche Ab-
schnittsfunktionen nur eine Komponente besitzen, so gilt:

Korollar 22. Es sei {R, +, +, <} ein linear geordnetes Ringoid und F(X) = A -
X + B,Ae MR, Be V,R eine (ky, ..., k,)-schw. zykl. Abbildung mit Y k; = n.
i=1

i

Ferner sei {X™} die durch das zu einer Menge Z, gehdrige Blockiterationsver-
fahren erzeugte Iterationsfolge und m wie in Satz 21 definiert. Dann ist jedes
Element X, t > 0, der Folge {X™} Ausgangselement einer monoton wachsenden
Folge X, X(+m x(*+2m  _ beziiglich der Ordnungsrelation <, in V,R mit
Iii={ie{l,..,n}|x{" < x{"*m}.

Beweis. Im vorliegenden Fall sind die Abschnittsfunktionen F; gegeben durch
die Komponentenfunktionen

Jilxp) = @ipis xpi+ b;, i=1,..,n.

Unabhiangig davon, welche der Relationen < und = man als Ordnung in Urbildraum
und Bildraum verwendet, bildet f; also grundsitzlich einen isotonen oder antitonen
Operator. Somit kann die in Satz 21 betrachtete Ordnungsrelation <, hier beliebig

z. B. durch I, festgelegt werden. Aus Satz 21 folgt nun die Behauptung. O
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6. NUMERISCHE BEISPIELE

Alle vorangehenden Betrachtungen wurden moglichst allgemein gehalten, um
vielseitige Anwendbarkeit zu erreichen. So wurde nicht wie bei der Untersuchung
nichtlinearer Gleichungen iiblich ein linearer Raum vorausgesetzt, sondern lediglich
der Raum R” der n-Tupel iiber einem Ringoid {R, -+, -} zugrunde gelegt.

Bei der Angabe von Beispielen wollen wir nun die hierdurch gegebenen Moglich-
keiten nutzen und grundsitzlich von den Verhiltnissen, wie sie beim numerischen
Rechnen tatsichlich vorliegen, ausgehen.

Wir legen daher die Menge R, ., ., der normalisierten Gleitpunkizahlen zur
Basis b, Mantissenlinge m und minimalem (bzw. maximalem) Exponenten e,
(bzw. e,) zugrunde:

R boser 1= {xeRIx =x0.dd,...d,.b% xe{+, =1},
die{0,1,..,b—1} fir i=1(1)m,d, +0,e <e=e,eecK}ju{0],

mbeN, b= 2.
Als Teilmenge des vollstindig linear geordneten Ringoides

{Rm,b,eza +’ Ty é}
mit
R

m,b,ez

ZI{XERHx|§p, p:=0.dd,...d,. b, di=b—-1
fiir i = 1(1) m} :
und einer beziiglich der Grenzelemente p, —p abgeschlossenen reellen Arithmetik

T, %, bildet { R, p.e,.crr <} ein symmetrisches Raster von {R,, , .., +, +, <}. Fithren
wir in R,, ., .., Wiederum Verkniipfungen @, © mittels der Definition

A a®@b:=0(@Fb)Aa®b:=0(a.b)
abeR,

m,b.eq,e2

ein, wobei O eine monotone antisymmetrische Rundung von R, ; ., auf R
bedeutet, so bildet {R, ., ., D, O, <} ebenfalls ein vollstindig linear geordnetes
Ringoid.
Die Verkniipfungen in dem Vektoid {V,R, 5., cps Rum.p.c,.c,} der n-Tupel iiber dem
" Ringoid Ry p.,., ergeben sich dann wie iiblich aus der komponentenweisen
Definition, wihrend eine Ordnungsrelation <; gemdB Abschnitt 2 einzufiihren ist.
(Zum Begriff des Vektoides siche [8], [5].)

1. Wie betrachien zundchst den Operator

[-0870 x5 @ 1)
-0330x, @1
0680 xs @1
0790 x;@1
-0 480 x, @1
| 0% 0ox o 1]

m,b.ey, ez

TX =
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in VyRy 10.e1.e, T stellt eine (3, 3)-zyklische Vektorfunktion dar mit der zugehdrigen
Permutationsmatrix

(100000
010000
000010
001000
000100

[0o00001]

P =

Infolge der einfachen Form der Komponentenfunktionen von T 1aBt sich der
betrachtete Operator auch schreiben in der Form

TX = AX + B
mit der 6 x 6-Matrix
0 0 0 0 -0870 |
—-0.53 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 068
A=l 0o 0o —omo o o |EMRare
0 -048 0 0 0 0
| o 0 0 09 o0 0 |

und dem Vektor B = (1, 1,1, 1, 1, 1)T € V,R3,.
Damit erfiillt T die Voraussetzungen des Korollars 22 mit

P:[12345q

516324

und K, = {1,2,5}, K, = {3,4, 6}. Im Fall des Gesamtschrittverfahrens, d. h. fiir
Z,={1,2,..,, 6}, bendtigt man also héchstens 6 Iterationsschritte, um jeweils wieder
vergleichbare Iterierte zu erzeugen, wiahrend beim Einzelschrittverfahren wegen
Z, = {1, 3} hochstens 2 Schritte benétigt werden. Aufgrund weiterfithrender Uber-
legungen (siche etwa [3]) endet eine durch das entsprechende Iterationsverfahren

erzeugte Folge somit auf jeden Fall in einem Zyklus, dessen Linge 6 bzw. 2 teilt.
Die Durchfiihrung der Verfahren bestatigt diesen Sachverhalt durch die Folgen

[

] [ 045)
5 0.76
1.5
-0 |
0.64
J | 0.72)

— e O

—:
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0.44] 0.44] 044 [ 045] [ 045] [ 045]
0.76 0.77 0.77 0.77 0.76 0.76
L5 1.6 1.6 1.6 1.5 1.5
=02 |’ |=02 |’ |=03 |’ =03 ]"|=03 |”|-02|"
0.64 0.64 0.63 0.63 0.63 0.64
| os81] | o081] 0s81] | 072] | 072) [ 072
.. und
1] [ o013] [ 0s52] [ 043] [ o045]
0.5 0.93 0.72 0.77 0.76
1 L7 L5 1.6 L5
1 |° =03 | |=02["|=03]"[-02]"
1 0.55 0.65 0.63 0.64
[1 | 072) | os8t] | o072] [ o0381]
0.44] [ 045)
0.77 0.76
1.6 1.5
03 |7 | =02 |
0.63 0.64

[ o72] | os1]

Fir Z, = {1,2,3, 4} beispielsweise erzeugt die Iteration ausgehend von demselben
Startelement den maximal mdglichen 4-Zyklus

0.44] [ 045] 0.45] 0.44] [ 044]
0.77 0.77 0.76 0.76 0.77
1.6 Ls L5 1.6 1.6
=03 =03 |7 |02 | f-02 | [-03 [’
0.63 0.63 0.64 0.64 0.63

| o72) | o72) | os81) | os81] | 0.72]

' 2. Als Beispiel einer nichtlinearen Abbildung wihlen wir die Funktion F : R® — R®
mit
1 — x5
F(X) =2/|x] - sign (x3) | .
(x§ = x)[25

Diese Abbildung ist eine in Normalform gegebene zyklische Vektorfunktion vom
Index 2. Die zugehdrige sequenticlle Zerlegung der Indexmenge N = {1, 2, 3} ist
N, ={1,2}, N, = {3}. Die Frage nach Monotonieeigenschaften fiir die Abschnitts-
funktionen F,, i = 1,2 bei numerischer Auswertung von F 1aBt sich positiv be-
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antworten: Die Auswertung der Komponentenfunktionen wird ia. im Raum
{ By per.er @, ©, <} vorgenommen und wir schreiben daher F in der Form

10 x;
F(X) = |20 (O /|xs]) © sign (x3)
(x; O x; © x; ©x;) ©0.04

Mit den Rechenregeln (0D1), (0D2) und (0D3) eines geordneten Ringoids ist dann
unmittelbar klar, daf

Fl(x) = <;,1)‘ O x . >
& (Ol @ sien (¥
eine isotone Abbildung von {Ry e, e <} in {RE 4e,er (£)} ist, withrend wir fiir
F)(X)=x, 0%, O x; ©x;
nachweisen, daB eine antitone Abbildung von {R2 ., .., (3)} in {R, <} vorliegt:
Seien X = <§1> , Y= (y‘>e{ﬂ(\",z,,,l,‘ehe2 mit x, = y; und x, < y,. Da ein linear

2 V2
geordnetes Ringoid zugrunde liegt, konnen wir die folgenden drei Félle unterscheiden:

1. Esist
0=y 2x,=202y, 0y =2Xx,0/1 =X, 0x=
=0=(»,0y)0y, £(x1Ox) Oy =
S(x Ox)0Ox,
nach (0D3). (0D1) und (0D2) ergeben weiter

X272, 20y, £0x;
und

()10V10y1©) O004 = (x, 0x; Ox Ox) ©0.04,
d.h. Fy(Y) £ Fy(X).
2. Fir y, < x; £ 0 gilt
0=x,0x, 20y, 2710
und damit
(31O¥)Oy £(*x0x)Ox;, £0.
Wie im Falle 1 folgt wieder F,(Y) < F,(X).

3. Fall y; £0 < x ist, erhdlt man x, © x, ® x;, Z0und y; © y; © y; = 0und
daraus wieder wie im Fall 1 FZ(Y) < FZ(X)_ Damit erfiillt F die Voraussetzungen
von Satz 15 fir die Ordnungsrelation =5, I := {2,3} und IS = {1} = K = {1,2}
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(die Permutationsmatrix P ist hier durch die Einheitsmatrix gegeben), d. h. F? ist
ein antitoner Operator von {Ri,b.el,ez’ <} in sich. Fiir die Durchfithrung des Ge-
samtschrittverfahrens bzw. des Blockeinzelschrittverfahrens besagt dann Satz 20,
daB nach jeweils 4 bzw. 2 Iterationsschritten aus vergleichbaren Iterierten wiederum
in derselben Weise vergleichbare Iterierte entstehen. GemaB [3] kann man daher
fiir die berechneten Iterationsfolgen hochstens einen 4-Zyklus bzw. 2-Zyklus er-
warten, falls solche vergleichbare Iterierte auftreten. Die Rechnung im Raum
(R3,10.e,.00 @, O} bestiitigt dies tatsichlich:

0 1 1 0.96 0.96 0.98 0.98
zZ,={1,2}:101,{0], (O ,104 1,(04 ), (026]), 1026 |,
0 0 0.04 0.04, 0.18 0.18 0.027

0.97 0.97 0.98 0.98 0.97 0.97
032 },1032 ), {03 , 103 , 1032 1,1032 |, ....
0.027 0.024 0.024 0.026 0.026 0.024,

o\ /1 096\ [0.98\ [097\ /098)\ /097
z,={i}:{0], {0 |, {04 |, (026 |, (032 ], (03 |, |032
o/ \o.o4/ \o.o18/ \0.027/ \0.024/ \0.026/ \0.024

oL 7

g sen o

Diese Arbeit wurde von der Fakultidt fiir Mathematik an der Universitdt Karls-
ruhe als Habilitationsschrift genehmigt.
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Souhrn

O SLABE CYKLICKYCH ZOBRAZENICH V NELINEARNICH
SOUCINOVYCH PROSTORECH A NEKTERE VYROKY
O MONOTONII

CHRISTIAN ULLRICH

Prace se zabyva nékterymi vlastnostmi tzv. slabé cyklickych vektorovych funkci.
Obecna definice slabé cyklické funkce zahrnuje specialni pifipad funkce 4Ax, kde A4
je slabé cyklicka matice. V praci se zkouma hlavné monotonie zminénych vektoro-
vych funkci, pfi¢emzZ monotonie je chdpana ve zobecnéném smyslu.
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