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SVAZEK 24 (1979) AP L I KAC E M A TE M ATI K Y ČÍSLO s 

ÜBER EINE MODIFIKATION EINES VERALLGEMEINERTEN 
ÜBERRELAXATIONSVERFAHRENS 

MIROSLAV SISLER 

(Eingegangen 6. Oktober 1977) 

In den Arbeiten [2] —[5] wurde ein gewisses Iterationsverfahren für die Lösung; 
eines linearen Gleichungssystems 

(1) x = ßx + b 

untersucht; dabei ß bezeichnete eine schwach p-zyklische, konsistent geordnete 
n x n Blockmatrix. Das Iterationsverfahren wurde durch die Beziehungen (3), (4), 
(5), (6) aus der Arbeit [2] definiert (man bemerke, dass die Beziehung (6) aus der 
Arbeit [2] folgenderweise lauten soll: xv + 1 = T(a, ß) xv + P(a, ß) b). Eine genaue 
Formulierung der Voraussetzungen kann man in der Arbeit [2], Seite 327 (siehe die 
Beziehung (7)) finden. 

In den Arbeiten [3], [4], [5] wurde gezeigt, dass unter gewissen, die Wahl von der 
Parametern a, ß und die Lage der Eigenwerte der Matrix ß betreffenden, Bedingungen 
das untersuchte Verfahren schneller, als das Überrelaxationsverfahren, konvergiert 
(das Überrelaxationsverfahren ist dabei ein Spezialfall des untersuchten Verfahrens). 

In dieser Arbeit untersucht man den Fall, wenn ß eine ganz allgemeine Matrix mit 
dem Spektralradius Q(B) < 1 ist. Statt des Systems (l) untersuche man nun das fol­
gende Gleichungssystem: 

(2) x = By + h, 

y = ßx + b . 

Es ist offensichtlich, dass man für die Lösung x des Systems (l) die Lösung x und 
y = x des Systems (2) bekommt; es gilt im Gegenteil, dass für die Lösung x, y des 
Systems (2) x = y gilt, wobei x eine Lösung des Systems (l) ist. Das System (2) kann 
man ferner folgenderweiche schreiben: 

(3) z = C z + c, 
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wobei z = [ |, C = f — — ] , c = [ ) gilt. Da C2 = [— ! gilt, besitzen 
\Y) \B\o) \b) \o | B2) 

die Matrizen ß2, C2 identische Eigenwerte und es gilt also Q(C2) = O(ß2)- Da C 
eine schwach 2-zyklische Matrix ist, gilt auch Q(C) = O(ß) < 1. Die Matrix C 
schreibt man jetzt in der Form 

C = L+ U, 

Vß o) 
wo L = ( ~ j ~ ), U = ( —L— j ist. Da die Matrizen C, L, U alle Bedingungen für 

die Matrizen ß, L, U aus der Arbeit [2], S. 327, erfüllen, kann man zu der Lösung 
des Systems (3) eine durch folgende Formeln definierte Methode benutzen: 

(4) zv+1 = T(a,/?) zv + P(a,/?) c , 

(5) T(«, ß) = (a£2„ + ßL)-1 [(« - 1) £2„ + (ß + l) L + U] , 

(6) P(«,^) = (a£2„ + ^L)- 1 ; 

dabei bezeichnet a, ß reelle, von Null verschiedene Parameter und E2n die Einheits­
matrix der Dimension In (die Beziehungen (4), (5), (6) entsprechen dabei offen­
sichtlich den Beziehungen (4), (5), (6) aus der Arbeit [2]). 

Aus (5), (6), (7) folgen jetzt folgende Beziehungen: 

/«£„, O Y ((<* - 1) -"' ß \ (XÄ , Mn, O 
\ßB, a£„( \(ß + 1) ß, (« - 1) Ej \YJ + \ßB, a£ 

a£„, O \ /xv + A /(a - l) £„, ß \ /x v \ /b 

^ ß , a£„( V/v + 11 V(/3 + 1) ß, (« - l) EJ W Vb 

(7) axv+1 = ( a - l)xv + ßyv + b , 

(8) ayv+1 = (a - 1) yv + (ß + 1) ßxv - /?ßxv+1 + b . 

Bei der Bezeichnung 2̂v = xv> C2V+1 = yv, v = 0, 1,2,... bekommt man die 
durch den Beziehungen 

(9) «Cf = (a - 1) Cf-2 + ßC;-i + b (für gerade i), 

(10) aC; = (a - 1) Cj-2 + (/i + 1) BC.-3 - Ä - . + & (für ungerade i), 

definierte Folge {£,-}r=2- Falls man ferner ß = —1, a = l/co legt, folgt aus den 
Beziehungen (10), (11) die Beziehung 

(11) Cf = (l -o>)C.-2 + - ? ; . - ! + &, i = 2 , 3 , . . . , 

was dem, auf das 2n-dimensionale System (3) (siehe z. B. [l]) angewandten Über­
relaxationsverfahren entspricht. j 
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Die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge {Ct}T=2 z u der Lösung x des Systems 
(l) hängt von dem Spektralradius der 2rc-dimensionalen Matrix T(a, ß) ab. Den 
Zusammenhang zwischen den Eigenwerten dieser Matrix und den Eigenwerten der 
Matrix ß 2 drückt folgender Satz aus. 

Satz 1. A. Es sei X ein Eigenwert der Matrix T(cc, ß). Falls X + (ß + \)\ß ist 
und falls die Zahl o die Beziehung 

(12) (1 - a + Aa)2 = a(l + ß - Xß) 

erfüllt, ist a ein Eigenwert der Matrix B2. 

B. Falls o ein Eigenwert der Matrix B2 ist, dann ist jede Wurzel X der Gleichung 
(12) ein Eigenwert der Matrix T(a, ß). 

Beweis . A. Man setze voraus, dass X ein Eigenwert der Matrix T(a, ß) ist. Dann 

existiert ein von der Null verschiedener Vektor z = l ) , sodass 
\YJ 

T(a, ß)z = Xz 

oder 

-І)EZІ.-M)-Ą) KßB, «E„7 \(ß + 1) ß 

gilt. Daher folgt schrittweise 

(a - 1) E„, ß \ / x \ /a£ n , O \ /x\ 

K(ß + 1) ß, (a - 1) Ej \y) \ßB, a£ J \y) ' 

(a - 1) x + By = Xax , 

(ß + 1) ß x + (a - 1) y = XßBx + Xay, 

(13) (1 - a + Xa) x = By , 

(14) (1 + ß - Xß) ß x = (1 - a + Xa) y . 

Aus (13) folgt sofort 

(15) (1 - a + Xa) ßx = ß 2 y . 

Da nach der Voraussetzung 1 + ß — Xß 4= 0 ist, folgt von (14) und (15) die Be­
ziehung 
(16) ß 2 ( 1 - a + AaY 
V ' 1 + ß - Xß 

sodass man angesichts (12) die Gleichung 

(17) ß 2 y = oy 
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bekommt. Falls y 4= o gilt, ist o ein Eigenwert der Matrix ß 2 , was zu bewiesen war. 
Falls y = o ist, gilt x + o angesichts z + o. Von (13) und (14) folgt dann sofort, 
dass (1 - a + Xa) x = o, (1 + ß - Xß) Bx = o ist. Aus der Beziehung X # (ß + l)/ß 
ergibt sich 1 + ß — Xß =j= 0 und es ist also ßx = o, Angesichts x + o ist ferner 
1 — a + Aa = 0. Da er nach der Voraussetzung die Gleichung (12) erfüllt, muss 
o = 0 sein; die Zahl er = 0 ist tatsächlich ein Eigenwert der Matrix ß2 , da ßx = o, 
x + o gilt. 

Dadurch ist der erste Teil des Satzes 1 bewiesen. 

B. Es sei nun o ein Eigenwert der Matrix ß 2 . Man untersuche folgende drei 
Möglichkeiten: 

a) a = — ß, o + 0. Dann ist die Gleichung (11) von der Form 

(18) (1 + ß - Xß)2 -o(l+ß- Xß) 

und die Zahl X = (1 + ß)\ß ist eine ihrer Wurzeln. Man kann leicht beweisen, dass 

diese Zahl X ein Eigenwert der Matrix T( — ß, ß) ist. Falls nämlich z — l ) gilt, wo x 

ein beliebiger von Null verschiedener Vektor ist, kann man leicht die Gültigkeit 
der Beziehung T(-ß,ß)z = [(ß + l)/ß] z beglaubigen. 

Man untersuche ferner die zweite Wurzel der Gleichung (18), d. h. die Zahl 
X = (1 + ß — o)\ß. Da nach der Voraussetzung o ein Eigenwert der Matrix ß 2 ist, 
existiert ein solcher Vektor x + o, dass ß 2 x = ox gilt. Man definiert einen Vektor y 
durch die Beziehung y = ßx . Es ist nun leicht zu bewiesen, dass folgende Beziehung 
gilt: 

(19) T(-ß,ß)z = [(l+ß-o)lß]z, z = Q . 

Diese Beziehung ist nämlich folgenden Beziehung ekvivalent: 

- ( 1 + ß)x + By= -(1 +ß-c)x, 

(1 + ß) ßx - (1 + ß) y = (1 + ß - o) Bx - (1 + ß - o) y . 

Davon folgt sofort, dass 

By = ox, Bx = y 

und auch ß 2 x = By = ox gilt. Es gilt also (19), was wir beweisen sollten. 

b) Es sei jetzt a = — ß, o = 0. Die Gleichung (12) ist dann von der Form 
(1 + ß — Xß)2 = 0 und sie besitzt also eine zweifache Wurzel X — (ß + 1)//?. Die 

Beziehung T(-ß,ß)z = [(ß + l)/ß] z gilt dann für den Vektor z = ( X L wo x ein 

beliebiger, von Null verschiedener Vektor ist. 
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c) Es sei a 4= — ß. Dann kann man beweisen, dass für jede Wurzel X der Gleichung 
(12) die Beziehung 1 + ß - Xß * 0 gilt. Falls nämlich 1 + ß - A/? = 0 gilt, gilt 
auch X = (1 + />)/ß und aus der Beziehung (14) folgt dann die Gleichung 

(20) (V« + -±*. 

Da o- ein Eigenwert der Matrix ß 2 ist, ist y 4= o in (20) und nach (20) ist 1 — a + 
+ [(1 + ß)jß] a = 0 oder a = — ß, was ein Widerspruch ist. 

Man untersuche also den Fall, dass X 4= (1 + />)//? und o- 4= 0 ist. Aus der Be­
ziehung (17) mit y 4= o und aus (12) folgt dann die Beziehung (16). Mann wähle jetzt 
einen solchen Vektor x, dass (13) gilt. Aus (13) und (16) folgt dann sofort 

(21) ( l - a + la)ßxJl^t^y. 
W V ; 1 + ß - Xß 

Falls 1 — a + Xoc 4= 0 ist, folgt sofort aus (21) die Beziehung (14). Da die Beziehun­
gen (13) und (14) ekvivalent mit der Beziehung T(a, ß) z = Xz sind, ist X ein Eigen­
wert der Matrix T(a, ß), was zu bewiesen war. Der Fall mit 1 — a + Xoc = 0 kann 
nicht vorkommen, da aus (12) o = 0 folgen würde, was ein Widerspruch mit der 
Voraussetzung o 4= 0 wäre. 

Es sei ferner o = 0. Aus (12) folgt dann, dass 1 — a + Xcc = 0 oder X = (a — l)/a 
ist. Es sei y ein von Null verschiedener und der Zahl o = 0 entsprechender Eigen­
vektor. Die Beziehung (17) ist dann der Form ß2y = o; es ist also die Matrix ß 
singulär und es existiert ein solcher von Null verschiedener Vektor x, dass ßx = o 
gilt. Man kann leicht die Gültigkeit der Beziehung T(a, ß) z = (a — l)/a z mit z = 

beglaubigen. 

Dadurch ist der Satz 1 bewiesen. 

Man bemerke noch, dass der Satz 1 aus dem Satz 1 der Arbeit [2] folgt. Man 
untersuche nämlich statt der Matrix ß aus dem oben erwähnten Satz die Matrix 

o |ß \ / o !o \ /o |ß 
und ihre Zerlegung C = L + U, wo L = ( — — und U = 

KB\OJ \B\ OJ \0 [0 
ist. Mir Rücksicht darauf, dass es sich um eine schwach zweizyklische Matrix handelt 
genügt es in dem Satz 1 der Arbeit [2] p = 2, h = k = 1 zu legen. Da ferner die 
Eigenwerte der Matrix C2 identisch mit den Eigenwerten der Matrix ß 2 sind, bekommt 
man sofort den Satz 1 dieser Arbeit. Ein elementarer Beweis des Satzes 1 wurde durch 
eine spezielle Zerlegung der Matrix ß auf die Matrizen L und U ermöglicht. 

Der Satz 1 ermöglicht einige Ergebnisse der Arbeiten [3], [4], [5] auf den erwägten 
2rc-dimensionalen Fall anzuwenden. Man setze voraus, dass für die Eigenwerte ot der 
Matrix ß 2 die Ungleichungen 0 < ot < 1 gelten und dass s = min oh S = max ot 

i i 
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ist. Solange ß = — l Und a = ljco gilt, bekommt man das, dem Oberrelaxations­
verfahren entsprechende, Iterationsverfahren (11). Es ist bekannt, dass 

min Q(T(1\(0 , - 1 ) ) _ (1 _ ^ (1 _ S))/(l + ^ ( 1 - S)) für co = 2/(1 + j(l - S)) 
CO 

gilt. 
Man bezeichne jetzt mit iQ eine Menge solcher Punkte [a, ß]9 a > 0, für die 

Q(T(OC, ß)) _ (1 - 1/(1 - S))l(l + 7 (1 ~ S)) gilt (es handelt sich also um eine 
Menge der Parameter [a, ß], für die das durch die Formeln (9), (10) definierte 
Iterationsverfahren wenigstens so schnell, wie das Verfahren ( l l ) für den optimalen 
Parameter [aopt, ßopt] konvergiert). Die Gestalt der Menge _~2 ist dann durch die 
Sätze festgestellt, die ganz analogisch den Sätzen 2, 3 aus der Arbeit [4] sind, insofern 
man in diesen Sätzen die Zahl m2 bzw. M 2 durch die Zahl s bzw. S ersetzt. Eine 
annähernde Lage der optimalem Parameter [aopt, ßopt] gilt der folgende Satz an: 

Satz 2. Es sei 1 - j(l - S) < s ^ S und 

a0 = (1 + V(l - S))(l - s)l(l + V(i - S) - s), 

ß0= ~2(l-s)l(l + v / ( l _ S ) _ s ) . 

Dann ist [a0, ß0] e iQ und es gilt 

«PK.. W) s «PK«) - X 1 + /.^(.—))< ^ ^ 
wobei für s = S die Gleichheit 

1 + J(1-S) 

ö ( % P , J o p t ) ) ^ ( % J i ) ) = 0 
gi/f. 

Der Satz 2 ist analogisch dem Satz 4 aus der Arbeit [4]. 
Analogische Ergebnisse bekommt man für den Fall ot < 0, i = 1, . . . , n Man 

bezeichnet S = max lo-J, s = min |crf|; es ist bekannt, dass das den Parametern 
i i 

ß = — 1 und a = ljco entsprechende Iterationsverfahren am schnellsten für co0 = 
= 2/(1 + y/(l + S)) konvergiert und es gilt dann O(T(l/cü0, - 1 ) ) = (1 - ^/(l + S)) : 
: (1 + y/(l •+ S)). Falls man wieder durch «Q die Menge solcher Parameter [a, ß], 
a > 0 bezeichnet, für die Q(T(OC, ß)) = -(1 - v

7(l + S))/(l + j(l + S)) ist, gelten 
für die Gestalt dieser Menge den Sätzen 2, 3 der Arbeit [5] analogische Sätze, so­
lange man wieder die Zahl m2 bzw M 2 durch die Zahl s bzw. S ersetzt. Die annä­
hernde Lage der optimalen Parameter [aopt, ßopi] gibt folgender, dem Satz 4 aus der 
Arbeit [5] analogischer, Satz an: 

Satz 3. Ese sei - 1 + J(l + S) < s S S, 

a0 = (1 + V(l + S))(l + s)l(l + V(l + S) + s), 
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ßo = - 2 ( 1 + s)/(l + . 7 ( 1 + S) + s). 

Dann ist [a0, j?0] e fi u n d e s gilt 

«*~ *-»ä 5)T(- W)" ̂ (rrJriW)) < - ni-rll • 
wobei für s = S die Gleichheit 

e(T(aopt, ßopt)) = e (T(a 0 ) ß0)) = 0 

gilt. 
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S o u h r n 

O JEDNÉ MODIFIKACI ZOBECNĚNÉ SUPERRELAXAČNÍ METODY 

MIROSLAV ŠISLER 

Zkoumá se rychlost a optimalizace jisté iterační metody pro řešení soustav lineár­
ních rovnic tvaru x = Bx + b, která závisí na dvou parametrech a je zobecněním 
superrelaxační metody. V práci jsou aplikovány některé předchozí autorovy výsledky 
platné za předpokladu slabě p-cyklické matice B na případ soustavy s obecnou mati­
cí B. Jsou uvedeny formule pro přibližnou hodnotu optimálních parametrů. Rychlost 
konvergence je porovnávána s rychlostí optimalizované superrelaxační metody. 

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Šisler, CSc, Matematický ústav ČSAV, Žitná 25, 
115 67 Praha 1. 
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