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SVAZEK 24 (1979) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo s

UBER EINE MODIFIKATION EINES VERALLGEMEINERTEN
UBERRELAXATIONSVERFAHRENS

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen 6. Oktober 1977)

In den Arbeiten [2]—[5] wurde ein gewisses Iterationsverfahren fiir die Losung
eines linearen Gleichungssystems

(1) x=Bx+b

untersucht; dabei B bezeichnete eine schwach p-zyklische, konsistent geordnete
n x n Blockmatrix. Das Iterationsverfahren wurde durch die Beziehungen (3), (4),
(5), (6) aus der Arbeit [2] definiert (man bemerke, dass die Beziechung (6) aus der
Arbeit [2] folgenderweise lauten soll: x,,, = T(x, ) x, + P(x, B) b). Eine genaue
Formulierung der Voraussetzungen kann man in der Arbeit [2], Seite 327 (siehe die
Bezichung (7)) finden.

In den Arbeiten [3], [4], [S] wurde gezeigt, dass unter gewissen, die Wahl von der
Parametern a, f und die Lage der Eigenwerte der Matrix B betreffenden, Bedingungen
das untersuchte Verfahren schneller, als das Uberrelaxationsverfahren, konvergiert
(das Uberrelaxationsverfahren ist dabei ein Spezialfall des untersuchten Verfahrens).

In dieser Arbeit untersucht man den Fall, wenn B eine ganz allgemeine Matrix mit
dem Spektralradius ¢(B) < 1 ist. Statt des Systems (1) untersuche man nun das fol-
gende Gleichungssystem:

() x =By + b,
y=Bx+b.

Es ist offensichtlich, dass man fiir die Lésung x des Systems (1) die Losung x und
Y = x des Systems (2) bekommt; es gilt im Gegenteil, dass fiir die Lésung x, y des
Systems (2) x = y gilt, wobei x eine Ldsung des Systems (1) ist. Das System (2) kann
man ferner folgenderweiche schreiben:

(3) : z=Cz+c,
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. OB b 2
wobei z = (¢ , C= ﬁJW. , €= gilt. Da C? = B |O gilt, besitzen
y B|O b o |B?

die Matrizen B?, C? identische Eigenwerte und es gilt also o(C?) = o(B?). Da C
eine schwach 2-zyklische Matrix ist, gilt auch ¢(C) = ¢(B) < 1. Die Matrix C
schreibt man jetzt in der Form

cC=L+U,

wo L= (0_'_0 , U= o ' B ist. Da die Matrizen C, L, U alle Bedingungen fiir
B i (o) (o] [ o

die Matrizen B, L, U aus der Arbeit [2], S. 327, erfiillen, kann man zu der Losung

des Systems (3) eine durch folgende Formeln definierte Methode benutzen:

(4) Z,4 1 = T(O" ﬁ) z, + P(d,ﬁ)C,
(5) T(x, ) = (¢, + BL) ' [(a — 1) Ep + (B + 1) L + U],
(6) P(x, p) = («E;, + BL) ™" ;

dabei bezeichnet a, 8 reelle, von Null verschiedene Parameter und E,, die Einheits-
matrix der Dimension 2n (die Beziehungen (4), (5), (6) entsprechen dabei offen-
sichtlich den Beziehungen (4), (5), (6) aus der Arbeit [2]).

Aus (5), (6), (7) folgen jetzt folgende Bezichungen:

Gr)-Gara) (G5 oo ne) ()~ Gor ) " (2):
(o o)) = (G e e e )+ ()

(7) ax,.; = (¢ — 1)x, + By, + b,
(8) ay,+y =(2¢ — 1)y, + (B + 1) Bx, — fBx,,, + b.

Bei der Bezeichnung ¢,, = x,, {5,141 =VY,, v=20,1,2,... bekommt man die
durch den Beziehungen
9 «=(@—=1)¢ 5+ Bl +Db (fiir gerade i),
(10) ol =(x—1)&_5 + (B + 1)Bl;_3 — BBL;; + b (fiir ungerade i),
definierte Folge {{;};2,. Falls man ferner f = —1, « = I/w legt, folgt aus den
Bezichungen (10), (11) dic Bezichung
(11) Li=(1—w)&_, + B+ b, i=2,3,..,

was dem, auf das 2n-dimensionale System (3) (siehe z. B. [1]) angewandten Uber-
relaxationsverfahren entspricht.
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Die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge {{;}2, zu der Lésung x des Systems
(1) hingt von dem Spektralradius der 2n-dimensionalen Matrix T(«, f) ab. Den
Zusammenhang zwischen den Eigenwerten dieser Matrix und den Eigenwerten der
Matrix B? driickt folgender Satz aus.

Satz 1. A. Es sei A ein Eigenwert der Matrix T(a, B). Falls A % (B + 1)/ ist
und falls die Zahl o die Beziehung

(12) (1= a+ ) = o(1 + f — Ap)

erfiillt, ist ¢ ein Eigenwert der Matrix B2,

B. Falls o ein Eigenwert der Matrix B? ist, dann ist jede Wurzel ) der Gleichung
(12) ein Eigenwert der Matrix T(a, p).

Beweis. A. Man setze voraus, dass A ein Eigenwert der Matrix T(a, §) ist. Dann

existiert ein von der Null verschiedener Vektor z = (;), sodass
T(a,p)z = Az
«E,, O \7! ((« — 1)E,, B x\_ (%
BB, «E, B+1)B, (a—1)E,J\y) “\y
gilt. Daher folgt schrittweise
(e —1)E,, B x\_, oE,, O x
B+1)B, («a—1)E,/J\y) “\BB, «E,)\y)’
(x = 1) x + By = Jax,
(B+1)Bx + (« — 1) y = ABBx + Jay,

oder

(13) (1 — a + Jz) x = By,

(14) 1+B—-2p)Bx=(1—a+ a)y.
Aus (13) folgt sofort

(15) (1 — o« + Aa) Bx = B?y.

Da nach der Voraussetzung 1 + B — AB =+ 0 ist, folgt von (14) und (15) die Be-
ziehung

(16) gy _ (L=t Ja)

1+p-28 "
sodass man angesichts (12) die Gleichung
(17) B%y = gy
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bekommt. Falls y #+ o gilt, ist o ein Eigenwert der Matrix B2, was zu bewiesen war.
Falls y = o ist, gilt x # o angesichts z & o. Von (13) und (14) folgt dann sofort,
dass (1 — « + Za) x = o, (1 + B — AB) Bx = o ist. Aus der Beziehung 1 + (8 + 1)/p
ergibt sich 1 + f — A8 + 0 und es ist also Bx = o. Angesichts x =+ o ist ferner
1 — o + Ao = 0. Da ¢ nach der Voraussetzung die Gleichung (12) erfiillt, muss
o = 0 sein; die Zahl ¢ = 0 ist tatsichlich ein Eigenwert der Matrix B2, da Bx = o,
x + o gilt.
Dadurch ist der erste Teil des Satzes 1 bewiesen.

B. Es sei nun o ein Eigenwert der Matrix B2. Man untersuche folgende drei
Moglichkeiten:

a) « = —f, o0 + 0. Dann ist die Gleichung (11) von der Form
(18) (1+B8—28)%=0(1 + B — 2p)
und die Zahl A = (1 + B)/B ist eine ihrer Wurzeln. Man kann leicht beweisen, dass
diese Zahl A ein Eigenwert der Matrix T(— g, f) ist. Falls nimlich z = (’;) gilt, wo x
ein beliebiger von Null verschiedener Vektor ist, kann man leicht die Giiltigkeit
der Beziehung T(—p, ) z = [(f + 1)/B] z beglaubigen.

Man untersuche ferner die zweite Wurzel der Gleichung (18), d. h. die Zahl
4 = (1 + B — o)/p. Da nach der Voraussetzung ¢ ein Eigenwert der Matrix B? ist,
existiert ein solcher Vektor x # o, dass B?x = ox gilt. Man definiert einen Vektor y

durch die Beziehung y = Bx. Es ist nun leicht zu bewiesen, dass folgende Bezichung
gilt:

(19) Tepz=(0+p- )z == (5).

Diese Beziehung ist namlich folgenden Beziehung ekvivalent:
—(1+p)x+By=—(1+8-0)x,
(1+pBx—(1+pBy=(Q1+Bp—0)Bx—(1+p—0)y.
Davon folgt sofort, dass
By =ox, Bx=1y

und auch B?x = By = ox gilt. Es gilt also (19), was wir beweisen sollten.

b) Es sei jetzt « = —pf, o = 0. Die Gleichung (12) ist dann von der Form
(1 + B — AB)*> = 0 und sie besitzt also eine zweifache Wurzel 1 = (B + 1)/B. Die

Beziehung T(—p, B) z = [(B + 1)/B] z gilt dann fiir den Vektor z = (:), wo X ein

beliebiger, von Null verschiedener Vektor ist.
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c¢) Essei« # —pB. Dann kann man beweisen, dass fiir jede Wurzel 4 der Gleichung
(12) die Beziehung 1 +  — Af # 0 gilt. Falls nidmlich 1 + g — A8 = 0 gilt, gilt
auch 4 = (1 + B)/B und aus der Bezichung (14) folgt dann die Gleichung

(20) (1—a+1;ﬂa>y=o.

Da o ein Eigenwert der Matrix B? ist, ist y =& o in (20) und nach (20) ist 1 — a +
+ [(1 + B)/B] @ = 0 oder « = — B, was ein Widerspruch ist.

Man untersuche also den Fall, dass A + (1 + ﬁ)/ﬂ und ¢ #+ 0 ist. Aus der Be-
ziehung (17) mit y + o und aus (12) folgt dann die Beziehung (16). Mann wihle jetzt
einen solchen Vektor x, dass (13) gilt. Aus (13) und (16) folgt dann sofort

o (1 — o+ Aa)?
(21) (1 a+/1a)Bx——~1+ﬁ_Iw .

Falls 1 — o + Ao # 0 ist, folgt sofort aus (21) die Beziehung (14). Da die Bezichun-
gen (13) und (14) ekvivalent mit der Beziehung T(x, f) z = iz sind, ist A ein Eigen-
wert der Matrix T(«, ), was zu bewiesen war. Der Fall mit 1 — a + A¢ = 0 kann
nicht vorkommen, da aus (12) ¢ = 0 folgen wiirde, was ein Widerspruch mit der
Voraussetzung ¢ + 0 wire.

Es sei ferner ¢ = 0. Aus (12) folgt dann, dass 1 — o + Ax = 0 oder 4 = (¢ — 1)/a
ist. Es sei y ein von Null verschiedener und der Zahl ¢ = 0 entsprechender Eigen-
vektor. Die Beziehung (17) ist dann der Form B’y = o; es ist also die Matrix B
singuldr und es existiert ein solcher von Null verschiedener Vektor x, dass Bx = o
gilt. Man kann leicht die Giiltigkeit der Beziehung T(a, f) z = (¢ — 1)/a z mit z =

x .
= <x> beglaubigen.

Dadurch ist der Satz 1 bewiesen.

Man bemerke noch, dass der Satz 1 aus dem Satz 1 der Arbeit [2] folgt. Man
untersuche namlich statt der Matrix B aus dem oben erwihnten Satz die Matrix
C= (O_‘_E) und ihre Zerlegung C = L + U, wo L = <9_}_O> und U = (9’_8)

B ‘ o B ‘ o (o] l o
ist. Mir Riicksicht darauf, dass es sich um eine schwach zweizyklische Matrix handelt
geniigt es in dem Satz 1 der Arbeit [2] p =2, h = k = 1 zu legen. Da ferner die
Eigenwerte der Matrix C? identisch mit den Eigenwerten der Matrix B2 sind, bekommt
man sofort den Satz 1 dieser Arbeit. Ein elementarer Beweis des Satzes 1 wurde durch
eine spezielle Zerlegung der Matrix B auf die Matrizen L und U erméglicht.

Der Satz 1 ermdglicht einige Ergebnisse der Arbeiten [3], [4], [5] auf den erwégten
2n-dimensionalen Fall anzuwenden. Man setze voraus, dass fiir die Eigenwerte g; der
Matrix B? die Ungleichungen 0 < v; < 1 gelten und dass s = min's;, S = max o;
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ist. Solange = —1 und « = l/a) gilt, bekommt man das, dem Oberrelaxations-
verfahren entsprechende, Iterationsverfahren (11). Es ist bekannt, dass

min o(T(1je>, ~1) = (1 = J(1 = S)/(1 + (1 = §)) fir @ =2/(1 + /(1 - 5)
gilt.

Man bezeichne jetzt mit Q eine Menge solcher Punkte [a, ], « > 0, fiir die
o(T(x, B)) £ (1 — J(1 = S)[(1 + /(1 — S)) gilt (es handelt sich also um eine
Menge der Parameter [, f], fiir die das durch die Formeln (9), (10) definierte
Iterationsverfahren wenigstens so schnell, wie das Verfahren (11) fiir den optimalen
Parameter [0, Bop] konvergiert). Die Gestalt der Menge Q ist dann durch die
Siitze festgestellt, die ganz analogisch den Sétzen 2, 3 aus der Arbeit [4] sind, insofern
man in diesen Sitzen die Zahl m? bzw. M? durch die Zahl s bzw. S ersetzt. Eine
anndhernde Lage der optimalem Parameter [aop,, ﬂop.] gilt der folgende Satz an:

Satz 2. Esseil — /(1 — S) <s £ Sund
to = (1 + (1 = SN = (1 + (L= 5) ),
Bo= =21 —9)[(1 + (1 =S)—25).
Dann ist [y, Bo] € Q und es gilt

- . _ s(S — s) <1——\/(1—S)
Q(T(aopt’ ﬂov')) = Q(T( 0> ﬂo)) \/<(1 + \/(1 _ S))Z(l _ S)> 1+ \/(1 - S) ’

wobei fiir s = S die Gleichheit

Q(T(aop(’ Bopt)) = Q(T(“o’ ﬂl))z o
gilt.
Der Satz 2 ist analogisch dem Satz 4 aus der Arbeit [4].
Analogische Ergebnisse bekommt man fiir den Fall 0; <0, i =1,...,n Man
bezeichnet S = max |0, s = min|o;|; es ist bekannt, dass das den Parametern

f=—1und a = l/w entsprechende Iterationsverfahren am schnellsten fiir w, =
=2/(1 + /(1 + S)) konvergiert und es gilt dann o(T(1/w,, —1)) = (1 — /(1 + S)) :
:(1 + /(1 + S)). Falls man wieder durch Q die Menge solcher Parameter [, f],
a > 0 bezeichnet, fiir die o(T(a, ) < —(1 — /(1 + S))/(1 + /(1 + S)) ist, gelten
fiir die Gestalt dieser Menge den Sitzen 2, 3 der Arbeit [5] analogische Sitze, so-
lange man wieder die Zahl m? bzw M? durch die Zahl s bzw. S ersetzt. Die anni-
hernde Lage der optimalen Parameter [ocopt, ,Bopt] gibt folgender, dem Satz 4 aus der
Arbeit [5] analogischer, Satz an:

Satz 3. Esesei —1 + /(1 + §) <s £ S,

a =(1L+ 1+ S+ )L+ J1+S)+s),
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Bo= =21 +s))(1 + /1 +5S)+5).
Dann ist [0, B,] € Q und es gilt

&(T(upes Bopd) = )T (20, o)) = J( (:(5 = 9) )< 1=+ )

1+ J(1+5)0+ ;) 1+J(1+8)

wobei fiir s = S die Gleichheit

o(T(ope> Bopr)) = 2(T(g, Bo)) = 0
gilt.
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Souhrn
O JEDNE MODIFIKACI ZOBECNENE SUPERRELAXACNI METODY
MiRoSLAV SISLER

Zkouma se rychlost a optimalizace jisté iteraéni metody pro feSeni soustav linear-
nich rovnic tvaru x = Bx + b, ktera zavisi na dvou parametrech a je zobecnénim
superrelaxaéni metody. V praci jsou aplikovany nékteré pfedchozi autorovy vysledky
platné za predpokladu slabé p-cyklické matice B na pfipad soustavy s obecnou mati-
ci B. Jsou uvedeny formule pro pfibliznou hodnotu optimalnich parametrii. Rychlost

konvergence je porovnavana s rychlosti optimalizované superrelaxaéni metody.
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