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ADJUNGIERTE UND SELBSTADJUNGIERTE 
LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

ZDEN&K H U H T £ , BRNO 

Eingegangen am 21. 12. 1964 

In dieser Arbeit werden einige notwendige und hinreichende 
Bedingungen, welche die Koeffizienten adjungierter und selbst-
adjungierter Differentialgleichungen erfüllen, angeführt. Ferner 
werden Eigenschaften der Bilder adjungierter und selbstadjungierter 
Differentialgleichungen und Beziehungen zwischen deren Koordinaten 
studiert. 

V O R B E M E R K U N G E N U N D H I L F S S Ä T Z E 

Erläuterungen: Anstatt des Ausdrucks ,,homogene lineare Differenti
algleichung" sagen wir kurz „Gleichung". Die Symbole / ' , f(n), [/, ßn]] 
bedeuten die Ableitungen der Funktion / nach x \t]. Die Funktion 
x = T-X(t) ist die inverse Funktion zu t = T(x). Insofern kein Mißver
ständnis zu befürchten ist, werden wir kurz ,,T' anstatt ,,T(x) "schreiben. 
Das Symbol T(x) e Cn(Ix) bedeutet, daß die Funktion T(n) im Intervall I1 

stetig ist. Es sei T(x)eC3(I1), T 4= 0 in Jx. Der Ausdruck {T, x) = 
1 Tm 3 1 T" \2 

= _ _ _- I _ _ I ist die Schwarzsehe Ableitung der Funktion T(x) 

im Intervall I!. 
Die algemeinste Gleichung w-ter Ordnung ist von der Gestalt 

n 

(a) % ] = J ( j W ) y ( n - , ) W = 0, a0=£0, aiGC0(Ix), i = 0,l,...,n. 
t=0 

Wenn a0 = 1 (ax == 0) [ai = 0 , i = 1, 2], so wird die Gleichung (a) 
normale (halbkanonische) [kanonische] Gleichung genannt. Die Gleichung 

ai 
(a) ist im Intervall It regulär, wenn — e C0(IX), i = 1, 2, ..., n gilt. 

a0 

Ist die Gleichung (a) in Ix regulär, so wird die Gleichung y(n> + 
n 

+ / I . I — y(n-t) = 0 die Normalform der Gleichung (a) genannt. 
Lx W ao 
i==l 

Die Normalform der Gleichung (a) bezeichnen wir mit dem Symbol (an). 
Der Begriff der Dimension wurde in [2; I, 1] erklärt. Die Gleichung (a) 
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wird Gleichung mit Dimension genannt, falls der Koeffizient at(x) 
die Dimension $, % = 0, 1, 2,. . . , w und die Funktion y(x) die Dimen
sion 0 hat. Da jedes Glied in der Gleichung (a) die Dimension n hat, 
sagen wir, daß jede Gleichung w-ter Ordnung mit Dimension immer 
die Dimension n hat. Der Koeffizient a* [einer Gleichung n-ter Ordnung] 
hat in It stetige Dimension, falls a* e Cn-i(Ix). Die Gleichung (a) 
wird Gleichung mit stetiger Dimension in Ix genannt, wenn jeder ihrer 
Koeffizienten in Ix stetige Dimension hat. Die Gleichung (a) nennen 

wir reguläre Gleichung mit stetiger Dimension in Ix, falls — e Cn-i(Ix)y 

a0 

i = 1, 2, ..., n, ist. 

Es sei die Gleichung 

n 

(b) M[y] = V ("\ bt(x) y^i\x) = 0 

t = 0 

in I2 definiert und es sei I = Ix n I2 =4= 0. Die Gleichungen (a), (b) sind 
in / identisch, wenn at(x) == fy(x), x sl, i = 0, 1, ..., n. Bezeichnungen: 
(a) = (b), (a) = M[y], L[y] = M[y] usw., xe I. Es sei (a) [(b)] in Ix[It] 
regulär. Die Gleichungen (a), (b) sind in I quasiidentisch, wenn sie in / 
dasselbe Hauptsystem (vonLösungen) haben. Bezeichnungen: (a) == (b), 
(a) = M[y], L[y] == M[y] usw., xel. (a) = (b), x £ I o eine beliebige 
Lösung der Gleichung (a) in I ist auch eine Lösung der Gleichung (b). 
(a) = (b), xeIo(a,n) = (bn), xel. Inder Aussage,, die Gleichungen (a), (b) 
sind quasiidentisch (identisch)" setzen wir voraus, daß beide Gleichungen 
denselben Definitionsbereich haben und in ihren ganzen Definitions
bereichen quasiidentisch (identisch) sind. Ähnliche Voraussetzung machen 
wir auch bei anderen Aussagen über zwei Gleichungen, in welchen wir die 
Definitionsbereiche beider Gleichungen auslassen. 

Das Symbol „y e (a)" resp. ,,{yi} e (a)" lesen wir folgendermaßen: ,,die 
Funktion y(x) ist eine Lösung der Gleichung (a)" resp. ,,die Funktionen 
yi(x), i = l ,2 , ...,n bilden ein Hauptsystem der Gleichung (a)" (in 
ihrem ganzen Definitionsbereich). 

Es sei 0 =f= Ilx C Ix. Mit dem Symbol m(Ilx) bezeichnen wir die 
Menge, deren Elemente folgendermaßen definiert sind: das geordnete 
Paar von Funktionen {T(x), u(x)} e m(Ilx), falls T(x) e Cn+l(Ilx), T'(x) ^ 0 
in Ilx,T'(x) hat die Dimension 0,u(x) e Cn(Ilx), u(x) =(= 0 in IXx, u(x) hat 
die Dimension 0. 

Es sei {T(x), u(x)}e m(IXx). Wenn wir in der Gleichung (a) die Sub
stitutionen y(x) = u(x) Z(x), t = T(x) verwenden, so erhalten wir eien 
Gleichung (a), die wir das Bild der Gleichung (a) in J^. der Ko
ordinaten T(x),u(x) nennen; wir schreiben: {T(x), u(x)}€oa(IXx). Mit 
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dem Symbol ofl(Jla)[j)a(/la;)] {ka(Iu)} bezeichnen wir die Menge aller 
Bilder [halbkanonischer Bilder] {kanonischer Bilder} der Gleichung (a) 
in Ilx, deren Koordinaten Elemente der Menge m(Ii9) sind. Wenn wir 
&i(t), i = 0,1, ..., n, die Koeffizienten des Bildes (a) {T(x), u(x)} e öa(Iu) 
bezeichnen, so nennen wir das Intervall 

(0.1) Iu = T(liT) 

den Definitionsbereich des Bildes (ä) und es gilt 

(0.2) 5o(<) = u(x) [T'(z)]»a0(x), x = T-t(t), telv, 

(0.3) -»(«) = u(x) [T(x)]»-i {a0(x) [W ä 1 T'(z) + Wf\ + ^ 

x = T-x(t), telv. 

Es gelten folgende Beziehungen: 

(0.4) (5) {T(x). u(x)} e o.(J„) o (a) {T-^t), ^ ^ j } 6 oü(/,).' 

(0.5) (ä) {T(x), u(x)} e oa(Jlx), (I) {X(t), «,(')} e o-a(Jv) => 
>̂ (ä) {Z[r(*)], «(z) %[T(*)]} 6 0.(7,,). 

Im Folgenden setzen wir voraus, daß die Gleichung (a) eine reguläre 
Gleichung mit stetiger Dimension in Ix ist. 

Hilfssätze 0.1. a) Es sei {yi}e (a), xel^. Dann gilt: 

(0.6) {zi(t)} G (i) {T(x), u(x)} e oa(Ilz), t e Iu 

ytlT-tf)] 

™tz^-W^m' 
Siehe z. B. [2; I, Bern. 3,lA9b), c)]. 

b) Das Bild (a) {T(x), U(x)}e oa(Ilx) ist halbkanonisch dann und nur 
dann, wenn 

X 

(0.7) U(x) = c . | T'(x) p ^ e x p / — f ^fids) , c = Konst. 4= 0. 
' J ao\s) ) 

Siehe z. B. [2; I, (3,2.11)]. 

c) fo) {T(x),u(x)}eoa(Iu)^(i2){T(x)}v(x)}eoa(Ilz) 
o v(x) = cu(x), c = Konst. 4= 0, x e Iix-

Siehe [2; I, Bern. 3,1.15h)]. 
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Bemerkungen 0.2. a) Da das halbkanonische Bild (H){T(x), U(z)} 
GpJJiz) gemäß (0.7) durch die erste Koordinate bestimmt wird, führen 
wir für die halbkanonischen Bilder die Bszeichnung (a) {T(x)} ein. 

b) Das Bild (A) {x}e pa(Ilx) nennen wir das halbkanonische Hauptbild 
der Gleichung (a) oder auch die halbkanonische Hauptform der 
Gleichung (a) in Ix. Die Koeffizienten des Bildes (A){x}Epa(I1), die 
wir mit den Symbolen A{(x), i = 0, 2, 3, ..., n bezeichnen, werden durch 
die Gleichungen 

x0 *=0 

c = Konst. 4= 0, i = 0, 1, ..., n, xeIt, 

wo %i-k das Polynom des Elementes - der Dimension i — k ist, 

bestimmt. S. [2; I, (3,2.9)]. 

A{ 
c) Die Funktionen A% = ^__-, i — 2, 3, ..., n nennen wir die Haupt-

koeffizienten der Gleichung (a). 
d) Die Funktionen 0{(A2> ..., At) wurden in [2; III, (3.14)] definiert; 

sie werden die Hauptinvarianten der Gleichung (a) genannt. 

Hilfssatz 0.3. Das halbkanonische Bild (A) {T(x)}epa(Iix) ist kano

nisch dann und nur dann, wenn {_T, x} = ——r A2, xelix, wo A9 
K J n + 1 

der Hauptkoeffizient der Gleichung (a) ist. S. [2; I, Hilfssatz 3,3.1]. 
Es seien on(t)y i = 3, 4, ..., n die Koeffizienten der Normalform des 

kanonischen Bildes (öc) {T(x)} e MA*)- ^ e Funktionen 

(0.9) ft(a,,...,ot,) = £(-!)•«& ц í ЯJ + 1 ) 

«-*_, (•-.»)(»+.?--) 

t = 3, 4,..., n, te Z f t, 
t—I 

wo O = 1> werden die kanonischen oder linearen Invarianten der 
j~i 

Gleichung («) genannt. S. [2; III , (2.16)]. 
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1. ADJUNGIERTE GLEICHUNGEN 

Es seien 
n 

(a) L[y] ^ 2 ( 1 ) ai{x) ̂  (X) = ° ' °o(a ; ) + °' Xeh' 
i = 0 »• . 

n 

(b) I f [ y ] s ^ ( * W * ) » < - - - . > ( * ) - = 0 , &0(s)4=0, a:e71 

i=0 

zwej Differentialgleichungen mit stetiger Dimension im Intervall Ix. 
1.1. Definition. Kine Gleichung, die im Intervall It mit der Gleichung 

n 

(») i[!f] = J] (-!)•-'(*) [«*(*) »(^»^--O, «e/.., 
i=0 

quasiidentisch ist, nennen wir zu der Gleichung (a) im Intervall Ix 

adjun giert. 
Wenn (b) zu (a) adjungiert ist, so schreiben wir: (b) ~ (a), oder 

auch M[y] ^ L[y], (b) ~ L[y] usw. 
Bemerkungen, a) Die Gleichung (a) können wir in der Form 

n 

/ I • I <*>iy^n l) = 0 schreiben, wobei 
»=o 

i 

(1.1) ät = ^ (-1)«-* | * J <#-* i = 0,1, ..., n, ist. 
*=o 

b) (ä) - (a). 
e) Es sei (b) ~ (a); (c) ~ (a) <=> (c) == (b). 
d) Es sei (b) ~ (a); (b) ~ (c) <=> (ä) == (c) o (c) ~ (a) <=> (a) ~ (c). , 
e) Ist a0(x) = ( - 1 ) % , so gilt ax = ( - 1 ) V 0 + ( - -1 )»~V 

1.2. Definition. Es sei z(x) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 
a) z(x) G Gn(Ix) und hat die Dimension 0. 

b) z(x) L[y] = ——ip\y, z] in!t,wo y>[y9 z] ein Polynom der Elemente 

y,z,a0,aly..., an~x von der Dimension n — 1 und vom Grad 3 ist, u. zwar 
eine bilineare Form in den Elementen y, z und deren Ableitungen von der 
höchsten Ordnung n — l ist. 

Dann heißt die Funktion z(x) ein Multiplikator des Operators L[y] 
im IntervaU Ix. 
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1.3. (b) ~ (a) +>jede Lösung der Gleichung (b) ist ein Multiplikator 
des Operators L[y] in Ix. Der Beweis wird mittels [3; S. 89—90] leicht 
erbracht, 

1.4. Es sei {yi} e (a); (b) ~ (a) o {y< = - 1 ^ | j } e (b), wo W[y] die 

Wronskische Determinante der Funktionen {yx, y2, ..., yn} und W*[y] 
eine solche der Funktionen {yx,y2, ->,yn} — yi ist. Der Beweis wird 
mittels [3; S. 93] leicht erbracht. 

1.5. Mit dem Symbol W[y] resp. W[y] bezeichnen wir die Wronskische 
Determinante der Funktionen {yt, y2, ..., yn}, wo in der zweiten bis 
w-ten Zeile deren Ableitungen nach x resp. t stehen. Es sei 

{yi} e (a) => {zi}e (5), wo (*){T{x), u(x)} e o(/ lr); 

gemäß (0.6) [2; I, (3,1.14)] gilt die Beziehung 
n(l-n) 

(1.2) W[z] = u-nW[y] = un(T')~ 2 W[y] 

für alle tel2[x-elx], wo wir x = T-t(t) [t = T(x)] setzen. 
1.6. Satz, (b) ~ (a) o (b) {T(x), T(x)} e ob(Ix) ~ (a) {T(x), u(x)} e 

Beweis . J . Es sei (b) ~ (a) und {yt} e (a) => {£*} e (6) nach 
1.4 ==> {*} G (b), wo nach 1.4 und (0.6) 

1 WiM 
(1.3) * W = 7 T ^ r - = ? 7 . -̂  = 3T-iW, *eJ2 , » = 1 , 2 , . . . , » . 

Mittels (1.2) können wir (1.3) auf die Form 

1 Wi[y] 
{lA) ^ - ^ n » ! ^ ] ' X-T^' '*'» 

i = 1, 2, ..., n. 

bringen. Nach (0.6) ist {z*}e(a); es sei ferner (c) ~ (ä) =>{£<} e (c), 
wo nach 1.4 und (0.2) 

l W^rzi 
(L5) li{t)=w(r)-»l^' x = T~l(t)' *e/-- < = i . - . - . » -
Mittels (1.2) können wir (1.5) auf die For^ 

1 Wdy] 
( L 6 ) 2<(<) = ^r^r * = r - * > . « e ' . . »••=- .-.-.» 
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bringen. Nach (1.4), (1.6) ist (b) -__- (c) => (b) ~ (a) nach der Bemerkung 
Llc). II. Es sei (b) ~ (5) => (b) {T-X(t), f-x(t)} € od-(/2) ~ 

(a) h-M — l ^ J e o r f / a ) nach I. und (0.4). 

Folgerung 1. (b) ~ (a) <=> (b) ~ (ä) {x, u(x)} e oa(Jx). 
Folgerung 2. (b<) - ßt){T(x), ut(x)} e oa(Ix),i = 1,2 %=> (bx) =_ 

= (b2) => (%) = (ä2)-

1.7. (b) ~ (a) o (b) {a?, tt(ar)} e o^J^ ~ (ua), wo 

(ua) N[y] - t*(a:) £[y]. 

Beweis. I. Es sei (b) ~ (a), {*/,} e (a) => {5/*}e(b) nach 1.4 => 

=> {#,} _ (b) {#, ^(.r)} e ob(Ix) nach (0.6), y* = — y i ; ferner ist nach 

1.4 {y/}e (ua), wo 
n 

(ua) ^ (-!)»-< I * ) [a«tty](»-<> - 0, 
<=o 

so daß (b) =_ (ua) => (b) ~ (ua). IL Es sei (b) ~ (ua) => (b)[z, —J-T-) 
[ u(x)) 

eo-b(Ix) ~ —N\y] = L[y] nach I. 
u 

Folgerung, (b) ~ (a) o (b) Ix,—JGO^) ~ (att). 

1.8. (b) ~ (a) o (b) {T(x), v(x)} e ob(Ix)t ~ (vta), wo 

(via) v[T-x(t)] T-X(t) L[z] - 0, tel2, 

L[z] = 0 die Gleichung des Bildes (i) {T(x), u(x)} _ oa(Ix) ist. 

Beweis . Nach L6 ist (b) ~ (a) o (b) {T(x),T'(x)} e ob(Ix) ~ 
- (ä) {Tjx), u(x)} e o ^ ) ; nach 1.7 ist (b) ~ (i) o (b) {*, 17(0} e o5(/2) ~ 
~ f/(0i[2]; nach (0.5) ist (b) {_» , T » U[T(.r)]} e o ^ ) ; wenn wir 

U[T(.r)] == t ^ ) ^ — - - , _/(*) === v[T-x(t)] T.x(t) setzen, erhalten wir 1.8. 
-* \x) 

1.9. Definition. Wenn gleichzeitig (b) ~ (a), (a) ~ (b) gilt, dann 
sagen wir, daß die Gleichungen (a), (b) adjungiert sind und schreiben: 
W ~ (b). 
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1.10. (a) - (a). 
Beweis. Wir zeigen, daß (a) = (ä), wo 

n 

(a) ]M-l)»-<(")(ä.y)(»-.>=0, ze/ . . 
t = 0 

Wenn wir mit dem Symbol a\ den t-ten Koeffizienten der Gleichung (ä) 
bezeichnen, so ist gemäß (LI) 

(1.7) 

% K 

ІІ= ~\ (-D»-* (;)S (-»)•- (!)<-"' 
fc=*0 8 = 0 

fc--0 fc=s 

Wenn wir k = r-\-s, s = i~ q setzen, so ist 

(1.8) 
i ^ q 

~]{~l)k (l-S

8)
 = {~l)t 2 ("" 1K ( r ) = (_1)'(= 0) fÜF q = ° (> 0)' 

k—8 r = 0 

Wenn wir in (1.7) k = s = i einsetzen, erhalten wir gemäß (1.8) a,i = ai, 
i = 0, 1, .... n. 

Bemerkung . Nach IAO und der Bemerkung 1.1b) ist (a) ~ (ä). 

1.11. Es sei (b) ~ (a), so daß M[y] = u(x) L\y], wo u(x) e C^I^, 
u(x) 4= 0 in It; (c) ~ (b) o (c) = (ä) {x, u(x)} e oa(Ii)-

Beweis. I. Es sei (c) ~ u(x) L[y]; nach IAO ist (a) ~ (a) => 
=> (~){x, u(x)} e Da^i) ~ u(x) L[y] gemäß 1.7 => (c) = (~){x, u(x)} e oa(Ix) 
nach der Bemerkung Llc). IL Es sei (c) == (ä) {x, u(x)} E oa(Ix)', nach 
1.10 und 1.7 ist (~) {x, u(x)} E oa(Ix) ~ u(x) L[y] => (c) ~ u(x) L[y] nach 
der Bemerkung Llc), d. h. (c) ~ (b). 

Folgerung. Es sei (b) ~(a); (a) ~(b) o M[y] = cL[y], c = KonsL =f= 0. 

Bemerkungen , a) Es sei (b) ~ (a). Dann existiert eine derartige 
Gleichung (bx) = (b), daß (a) ~ (b,). 

b) (b) ~ (an) o (bn) ~ (aw) o (a) ~ (hn). 

1.12. (b) ~ (.).-»©{!•(.), ao[xyu(x\T>)T^o^) ~ (i,), 
WO (5) {!»(*), «(*)} 6 0.(7,). 
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Beweis. Gemäß 1.6 ist (b) ~ (a) <*• (b) {T(x), T'(x)} e o ^ / j ~ 
~ (&){T(x), u(x)}eoa(Ix). Nach 1.7 (Folgerung) ist (b) ~ (ä) *> 

o (b) lt. — — J e oE(I2) ~ (ä„). Gemäß (0.2), (0.5) ist (b) {T(x), 

Folgerung, (b) ~ (an) *> (¥) {T (* ) ,_ -_ - i -^ - B _Jeo ( , ( / 1 ) ~ (ä„). 

X 

1.13. Satz, (b) ~ (a„) o (B) ~ (Ä„), wo (B)fo(x), exp ( f ^ - d a ) • 
X XQ 

• | " p r j £*»(/..)(£), {T(x), exp ( - j - ^ dsj | T' p i ^ Jep^ / . ) . 
x0 x 

Beweis. Wenn wir in 1.12 (Folgerung) u(x) = exp<— / —L_--d«i. 
I J aov9) ' 

x0 
1—n 

. lI7 '^)! " wählen, so erhalten wir 1.13, denn nach (0.7) und der 

Bemerkung l.le) ist (5) { _ » , exp | — f—* ds\ \ T j ä \ epa(Iih 
x0 

X 

{T(x). exp ( j -^- d* j | r pr-J e jutij). 
(b) 

Folgerung 1. (b) - (an) oJßn) ^JAn). 
Folgerung 2. (bn) ~ (a») o (Bn) - (An). 
Es seien 

(a) z^(t) + _ ] ( " ) oa(t) z'«-«(í) = 0 , t e / , , 
i=3 

n 

(P) M t ) + J ] ( * ) ftW ZÍ"~"W = °' 'e J-
i - 3 

kanonische Gleichungen mit stetiger Dimension und es seien $i(ocz, ..., o*) 
resp. &i(ßz, ..., /?i), i =- 3, 4, ..., n lineare Invarianten der Gleichung (a) 
resp. (ß). 
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1.14. Es gellen folgende Formeln: 

(1.9) (-l)«c.t0.(a„ -., <*.) = 2 (-l) f (* )(* +
f_~ 2) otr'' 

r=3 

î = 3, 4, ..., w, tєJ2, 

wo 

d.io) « = n i W + 1 ) — • 

Beweis. Wenn wir in (0.9) die Substitution v -= i — r verwenden 
und dann die Gleichung (0.9) mit dem Ausdruck (IAO) multiplizieren, 
so können wir (0.9) in der Form 

r=3 7 

-i'-^^iCH':::1) 
r=3 

schreiben, woraus (1.9) leicht folgt. 

1.15. Es seien p, q natürliche Zahlen, p _z q _i 1. Ferner sei Je eine 
ganze nichtnegative Zahl, die die Ungleichung Je _\ p — q erfüllt. Dann ist 

<••»> i<-'"0(:::)-<-'>'U»)-
*=o 

Die Formel (1.11) wird mittels Induktion in bezng auf p bewiesen. 

1.16 (a) = (ß) o#<(a,,- . . . , ai) = ft(/8s /?<), » = 3, 4, .... n, « e / 2 . 
Der Beweis wird vermöge (0.9) leicht erbracht. 

1.17. Satz, (a) zt (ß) dann und nur dann, wenn 

(1.12) Hßz, .... ßt) = .(-1)**<(«,", ..., oa), i = 3, 4, ..., n, tel2. 
r 

Beweis. I. (a) a (ß) => ßr = y ( - l ) ' ( j 4r~*] in ^ nach (1.1); 
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nach (19) ist (-l)<c..&(&> - • #> = £ (~ l ) ' ( * ) (* ^/S^)•' 
r=3 

.i,-.,C)^-i<^(.>-i«-r(j::)f;:7«). 
, - - 3 * = 3 *•=* 

i G / 2 . Wenn wir in der zweiten Summe r ^ s + v setzen, so 
erhalten wir mit Hilfe von (1.11), für g = i ._ *, p == ?+ s - 2, 
jfc = s — 1, die Beziehung 

i 

(-wmß3,..., ßi) = (-1)' £ ( - 1 ) J ( ' )f t - T 14'"' 
*-« 3 

Daraus folgt (1.12) nach (1.9). H. Es gelte (112), (y) ~ (a), wo 
n 

(y) *{n](t) + J (*) W W ^ W = °> ^ G °»-«Vi), » = 3, 4, ..., n. 
t = 3 

Laut Bemerkung 1.11b) ist (y) st (a) und nach I. gilt 

(1A3) &i(y3, ...,yt) = (- l)*#i(a3 , ..., «,), i - 3, 4, ..., n,tel2. 

Nach (1A2), (1.13), 116 ist (ß) = (y), so daß (ß) - (a). 
Es seien Ak[Bk], k =-= 2, 3, ..., n resp. <9i(.A2, ..., At) [&t(B2, ..., £<)], 

i = 3, 4, ..., n Hauptkoeffizienten resp. Hauptinvarianten der Gleichung 
(a)[(b)]. 

1.18. Satz, (b) ~ (an) dann und nur dann, wenn 

(1A4) 0t(B2, ..., Bt) = (-1)*' St(A%,..., At), 
% = 3, 4, ..., n, XG Ix. 

Beweis. Es sei (a) [(ß)] die Normalform des kanonischen Bildes 
* X 

&){T(X), expj -J^ irr^jeM I ! ) m{n*),*xp(j^**)-
xo x0 

}~n \ 

• | T 1" 2 J e kb(h)]. Laut [2; III, Satz 3.3] gelten die Beziehungen 

(L15) &i{ocz[T(x)l ..., öctT^)]} [T'(z)¥ = 6i(A2, ..., 4,), 
* = 3, 4, ..., n, XEI1. 

(l™) W s T O ] , • •., A[(T(a:)]} [2»]« = 6i(B2, ..., Ä), 
* = 3, 4,..., n, xelx. 
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Nach 1.13 und 1.17 schließen wir, daß (b) ~ (att) dann und nur dann, 
wenn (1.12) gilt. Wenn wir ferner t = T(x) in (1.12) setzen, so können 
wir (1.12) mittels (1.15) und (1.16) auf die Form (1.14) bringen. 

2. SELBSTADJUNG IERTE GLEICHUNGEN 

2.1. Definition. Wenn jede zu (a) adjungierte Gleichung im Intervall' Ix 

quasiidentisch mit (a) ist, so heißt die Gleichung (a) selbstadjungiert. 
Bemerkungen , a) Die Gleichung (a) ist selbstadjungiert dann und 

nur dann, wenn wenigstens eine zu (a) adjungierte Gleichung im Intervall 
Ix quasiidentisch mit (a) ist. 

b) Die Gleichung (a) ist selbstadjungiert <=> (a) == (ä) o L[y\ = 
= (-\ri[y]. 

2.2. Die Gleichung (a) ist selbstadjungiert o (a) ~ (a). 
Beweis. I. Nehmen wir an, daß die Gleichung (a) selbstadjungiert 

ist => (a) == (ä) nach der Bemerkung 2.1b) => (a) ~ (a). IL (a) ~ (a) => 
=> (a) == (a) => die Gleichung (a) ist nach der Bemerkung 2.1b) selbst
adjungiert. 

Bemerkungen, a) Wenn (a) selbstadjungiert ist, dann schreiben 
wir (a) ~ (a). 

b) Es sei (a) ~ (a); (a) ~ (b) <=> (b) == (a). Das folgt aus der Be
merkung Lid). 

c) (a) ~ (a) <=> jede Lösung der Gleichung (a) ist ein Multiplikator 
des Operators L[y] in Ix. Folgt aus 1.3. 

d) (a) ~ (a) o{yi}e (a), wo die Funktionen yt in 1.4 definiert sind. 
Folgt aus 1.4. 

2.3. (a) ~ (a) o (at) {T(x)9 T'(x)} e oa(Ix) ~ (i) {T(x), u(x)} e oa{Ix). 
Folgt aus 1.6. 

Folgerung 1. (a) ~ (a) o (Et) ~ (_!,), wo (ä\) {T(x),T'(x)} e oa(Ix). 
Folgerung 2. (a) ~ (a) <=> (a) ~ (a){ar, ^#)}eoa(I i)-
Folgerung 3. Es sei (a) ~ (a), (ä) {T(x), u(x$ e oa(lx)\ (a) ~ (a) <=> 

<=> u(x) = cTf(x), c = Korist. #= 0. 
Folgerung 4. Es sei (a) ~ (a), (ä){#, u(x)} e oa(Ii); (5) ~ (a) <=> 

= u(x) = c = Konst. 4= 0. 

2.4. (a) - (a) <=> (ä2) {T(x), v(x)} e oa{Ix) ~ (vTi), wo 

(vTi) v[T-1(t)]T-1(t)L[z] = 0, tel2, 

L[z] = 0 die Gleichung des Bildes (a) {T(x), u(x)} e oa(Ix) ist. Folgt 
aus 1.8. 
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Folgerung 1. (a) - (a) *> (ä) {x, u(x)} e oa(It) ~ u(x) L[yl 

Folgerung 2. (a) ~ (a) o (&)lx, — p o * ( / i ) ~ (a*). 

2.5. Es sei (a) - (a), (b) - (a); (b) - (b) o M[y] = cL[yl c == 
= Konst. 4= 0. 

Beweis. Es ist (b) == (a) => M[y] = u(x) L[y], u(x) e Cn(It), u(x) =f= 0 

in I!. L Es sei (b) - (b) => (b) ix, -—A eob(It) ~ (a) nach 2.4 

(Folgerung L), so daß die Gleichungen (b), (b) quasiidentisch sind und 
nach dem Hilfssatz 0.1c) u(x) = c = Konst. 4= 0 ist. IL Es sei M[y] = 
= cL[y], c = Konst. 4= 0; nach der Bemerkung 2.1b) ist M[y] = 
- cL[y] = cL[y] = M[y], so daß (b) - (b). 

2.6. (a) ~ (a) o ft, { T ( „ , a o ( ^ [ r ( ^ } e »-(Ix) - < • * 

u?o (ä){T(x),u(x)}Eoa(I1)> Folgt aus 1.12. 

Folgerung. (a») - (an) <=> fo) J T ( * ) , - - ^ ^ °«(Ji) ~ (**)> 

wo © { T ^ ^ ^ J G O ^ J ! ) . 

2.7. (art) ~ (an) => (a) e^a(Ii)- Folgt aus der Bemerkung l.le). 

2.8. Es sei (A) eine halbkanonische Gleichung und es sei (A) {T(x)} G 
epA(Ix). (An) ~ (An) o (An) - (Aw). Das ergibt sich aus 2.6 (Fol-

1—n 

gerung), wenn wir u(x) = | 3P'(x) | setzen. 
Es seien 0i(A2, ..., Ai), i = 3, 4, ..., n Hauptinvarianten der Glei

chung (a). 
2.9. Satz. Es sei (A) {X(x)} epa(Ii); (Aw) ~ (An) dann und nur dann, 

wenn 

(21) O2k+1(A2,...,A2k+1) = 0, k = l,2,...A~l], xejlt 

Beweis. I . Es sei (A){x}epa(I1); (An) ~ (An) => (A„) ~ (An) nach 
2.8 => 0i(A2,...,At) = (~-l)i&i(A2,...,Ai), * = 3,4, ..., n, xelt nach 
1A8 => (21). 

IL Es gelte (2.1) und es sei die Gleichung (a) die Normalform des 
Bildes (x){T(x)} e ka(Ix). Laut [2; III , Satz 3.3] gilt die Gleichung (1.15). 
Nach (1.15), (2.1) schließen wir, daß 

(2.2) 0 t t+1(os, ..., a2,+1) = 0, k = 1, 2, ...., f ^ i 1 , tel2. 
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Es sei (ß) - (<x). Nach dem Satz 1.17 gilt (1.12), nach (1.12), (2.2) 
gilt #i(a3, ..., oa) = Hßz> • •., ßi), » = 3,4,.:., n, nach 1.16 ist (ß) - (a), 
nach der Bemerkung 2.1a) ist (<x) ~ (a). Nach (0.5), 2.8 ist die Normal
form des Bildes (Ä) {X[T-X(t)]} e pa(J2) selbstadjungiert. 

Folgerung. Die Gleichung (a) hat die Hauptinvarianten mit ungeradem 
Index identisch gleich Null dann und nur dann, wenn die Normalform 
des halbkanonischen Hauptbildes der Gleichung (a) selbstadjungiert ist. 

Bemerkung. Aus dem Satz 2.9 ergibt sich die Behauptung, daß 
n 

eine Differentialgleichung %fn) + / I • ) aiyT~l) ~ 0> ^r welche die 
t = 2 

Invarianten &v(a2, ..., av) mit ungeradem Index v verschwinden, die 
Eigenschaft hat, mit ihrer Adjungierten identisch zu sein. Dieser Satz 

. ift ohne Beweis in [4; S. 224] und [1; S. 235] angeführt. 
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