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ADJUNGIERTE UND SELBSTADJUNGIERTE
LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ZpeENEkk HusTtyY, BRNO

Eingegangen am 21. 12. 1964

\

In dieser Arbeit werden einige notwendige und hinreichende
Bedingungen, welche die Koeffizienten adjungierter und selbst-
adjungierter Differentialgleichungen erfiillen, angefiihrt. Ferner
werden Eigenschaften der Bilder adjungierter und selbstadjungierter
Differentialgleichungen und Beziehungen zwischen deren Koordinaten
studiert.

VORBEMERKUNGEN UND HILFSSATZE

irlauterungen: Anstatt des Ausdrucks , homogene lineare Differenti-

5 algleichung* sagen wir kurz ,,Gleichung‘‘. Die Symbole f’, f, [f, fm]
i bedeuten die Ableitungen der Funktion f nach z [¢]. Die Funktion
.« = T_(t) ist die inverse Funktion zu ¢ = T'(z). Insofern kein MiBver-
. standnis zu befiirchten ist, werden wir kurz ,,7“ anstatt ,,7'(x) “schreiben.
. Das Symbol T'(z) € Cu({,) bedeutet, daB die Funktion 7 im Intervall I,
~ stetig ist. Es sei T(x) € Cy(l), 7" % 0 in I,. Der Ausdruck {7, z} =
17 3 [T"\?., .. . .
= — — (—) ist die Schwarzsche Ableitung der Funktion 7'(z)
im Intervall 1,.
Die algemeinste Gleichung n-ter Ordnung ist von der Gestalt

n

(8) Liy] = 2 (;’)ai(x) ynD(x) =0, ay=£0, a;€ Cy(l,), i = 0,1, ..., n.
i=0

Wenn ay =1 (¢; =0) [a; =0, i =1, 2], so wird die Gleichung (a)
normale (halbkanonische) [kanonische] Gleichung genannt. Die Gleichung

(a) ist im Intervall I, reguldr, wenn —Z-i— €Coly), =1,2,...,n gilt.

0
Ist die Gleichung (a) in J, regulir, so wird die Gleichung y® 4
+ Z (?) Eai—y("“) = 0 die Normalform der Gleichung (a) genannt.
0
i=1

Die Normalform der Gleichung (a) bezeichnen wir mit dem Symbol (as).
Der Begriff der Dimension wurde in [2; I, 1] erklért. Die Gleichung (a)
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wird Gleichung mit Dimension genannt, falls der Koeffizient as(x)
die Dimension ¢, 1 =0,1,2,...,n und die Funktion y(z) die Dimen-
sion 0 hat. Da jedes Glied in der Gleichung (a) die Dimension » hat,
sagen wir, daB jede Gleichung =-ter Ordnung mit Dimension immer
die Dimension » hat. Der Koeffizient a; [einer Gleichung n-ter Ordnung]
hat in I, stetige Dimension, falls a;e€ Cp—(I,). Die Gleichung (a)
wird Gleichung mit stetiger Dimension in J; genannt, wenn jeder ihrer
Koeffizienten in J, stetige Dimension hat. Die Gleichung (a) nennen

wir reguldre Gleichung mit stetiger Dimension in I, falls f;i € Oni(d,),
0
1=1,2,..., n, ist.

" Es sei die Gleichung

(b) Miy) = Z( ) ) -0y = 0

in I, definiert und es sei / = I, n I, == (). Die Glelchungen (a), (b) sind
in I identisch, wenn ai(z) = b;(:z:) z el 1=0,1,...,n Bezelehnungen
(a) = (b), (a) = M[y], Lly]l = M[y] usw., z€ . Es sei (a) [(b)] in I,[1,]
reguldr. Die Gleichungen (a), (b) sind in I quasiidentisch, wenn sie in I
dasselbe Hauptsystem (von Losungen) haben. Bezeichnungen: (a) = (b),
(8) = M[yl, Lly] = M[y] usw., zel. (a) = (b), x € I <> eine beliebige
Losung der Gleichung (a) in I ist auch eine Losung der Gleichung (b).
(a) = (b), ze I <> (an) = (bn), z€l. Inder Aussage ,,die Gleichungen (a), (b)
sind quasiidentisch (identisch)‘‘ setzen wir voraus, da beide Gleichungen
denselben Definitionsbereich haben und in ihren ganzen Definitions-
bereichen quasiidentisch (identisch) sind. Ahnliche Voraussetzung machen
wir auch bei anderen Aussagen iiber zwei Gleichungen, in welchen wir die
Definitionsbereiche beider Gleichungen auslassen.

Das Symbol ,,y € (a)" resp. ,,{y;} € (a)‘ lesen wir folgendermaBen: ,,die
Funktion y(z) ist eine Losung der Gleichung (a)‘ resp. ,,die Funktionen
yi(z), 1+ =1,2,...,n bilden ein Hauptsystem der Gleichung (a)* (in
ihrem ganzen Definitionsbereich).

Es sei @ &= I1; C I,. Mit dem Symbol m(l1s) bezeichnen wir die
Menge, deren Elemente folgendermafen definiert sind: das geordnete
Paar von Funktionen {T'(z), u(z)} € m(l1z), falls T'(z) € Cp+,({12), T"(x) # O
in I,,, T'(x) hat die Dimension 0, u(x) € Cn(ly,), u(z) == 0 in I, , u(r) hat
die Dimension 0.

Es sei {T'(z), u(z)} € m([,,). Wenn wir in der Gleichung (a) die Sub-
stitutionen y(r) = u(x) Z(z), t = T(x) verwenden, so erhalten wir eien
Gleichung (a), die wir das Bild der Gleichung (a) in I,, der Ko-
ordinaten T'(z), u(x) nennen; wir schreiben: {T'(z), u(x)} €o,(l,,). Mit
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dem Symbol o,(I,,)[P,(1,)] {k,(I,;)} bezeichnen wir die Menge aller
Bilder [halbkanonischer Bilder] {kanonischer Bilder} der Gleichung (a)
in I,,, deren Koordinaten Elemente der Menge m(/1z) sind. Wenn wir
a(t), 1=0,1, ..., n, die Koeffizienten des Bildes (a) {T(z), u(z)} € 04(1,,)
bezeichnen, so nennen wir das Intervall

- (0) I, = T(L,,)
den Definitionsbereich des Bildes (a) und es gilt
(0.2) ag(t) = w(@) [T'(@)]" ag(z), = =T-(t), tely,

— —-17 !
03) 50 = ue) (@ faoe) [ 5 ) + | + e}

x = T_(t), tel,.
Es gelten folgende Beziehungen:

04) @1{T(@). w2} €oallyy) = @{T0), € oally).

u[T- (t)]}
(0.5) (8) {T'(x), zi(x)} € 0a(d,), (8) {X(t), u,(t)} € 05(Ig) =
= (a) {X[T(2)], w(@) u,[T'(x)]} € 0a({,,)-

Im Folgenden setzen wir voraus, daB3 die Gleichung (a) eine reguldre
Gleichung mit stetiger Dimension in I, ist.

Hilfssiitze 0.1. a) Es sei {y;} € (a), x € I,. Dann gilt:

(0.6) {z:(t)} € (8) {T'(x), u(%)} € 0a({12), t € Iy,
T
mit z;, = m

Siehe z. B. [2; I, Bem. 3,1.19b), c)].

b) Das Bild (a) {T'(x), U(z)} € 0a(l12) ist halbkanonisch dann und nur
dann. wenn
z

0.7 Ulx)=c.|T'(x) [1:21 exp{——f Zl((z; ds}, ¢ = Konst. & 0.
0

Zo

Siehe z. B. [2; 1, (3,2.11)].

c) (@) {T'(2), w(x)} € 0a(ly;) == (as) {T'(2), v(2)} € 0ally,)
<> v(x) = cu(r), ¢ = Konst. 3= 0, z € I1z.

Siehe [2; I, Bem. 3,1.15h)].
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Bemerkungen 0.2. a) Da das halbkanomsche Bild (a) {T(z ), U (x)}
€ p,,(I 1z) gemiB (0.7) durch die erste Koordinate bestimmt wird, fijhren
wir fiir die halbkanonischen Bilder die Bazeichnung (a) {7'(%)} ein.

b) Das Bild (A) {z}€ pa(l,,) nennen wir das halbkanonische Hauptbild
der Gleichung (a) oder auch die halbkanonische Hauptform der

Gleichung (a) in I,. Die Koeffizienten des Bildes (A){x} € pa(l,), die
wir mit den Symbolen Ay(z), ¢ = 0, 2, 3, ..., n bezeichnen, werden durch
die Gleichungen

0.8) :4—;(9-:) =c. exp{ f Z;Ez; }Z ( )&k ) Xi-k ( a:E:;) )

¢ = Konst. & 0, 1=0,1,...,n, zel,,

a . . . .
wo xi—r das Polynom des Elementes — 1 der Dimension ¢ — k ist,

)
bestimmt. S. [2; I, (3.2.9)].

¢) Die Funktionen 4; = «ff— , ¢ =2,3, ...,n nennen wir die Haupt-
koeffizienten der Gleichung (a;.

d) Die Funktionen @i(4,, ..., A;) wurden in [2; III, (3.14)] definiert;
sie Werden die Hauptinvarianten der Gleichung (a) genannt.

Hilfssatz 0.3. Das halbkanonische Bild (A) {T(2)} € pall1z) ist kano-

nisch dann und nur dann, wenn {T, z} = A4,, xeliz, wo 4,

7+ 1
der Hauptkoeffizient der Qleichung (a) ist. S. [2; I, Hilfssatz 3,3.1].

Es seien a4(t), 1 = 3, 4, ..., n die Koeffizienten der Normalform des
kanonischen Bildes (%) {T(x)} € kq({,,). Die Funktionen

i—3
i—1 i(G + 1)
. o)=Y (—l)ral! I +
09) By, s 20 ; res T =i 57=1"

1=23,4,...,n, tel,,
i—1
wo n =1, werden die kanonischen oder linearen Invarianten der

j=i
Gleichung (x) genannt. S. [2; III, (2.16)).
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1. ADJUNGIERTE GLEICHUNGEN

Es seien

® =) (a@yr 0@ =0 aw+0 ek,
i=0 o ‘ .

(b) M[y]zz(’;)bm Y2 O@) =0, bya) £0, =zel,
i=0 )

zwej Differentialgleichungen mit stetiger Dimension im Intervall I,.
1.1. Definition. Eine Gleichung, die im Intervall I, mit der Gleichung

n

@ =Y, (] e a0 — o0, wel,
i=0
quasiidentisch ist, nennen wir zu der Gleichung (a) im Intervall I,
adjungiert.
Wenn (b) zu (a) adjungiert ist, so schreiben wir: (b) ~ (a), oder
auch M[y] ~ L[y}, (b) ~ L[y] usw.

Bemerkungen. a) Die Gleichung (a) konnen wir in der Form

Z (?)&[y‘””‘) = 0 schreiben, wobei

i=0 )
1
a1 = 2 (—1)n-k (’: ) aid,  i=0,1,...,n,Iist.
k=0 .
b) (a) ~ (a).

¢) Es sei (b) ~ (a); (¢) ~ (a) < (¢) = (b).
d) Es sei (b) ~ (a); (b) ~ (¢) <> (&) = (€) <> (&) ~ (a) <> (8) ~ (c).
o) Ist @g(z) = (—1)"a,, so gilt @, = (—1)"a’y + (—1)*a,.

1.2. Definition. Es sei z(x) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) 2(z) € Cn(l,) und hat die Dimension 0.

b) z(z) L[y] = % vly, 2] in I, wo yly, z] ein Polynom der Elemente

Y, 2, Gy, Gy, ..., Gn—y vou der Dimension n — 1 und vom Qrad 3 ist, u. zwar
eine bilineare Form in den Elementen y, z und deren Ableitungen von der
kéchsten Ordnung n — 1 ist.

Dann heift die Funktion z(z) ein Multiplikator des Operators Lly]
sm- Intervall I,.
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1.3. (b) ~ (a) = jede Lésung der Qleichung (b) ist esn Multiplikator
des Operators L{y] in I,. Der Beweis wird mittels [3; S. 89 —90] lelcht
erbracht.

14. Es sei {yi} € (a); (b) ~ (a) & {y _1 i;;;[[y}}e (b), wo W(y] die

Wronskische Determinante der Funktionen {y,,y,, ..., yn} und Wiy]
eine solche der Funktionen {y,, Y, ..., Yn} — yi ist. Der Beweis wird
mittels [3; S. 93] leicht erbracht.

1.8. Mit dem Symbol W[y] resp. W[y] bezeichnen wir die Wronskische
Determinante der Funktionen {y;, ¥, ..., yn}, wo in der zweiten bis
n-ten Zeile deren Ableitungen nach z resp. ¢ stehen. Es sei

{yi} € (a) = {z)e @), wo @N{T(2), u(z)} € o(d,,);
gemdB (0.6) [2; I, (3,1.14)] gilt die Beziehung
n-m

(1.2) Wizl = w*Wy] = un(T) * Wiy
fiir alle t € Iz e I,], wo wir z = T—(t) [t = T'(x)] setzen.
' li(}.)Satz. (b) ~ (a) < (b){T(z), T'(2)} € op(I}) ~ (&) {T'(z), w(x)} €
€0 . .

;Beiveis. I. Es sei (b) ~ (a) und {yi} € (a) = {y;} € (b) nach
1.4 = {%} € (b), wo nach 1.4 und (0.6)

- 1 Wiyl .

1. =, x=T_ t, = 2 M.
(1.3) =) T Wiyl x 1), tel,, i=1,2,...n
Mittels (1.2) kénnen wir (1.3) auf die Form

_ 1 Wi[y]

1.4 t =

(1.4) at) = - PRI T_,(t), tel,,

1=1,2,..,mn
bringen. Nach (0.6) ist {zi} € (a); es sei ferner (c) ~ (&) = {2} € (¢)
wo nach 1.4 und (0.2)
1 W,[z]
15 f) = —— WA
L) 5 = e
‘Mittels (1.2) kénnen wir. (1.5) auf die Fory,

=T(t), tel,, i =1,2,...,n.

. 1 W
(1.6) zs(t)=m,) W'[[y% z="T-t), tel,, i=12,...n



27
bringen. Nach (1.4), (1.6) ist (B—) = (¢) = (3) ~ (Ej na,c!x der Bemerkung
11c). IL Es sei (B) ~ (@) = (b) {T(t), T (&)} € oz(Iy) ~

1

(a) {T_l(t) ulT _l(t)]}eo;(lz) nach I. und (0.4).

Folgerung 1. (b) ~ (a) <> (b) ~ () {z, u(x)} € 0a({}).

Folgerung 2. (b)) ~ @) {T(x), wi(x)} € 0gldy).4 = 1,2 = (b)) =
= (by) = (a) = (ay)

1.7. (b) ~ (a) < (b) {x, u(x)} € op(I}) ~ (ua), wo
(ua) Nly] = ul(z) Lly].

Beweis. I. Es sei (b) ~ (a), {y;}€(a)= {#:}€(b) nach 1.4 =
= {y;} € (b) {z, u(x)} € op(I;) nach (0.6), y; = %g];; ferner ist nach

1.4 {y;} € (da). wo
() Z( 1)n- '( )[my]m b0,

sodaB (b) = (¥a) = (b) ~ (ua). II. Es sei (b) ~ (ua) = (b){ (x)}

Eop(dy) ~ 171\7[1/] = L{y] nach 1.

Folgerung. (b) ~ (a) <> (b) {x ;L}e op(I,) ~ (an).

0

1.8. (b) ~ (a) <> (b) {T'(2), v(z)} € 0p(I). ~ (vTB), wo
(vTa) o[ T ()] T () L[z = 0,  tel,,

Liz] = 0 die Gleichung des Bildes (a) {T'(x), u(x)} € oa(l,) ist.

Beweis. Nach 1.6 ist (b) ~ (a) < (b) {T(2), T'(z)} € op({)) ~
~ (@) {T(2), w(z)} € 0a(l,); nach 1.7 ist (b) ~ (a) <> (b) {t, U()} € 05(I5) ~
~ U(t) L[z); nach (0.5) ist (b){T'(z), T"(x) U[T(2)]} € op(I;); Wenn wir

UlT(z)] = U(t) = o[T—,(t)] T-4(t) setzen, erhalten wir 1.8.

i 1
T

1.9. Definition. Wenn gleichzeitig (b) ~ (a), (a) ~ (b) gilt, dann
.zagen wir, daf die Gleichungen (a), (b) adjungiert sind und schreiben:
a) = (b).
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1.10. (a) ~ (&).

Beweis. Wir zeigen, daB (a) = (i), wo

@) ¥~ (:.L)(dty)‘"“’z 0, wel,.

i=0
Wenn wir mit dem Symbol &@; den i-ten Koeffizienten der Gleichung (a)
bezeichnen, so ist gemédB (1.1)

o= S () D e F -

k=0 §=0

SXEHE YRR

Wenn wir k = r + s, s = 1 — ¢ setzen, so ist

(1.7

(1.8)

' . 7 .
(—1F (7~ %) = (=10 Y (= 1 () = (=)= 0) fiir g=0 (> 0).

2 ) = B (])

Wenn wir in (1.7) k = s = 1 einsetzen, erhalten wir gemaB (1.8) l:ii = ay,
+=0,1,...,n.

Bemerkung. Nach 1.10 und der Bemerkung 1.1b) ist (a) ~ (a).

1.11. Es sei (b) ~ (a), so daB M[y] = w(z) Lly]. wo u(x)e Cu(l,),
u(x) 3= 0 in I,; (c) ~ (b) = (¢) = (EL{.?;, w(x)} € 0g(d).

Beweis. I. Es sei (c¢) ~ u(x) L{y]; nach 1.10 ist (a) ~ (a) =
= @)}z, u(z)} € 0g(I;) ~ u(z) L{y] gemiB 1.7 = (c) = (@){z, u(z)} € 0a(l;)
nach der Bemerkung 1.1c). II. Es sei (c) = (a) {z, u(2)} € 0a(;); nach
1.10 und 1.7 ist (a) {z, u(z)} € 0a(l;) ~ u(x) Lyl = (c) ~ u(x) L{y] nach
der Bemerkung 1.1¢), d. h. (c) ~ (b).

Folgerung. Es sei (b) ~(a); (a) ~(b) < M[y] = (:E[y], ¢ = Konst. &= 0.

Bemerkungen. a) Es sei (b) ~ (a). Dann existiert eine derartige
Gleichung (b;) = (b), daB (a) ~ (b,).

b) (b) ~ (an) <> (ba) = (8n) <> (a) ~ (bn).

= 1 —
1.12. (b) ~ (a).<> (b) {T(x), ao(@) w(@) [T @)L }e op(I,) ~ (ag),
wo (8) {T(z), u(z)} € 0a(l)- ‘
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~ Beweis. GemiB 1.6 ist (b) ~ (a) <> (b){T'(z), T"(x)} € on(J;) ~
.~ (@) {T(x), u(x)} €0g(I;). Nach 1.7 (Folgerung) ist (b) ~ (&)<

S 1 _ L=
< (b) {t, 77;(73)—} €05(I;) ~ (an). GeméB "(0.2), (0.5) ist (b) {T(z),

1

'E;(acA)‘dG)W} cop(ly), s0 daB 1.12 gilt.

= 1 R

x

1.13. Satz. (b) ~ (an) <> (B) ~ (A;), wo (B) {T(z), exp (f%‘— ds) .
0

-

Beweis. Wenn wir in 1.12 (Folgerung) u(x) = exp {— ]

Zo

f 9(8) d.s}-

ag(3)

1-n ~ 1-n
T IT‘pr(Il)(A)', {T(az), exp (— f 7‘2— ds) | T l”z—}em(ll)-

1—n
T (=) | *  wihlen, so erhalten wir 1.13, denn nach (0.7) und der
4 1—n
Bemerkung 1.1e) ist (a) {T(z), exp (— f%—l— ds) | T’ |_2—} € pa(dy),
)

Zo
z

- 1-n

(b){T(z), exp ( f Z—; ds) | rz—}e oully).
Folgerung 1. (b) ~ (an) < (Bn) ~ _(7\1.)-
Folgerung 2. (by) =~ (an) <> (Ba) ~ (An).

Es seien

n

(a) i) + (’.‘)m(t) i) =0, tel,
i=3 '
n

®) 2n(t) + Z (:‘) put) n-4(t) =0,  tel,

i=3
kanonische Gleichungen mit stetiger Dimension und es seien (s, .. ., %)
resp. B4(Bs, ..., fi), t = 3,4, ..., n lineare Invarianten der Gleichung («)

resp. (f).
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1.14, Es gelten folgende Formeln:
(19)  (—=1)cidyag, ..., u) = Z(——l)’( )(”“' )a“‘"

. 1=3,4,...,m, tel,,
wo

. e
- (1.10) a=I1""5G51

Beweis. Wenn wir in (0.9) die Substitution » = i —  verwenden
und dann die Gleichung (0.9) mit dem Ausdruck (1.10) multiplizieren,
80 konnen wir (0.9) in der Form

e+ —1) _
Ji+1)

= 2 (—1yb—rodi—n —_ ( ‘ )(z —i—:—l— 2)

schreiben, woraus (1.9) leicht folgt.

cidilog, ..., ag) = Z (—1)- rah —r] H N

1. Ferner ser k eine

1.16. Es seien p, q natiirliche Zahlen, p = q =
< p — q erfillt. Dann st

ganze nichtnegative Zahl, die die Ungleichung

o YOl 2)

Die Formel (1.11) wird mittels Induktion in bezug auf p bewiesen.
1.16 (x) = (B) < Di(og, ..., ag) = H4(Bg, .-, fi)s 1 =3, 4, ...,n,tel,.
Der Beweis wird verméoge (0.9) leicht erbracht.
1.17. Satz. () ~ (B) dann und nur dann, wenn

(112)  B(Bys s Bi) = (—1) Beletgr ..oy o), i = 34y ooy m, tE T,

>
k

Beweis. L. (a) ~ (B) = 8, = Z( 1)'( )a"_” in I,, nach (1.1);

8=3
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’ 3
‘ ' J + -’7‘»2
nach (1.9) ist (—1feidi(fs - i) = Z (—=1)r (;) (' ’ :1 )

r=3

)5S

x-3
tel,. Wenn wir m der Zweiten Summe " = s + v setzen, so

erhalten wir mit Hilfe von (L11), fir ¢ =1 — s, p=1¢4 5 -2,
k= s — 1, die Beziehung

v )7

s=3

Daraus folgt (1.12) nach (1.9). II. Es gelte (1.12), (y) ~ («), wo
(y) 2" t) + Z ( )y;(t)z[“ ) =0, y1€Cni(ly), i = 3,4, ..,n

Laut Bemerkung 1.11b) ist (¥) = («) und nach I. gilt
(113)  Hi(ygs - p0) = (—1) (g, .. i), 4= 3,4, ...,m, teI,.

Nach (1.12), (1.13), 1.16 ist (B) = (y), so daB (8) ~ («).
Es seien Ax[Bxl, k = 2,3, ..., n resp. Oy(4,, ..., 4;) [Oy(B,, ..., By)],

t = 3,4, ..., n Hauptkoeffizienten resp. Hauptinvarianten der Gleichung
(a) [(b)]. :
1.18. Satz. (b) ~ (an) dann und nur dann, wenn
(1.14) Oi(B,, ..., B)) = (—1) Oy, ..., 4),
1=3,4;...,n, zel,.

Beweis. Es sei (x) [(B)] die Normalform des kanonischen Bildes

(K){T(x), exp (—f%ﬁds) | T |1_;1}e ka(I) [(B) {T(x exp (‘/f:—:da)-.

Zo

1—-n .
T !‘T}e kp(I1)]- Laut [2; ITI, Satz 3.3] gelten die Beziehungen

(1.15) Ii{oa(T(@)], ..., e[ T(z ]} [T'(@)F = Oi(4,, ..., As),
) t=3,4, . L, zel,.

(L16)  S{(BelT(2)], ..., ﬂs[T(x)]} [T'(x)f = OBy, ..., Bi),
i:3v4,..-,n, erl‘
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Nach 1.13 und 1.17 schlieBen wir, daB (b) ~ (as) dann und nur dann,
wenn (1.12) gilt. Wenn wir ferner ¢t = 7T'(z) in (1.12) setzen, so konnen
wir (1.12) mittels (1.15) und (1.16) auf die Form (1.14) bringen.

2. SELBSTADJUNGIERTE GLEICHUNGEN

2.1. Definition. Wenn jede zu (a) adjungierte Qleichung im Intervall I,
quasiidentisch mit (a) ist, so heift die Gleichung (a) selbstadjungiert.
~Bemerkungen. a) Die Gleichung (a) ist selbstadjungiert dann und
nur dann, wenn wenigstens eine zu (a) adjungierte Gleichung im Intervall
I, quasiidentisch mit (a) ist.
~ b) Die Gleichung (a) ist selbstadjungiert <> (a) = (&) <> L[y] =
= (=1 L[y}

2.2. Die Qleichung (a) ist selbstadjungiert <> (a) ~ (a).

Beweis. I. Nehmen wir an, daB die Gleichung (a) selbstadjungiert
ist = (a) = (&) nach der Bemerkung 2.1b) = (a) ~ (a). IL. (a) ~ (a) =
= (a) = (a) = die Gleichung (a) ist nach der Bemerkung 2.1b) selbst-
adjungiert. .

Bemerkungen. a) Wenn (a) selbstadjungiert ist, dann schreiben
wir (a) ~ (a).

b) Es sei (a) ~ (a); (a) ~ (b) <> (b) = (a). Das folgt aus der Be-
merkung 1.1d).

c) (a) ~ (a) <> jede Losung der Gleichung (a) ist ein Multiplikator
des Operators L[y] in J,. Folgt aus 1.3.

d) (a) ~ (a) <> {¥:} € (a), wo die Funktionen ¥; in 1.4 definiert sind.
Folgt aus 1.4.

2.3. (a) ~ (a) <> (8,) {T'(2), T"(2)} € 0a(dy) ~ (a) {T(x), u(2)} € 0a(ly).
Folgt aus 1.6. ‘

Folgerung 1. (a) ~ (a) <> (a,) ~ (&), wo (&) {T'(z), T"(z)} € oa(l}).

Folgerung 2. (8) ~ (a) <> (a) ~ (a) {z, u(x)} € 04({,).

Folgerung 3. Es sei (a) ~ (a), (@) {T(x), u(zp € 0a(l}); (@) ~ (@) <
<> u(z) = ¢T"(z), ¢ = Konst. == 0.

Folgerung 4. Es sei (a) ~ (a), (@){z, u(x)} € 0a(l}); (a) ~ (a) <=
= u(x) = ¢ = Konst. & 0.

24. (a) ~ (a) < @,) {T(x), v(2)} € 0a(I}) ~ (vTa), wo
(vT') O[T T-ot) L(z) = 0,  tel,

‘L[z) = 0 die Gleichung des Bildes (a){T(x), u(x)}€ o,(I,) ist. Folgt
aus 1.8. :
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Folgerung 1. (a) ~ (a) <> (a) {z, u(z)} € 0a(dy) ~ u(z) Ly]-
Folgerang 2. (a) ~ (a) < (a) {x, ! }&'Oo(l )~ (an)-

2.6. Es sei (a) ~ (a), (b) ~ (a); (b) ~ (b) < M[y] =cLfyl, ¢=
= Konst. &= 0.

Beweis. Esist (b) = (a) = M[y]l = u(x) L{y}, u(z) € Oaldy), u(z) + 0
in I,. I Es sei (b) ~ (b) > (b) {x ( )} €op(I;) ~ (a) nach 2.4
(Folgerung 1.), so daB die Gleichungen (b), (b) quasiidentisch sind und
nach dem Hilfssatz 0.1c) u(x) = ¢ = Konst. 3= 0 ist. II. Es sei M v] =
== cL[y] ¢ = Konst. &= 0; nach der Bemerkung 2.1b) ist. M [yl =
= ¢L[y] = cL[y] = M[y], so daB (b) ~ (b)1

26 (0~ ) = @) {70 e
o (a) {T(x), u(x)} € 0g(I,). Folgt aus 1.12.

}eoaal) ~ (@

Folgerung. (a) ~ (a0) <= @) {T(e) € oall) ~ (@n),
wo (a {T ), u(z)} € 0g([4).
7. (an) ~ (an) = (a) € pa(l;). Folgt aus der Bemerkung 1.1e).

2.8. Es sei (A) eine halbkanonische Qleichung und es set (A) {T(x)} e
€puly). (An) ~ (An) < (An) ~ (As). Das ergibt sich aus 2.6 (Fol-
1—n

__J____}
' u(@) [T (@)

gerung), wenn wir u(z) = |T"(z)| % setzen.

Es seien @y(4,, ..., 44), ¢ = 3,4, ..., n Hauptinvarianten der Glei-
chung (a). . . _ .

2.9. Satz. Es sei (A) {X(2)} € pa(l,); (An) ~ (Ay) dann und nur dann,

wenn

n—1

21) Ousi(dgs .oy Agsy) =0, k=1,2,..., [_o—] zel,.

Beweis. I. Es sei (A){z} € pa(l}); (An) ~ (An) = (An) ~ (An) nach
28 = @y(4,, ... 4i) = (=1) OyA,, ..., Ay), 1 = 3,4, ...,n, z € I, nach
1.18 = (2.1).

II. Es gelte (2.1) und es sei die Gleichung () die Normalform des
Bildes (x) {T'(2)} € ka(I;). Laut [2; II1, Satz 3.3] gilt die Gleichung (1.15).
Nach (1,15), (2.1) schlieBen wir, da.B

n—1
(22) 02x~+1(“3’ a2k+1) =0, k=1, 2, ,[ 5 ], tEIz.
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s sei (B) ~ (x). Nach dem Satz 1.17 gilt (1.12), nach (1.12), (2.2)
gllt 0{(“3, ooy at) =0{(ﬁ3’ ey ﬂ‘)) i = 3:4) o n, nB'Ch 116 ist (ﬁ) = (a))
nach der Bemerkung 2.1a) ist («) ~ («). Nach (0.5), 2.8 ist die Normal-
form des Bildes (A) {X[7T—,(t)]} € pa({5) selbstadjungiert.

Folgerung. Die Gleichung (a) hat die Hauptinvarianten mit ungeradem
Index identisch gleich Null dann und nur dann, wenn die Normalform
des halbkanonischen Hauptbildes der Gleichung (a) selbstadjungiert ist.

Bemerkung. Aus dem Satz 2.9 ergibt sich die Behauptung, daB

n
eine Differentialgleichung y» + z (7:) ay"~? =0, fir welche die
i=2

Invarianten 6, (a,, ..., a,) mit ungeradem Index » verschwinden, die
Eigenschaft hat, mit ihrer Adjungierten identisch zu sein. Dieser Satz
. igt ohne Beweis in [4; 8. 224] und [1; S. 235] angefiihrt.
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