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ISOMORPHISMUS DER KARDINALPOTENZEN
Epuarp FucHs, BRNO

(Eingegangen am 2. Dezember 1964)

Folgendes Problem ist analog zu dem Problem, welches Chang in [3]
formulierte:

Es seien K, G, G, geordnete. Mengen. Unter welchen Bedingungen
folgt aus der Isomorphie der Kardinalpotenzen K¢ und K% auch die
Isomorphie der Mengen @G, G,*? :

In der Arbeit [4] hat M. Novotny bewiesen, dass es vorauszusetzen
geniigt, dass K eine Kette mit mindestens zwei Elementen ist (vgl. [4],
Satz 8.1.) In einer anderen Arbeit, welche bisher nicht publiziert ist,
verallgemeinte M. Novotny dieses Ergebnis. Er hat bewiesen, dass
es vorauszusetzen geniigt, dass K ein Vereinigungshalbverband mit
dem kleinsten Element ist und man durch den Typus der Menge aller
irreduziblen Elemente in K immer in dem Kardinalprodukt kiirzen darf.

In dieser Arbeit wird das gegebene Problem unter Voraussetzung,
dass K, G, @, endliche geordnete Mengen sind, studiert. Es ist klar,
dass es keinen Sinn hat den Fall zu studieren, wo die Méachtigkeit einer
dieser Mengen gleich 1 ist. Deswegen wird unter einer endlichen Menge
immer eine endliche Menge, welche mindestens zwei Elemente hat,
verstanden.

In dieser Arbeit wird bewiesen: Ist K eine endliche Gegenkette, d. h.
eine solche geordnete Menge, dass jede zwei verschiedene Elemente
von K unvergleichbar sind, so folgt nicht aus der Isomorphie der Kar-
dinalpotenzen K¢ und K% die Isomorphie der Mengen @, G, (Satz 1.)
Ist K eine endliche geordnete Menge mit dem Kkleinsten- Element, so
folgt aus der Isomorphje der Kardinalpotenzen K¢ und K% die Iso-
morphie der Mengen G, G, (Satz 5.) Mit dualen Betruchtungen kann
man bewiesen, dass es vorauszusetzen geniigt, dass K- eine endhche
geordnete Menge mit dem grossten Element ist.

Damit sind alle bisher bekannten Sitze verallgemeinert, die das
angefiikrte Problem betreffen. '

Im folgenden bezeichnen wir mit 4 . B bzw. AP das Kardinalprodukt
bzw. die Kardinalpotenz geordneter Mengen A4, B. Die Verbands-
operationen werden durch A, V, die Ordnung durch <, die Unver-
gleichbarkeit durch ||, die Isomorphie durch ~ symbolisiert. Ist G eine
geordnete Menge, so ist G die zu G dual geordnete Menge. Wir bezeichnen
mit {z | E(x)} die Menge aller Elemente z mit der Eigenschaft E, eine
endliche Menge mit Elementen a,,a,, ...,a, bezeichnen wir mit
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{ay, ay, ...,a,}. @ ist die leere Menge, card A ist die Michtigkeit der
Menge A. Eine eineindeutige Abbildung, welche dem Element x das
Element ¢(x) zuordnet, wird auch mit x <= ¢(x) bezeichnet.

. Es sei G eine geordnete Menge. Fiir die Elemente ¢, ¢, € G setzen wir
t, = t,, wenn es solche Elemente z,, iy eees By in G gibt, dass t; = x,,
t, = z, und die Elemente z,_,, z, firi = 1, 2, , I vexglelchbar sind.
Die Relation = ist eine Aqulvalenz die eine Zerlegung in Klassen auf
der Menge @ definiert. Die Klassen dieser Zerlegung heissen Komponenten.

der Menge G.
Offenbar gilt

Satz 1. Es seien K, G, G, endliche geordnete Mengen, es sei K eine
Gegenkette. Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(A) Die Mengen K¢, K@ sind zueinander isomorph.

(B) Die Mengen G und G, haben dieselbe Zahl von Komponenten.

Lemma 1. Es seien A, B geordnete Mengen, M < AEB. Dann sind
folgende Behauptungen richtig:

(A) Ist xo(t) = sup, {x(t) | x € M} fiir jedes t € B, so ist xye AP und
%y = supgs M.

(B) Ist A ein Vereinigungshalbverband und gilt xy = supas M, so ist

Zo(t) = sup, {z(t) | x € M} fiir jedes t € B.

(C) Hat A das grisste Element 1 und gilt xy = supas M, so ist z(t) =
= sup, {z(t) | * € M} fiir jedes t € B.

Beweis. 1. Es sei x,(f)-= sup, {z(t) | x € M} fiir jedes te B. Aus
t1,ta€ B, t, < t, folgt z(t;) < x(t,) fir jedes z € M und daher z,(t;) <
< 7,(ts), d. h. z, ist ein Element von A®. Ferner gilt , = « fiir jedes
xe M. Es sei y € AP ein beliebiges Element in 4% mit der Eigenschaft
y Z z fir jedes z € M. Dann gilt y(8,) = x(t,) fiir jedes tye Bund 2 € M
und daher y(t;) = z,(t,). Daraus folgt y = z,; also gilt z, = supys M.

II. Es sei A ein Vereinigungshalbverband und es sei x, = supgs M.
Es sei ferner ¢, € B ein beliebiges Element in B. Dann gilt z,(¢,) = z(t,)
fiir jedes x € M. Es sei « € A ein beliebiges Element mit der Eigenschaft
o 2 x(t,) fir jedes x € M. Wir setzen

(t)__{cz fiir jedeste B, £ ¢,
Yo = z,(t) V afiir jedeste B, t £ ¢,.
Dann ist offenbar y € A% und es gilt y = x fiir jedesze M,d. h.y = z,.

Daraus folgt « = y(t,) = =,(t,) und daher z,(t,) = sup, {x(t,) | x € M}
fiir jedes ¢, e B.

III. Es sei 4 eine geordnete Menge mit dem gréssten Element 1 und
es sei xy= supgs M. Es sei ¢, € B ein beliebiges Element in B. Es gilt



85

x,(t,) = z(t,) fir jedes x € M. Es sei a € A ein beliebiges Element mit
der Eigenschaft a = x(t,) fiir jedes z € M. Wir setzen

f1fir jedeste B,t £t¢,

#() = \ « fiir jedes € B, t<t,.

Es ist offenbar z € A8, z 2 z fiir jedes x € M, also z = z,. Daraus folgt
o = z(t,) = x,(t,) und es gilt z(t,) supA{xt)|xeM}

Bemerkung 1. Aus folgendem Beispiel geht hervor, dass die Be-
hauptung (A) nicht umgekehrt werden kann.

Beispiel 1. Die Menge 4 ist kein Vereinigungshalbverband und hat
auch kein grosstes Element.

Wir setzen
Y =c 28 =c z,0B)=c
y2)=a 22)=05b z,(2) =¢
y1)=0 =2(1)=0 =z,(1)=0
Es ist offenbar z,, y, z € A5, : ® 2
L=y \V z jedoch x,(2) # y(2).

V 2(2), weily(2) VV 2(2) =a V b
nicht existiert.

Definition. Es sei G eine ge- Co9y
ordnete Menge, A < @ eine nicht o
leere Teilmenge von G. Die Menge
A heisse Ideal in G, wenn sie die A . B

folgende Eigenschaft hat:

Aus t;ed, t,eQ, t, < t, folgt t, € 4. :

Das Ideal 4 in G heisse Hauptideal in G, wenn ein Element ¢, € G
mit der Eigenschaft 4 = {x |2 € @, x = 1,} existiert. In diesem Falle
schreiben wir 4 = A(t,).

Ist G eine geordnete Menge, so sei #(G) die Mengé aller Hauptideale
in G; die Menge (@) ist durch Inklusion geordnet. Offenbar ist G zu
der Menge J£(@) isomorph.

Die Definition eines dualen Ideals in G ist zu der eben angefuhrben
dual. Ein duales Ideal in der Menge G ist offenbar ein Ideal in der
Menge G.

Ein duales Hauptideal in ¢ mit dem kleinsten Element ¢, bezeichnen
wir mit E(t,), d.h. E¢t)={t|te@, ¢t =t} Offenbar ist- G zu der
Menge H#(G) isomorph.

Definition. Es sei H eine geordnete Menge. Das Element a € H
heisse irreduzibel in H, wenn a nicht das kleinste Element in H ist und
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wenn aus @ = x \/ y immer a = x oder a = y folgt. Mit #(H) bezeichnen
wir die Menge aller irreduziblen Elemente in H.

Bemerkung 2. Existiert in einer endlichen geordneten Menge das
kleinste Element O, so ist offenbar die Menge #(H) nicht leer, weil
z. B. jedes Atom in H, d. h. ein oberer Nachbar von O, irreduzibel ist.
w Aus dem folgenden Beispiel geht folgendes hervor: Wenn H eine
geordnete Menge und z,€ #(H) ein Element mit der Eigenschaft
z, = supg L ist, wo L & H eine endliche Menge ist, dann muss z, € L
nicht sein.

Beispiel 2.

Das Element f der gegebenen Menge ist offenbar irreduzibel, jedoch
f=sup{a,b,c}

& e £

3 b c

Lemma 2. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche
geordnete Menge mit dem Fkleinsten Element O, xz,€ K¢ ein beliebiges
trreduzibles Element in K9 Dann g¢ibt es ein solches tn K irreduzibles
Element o€ K und ein solches duales Hauptideal E = G in G, dass

_ ={azf1'irjedesteE’
° O fiir jedeste G — E
1st.

Beweis. Wir setzen E ={t|te G, z,t) >0}, A = {z,(t)|teE}.
Da z, nicht das kleinste Element von K¢ ist, ist E eine nicht leere
Menge und daher auch A eine nicht leere Menge. Wir nehmen an, dass
card 4 > 1 ist. E8 sei t,€ E ein beliebiges minimales Element von E.
‘Wir setzen

y(t) = {xo(to) fir jedeste G, t = ¢,
4 O firjedesteQ,t&t,,
2(t) z{:t:(,(t) fiir jedest e G,t # ¢,
O fiir jedesteG,t =1t,.

. Es ist offenbar ye K¢ 2e€ K%, y # z, # 2z und fiir jedes te G gilt
z,(t) = y(¢) — 2(t). Nach Lemma 1 ist z, = y V z. Daher ist z, nicht
irreduzibel, was ein Widerspruch ist. Also gibt es genau ein Element
« € K mit der Eigenschaft' 4 = {«a}. Dieses Element a € K ist offenbar
irreduzibel. ’
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Wir nehmen an, dass das duale Ideal E S @ nicht das duale Haupt-
ideal in @ ist. Dann gibt es in £ minimale Elemente m,, m,, ..., m,,
n 2 2. Wir setzen

0 — z,(t) fiir jedest e G, t Z m,
1/()—{0 fiir jedest e G, t Z m,,

2t — () fiir jedes t e G, t # m,
2(t) { fir ¢t = m,.

Es ist offenbar y € K¢, z€ K9, y # x, # z und fiir jedes t € G es z,(t) =
= y(t) V 2(t) gilt. Dann ist x, = y V 2. Daher ist z, nicht irreduzibel,
was ein Widerspruch ist. Also ist £ ein duales Hauptideal in G.

Bezeichnung. Es sei H eine beliebige geordnete Menge. Es seien
z, y € H beliebige Elemente in H. Wir setzen

(x uy) ={t|te H,t minimal in E(z) N E(y)}.

Definition. Eine endliche geordnete Menge K heisse Menge mit der
Eigenschaft («), wenn zu zweien beliebigen Elementen 2,y € K in K
und zu beliebigen Elementen a, b € (x L y) ein Element ¢ € K in K mit
der Eigenschaft ¢ = a, ¢ = b existiert.

Bemerkung 3. ~Jede endliche Kette, jeder endliche Vereinigungs-
halbverband, jede endliche geordnete Menge mit dem grossten Element
und jede endliche Gegenkette hat die Eigenschaft {«).

Definition. Es sei. K eine endliche geordnete Menge, t, € K ein
Element in K. Das Element ¢, heisse .Element mit der Eigenschaft (f8),
wenn aus z,y € K, t,€ (x uy) entweder die Beziehung (x uy) = {t,}
oder die Existenz eines Elementes ¢, € (x L1 ¥), ¢, # ¢, mit der Eigen-
schaft E(t,)) N E(t,) # @ folgt.

Bemerkung 4. Hat eine geordnete Menge K die Eigenschaft («),
so hat jedes Element in K die Eigenschaft (B).

Lemma 3. Es set K eine endliche geordnete Menge mit dem kleinsten
Element 0, a, € K ein von O verschiedenes Element mit der Eigenschaft (B).
Es sei ferner Q eine geordnete Menge, E < G ein duales Ideal in G. Wir

. setzen

e e

[

Zolt) = {aof'iirjedes teE
- 70 O fiir jedeste @ — E
Es seten y,ze K@ beliebige Elemente mit der Eigenschaft x, = y \ z.
Dann gilt z(t) = y(t) V z(t) fir jedes t € G.
Beweis. Es sei ¢, € G ein beliebiges Element. Ist t,€ @ — E, so gilt
ey 0 =x(t) = y(t,) V 2(t,). Es sei also t,cE. Es
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z,(t,) = 2(t,). Es sei a € K ein beliebiges Element mit der Eigenschaft
o Z y(t,), a« = 2(t,). Wir beweisen, dass o > x,(t,) ist.
Wir nehmen zuerst an, dass « < z,(t,) ist. Wir setzen

z,(t) fiir jedes te B, t £ ¢,
xy(t) =« fiir jedes te B,t < ¢,
O fiir jedes te G — E.

Es ist offenbar z, € K¢, z, 2 y, 2, Z 2, x; < x,, was ein Widerspruch
ist, da wir annehmen, dass x, =y V z gilt. Daher gilt z,(,) =aqa,¢€
€ [y(t,) uz(t,)]- :

Wir nehmen jetzt an, dass « || Z,(},) ist. Dann ist die Beziehung
{=,(t,)} = [y(t,) w2(t,)] nicht richtig. Da z(t,) = a, die Eigenschaft (B)
hat, gibt es ein Element y € K, y # x,(t,), v € [y(t,) uz(t,)] mit der
Eigenschaft, dass ein Element d € K, 6 = z,(t,), 6 = y existiert. Wir
setzen )

6 fir jedeste B, t £¢,
Zy(t) = § y fiir jedeste B, t < ¢,
O fiir jedest ¢ G — E.

Es ist offenbar 2, € K¢, x, 2 y, x, 2 2, %, || x,, was ein Widerspruch
ist, da wir annehmen, dass 2, = y V z gilt. .
Daher gilt « = z,(¢,); daraus folgt z,(t,) = y(¢,) V 2(t,)-
Bemerkung 5. Aus dem Beispiel 1 geht folgendes hervor: Wenn
das Element a, die Eiggnschaft () nicht hat, gilt die Behauptung von
Lemma 3 im allgemeinen nicht. Gleichzeitig sehen wir, dass das Lemma 2
nicht umgekehrt werden kann.

Lemma 4. Es sei K eine endliche geordnete Menge mit dem kleinsten
Element O, a € K ein beliebiges irreduzibles Element in K mit der Eigen-
schaft (B). Es sei ferner G eine endliche geordnete Menge, E < G ein
beliebiges duales Hauptideal in G. Wir setzen

x(t)_{afiirjedesteE
" 7\ O fiir jedes t e G — E.

Dann ist die Abbildung x, ein irreduzibles Element in KO.

Beweis. Wir nehmen an, dass x, ein irreduzibles Element in K¢
nicht ist. Dann gibt es Elemente y, z € K¢, y # x, # z mit der Eigen-
schaft x, =y V 2. Es gilt y < z,, z < z,. Dann gibt es solche Elemente
t,,t,€ B, dass y(t;) < a, 2(ts) < o gilt. Es sei t, € E das kleinste Element
in E. Es-ist t, £ ¢t;, t, £ t; und daher gilt y(t,) < «, 2(t,) < «. Wir
setzen voraus, dass x, =y V z ist. Nach Lemma 3 gilt z,(t,) = a =
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= y(t,) V z(,), was ein Widerspruch ist, da « ein irreduzibles Element
ist. Das Element z, ist daher irreduzibel.

Lemma 5. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche
geordnete Menge mit dem kleinsten Element O. Es sei a€ K ein in K
irreduzibles Element, welches nicht die Eigenschaft (B) hat, E S G ein
duales Hauptideal in G. Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(A) Es gibt ein Element t, € G in G mit der Eigenschaft E = {t,}.

(B) Die Abbildung

0 — o fiir jedes t € B
xo()“{afurjedesteG—E

ast ein irreduzibles Element in K€,

Beweis. 1. Es sei (A) in Kraft. Wir nehmen an, dass z, nicht irredu-
zibel ist. Dann gibt es Elemente y, z € K¢, y # x, # z mit der Eigen-
schaft x, =y V 2. Esgilt y < z,, 2 < x,, d. h. y(£,) < «, 2(t,) < «. Es
ist offenbar « € [y(t,) L 2(t,)]. Da « ein irreduzibles Element ist, kann
es nicht {o} = [y(t,) uz(,)] sein. Dann gibt es ein Element
Bely,) uzt,)], Bl «. Wir setzen :

2t _‘{ﬂfﬁrt:ta
i) = O fiir jedeste G, t # ¢,.

Es ist offenbar x, € K¢, =, Z y, ; = 2, =, || z,, was ein Widerspruch
ist, da z, = y \/ z gilt. Also ist (B) in Kraft. -

II. Es sei (B) in Kraft. Es sei card £ > 1. Es sei ¢, das kleinste Ele-
ment in E. Dann gibt es ein Element t, € £ mit der Eigenschaft t, > t,.
Da « nicht die Eigenschaft (8) hat, gibt es solche Elemente a,be K,
dass a € (@ L b), {a} # (¢ L b) gilt und fiir jedes § € K mit der Eigen-
schaft fe(a ub), § # « die Bezichung E(x) N E(f) = @ richtig ist.
Wir setzen

o« fiir jedes t € G, ¢t > ¢, " o fiir jedes te G, t > ¢,

yt)=yafirt=¢ 2(t) =1 b fiurt =1,
O fiir jedes te G, ¢t £ {,, O fiir jedes t € G, t % ¢t,.

Es ist oﬁenbaryeKG 2eK% z,=y V 2,y #x, # zund daherlsta:0
nicht irreduzibel in K¢, was ein Wlderspruch ist. Also ist (A) in Kraft.
Das Lemma ist damit bewiesen.

Satz 2. Es set G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche ge-
ordnete Menge mit dem kleinsten Element O. Dann sind folgende Be-
hauptungen dquivalent:

(A) Das Element z, € K¢ ist irreduzibel in K©.
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(B) Es ist
: t) = o fiir jedeste E
X )*{Ofarjedestea—ﬁ:,

wo entweder « ein in K irreduzibles Element mit der Eigenschaft (8) und E
ein duales Hauptideal in @ ist, oder a ein in K irreduzibles Element ohne
die Eigenschaft (B) ist und ein solches Element t, in G existiert, dass
E ={t,} gilt.

Beweis. I. Es sei (A) in Kraft. Die Behauptung (B) folgt aus Lemma
2,4,5.
* II. Es sei (B) in Kraft. Die Behauptung (A) folgt aus Lemma 4, 5.
Korollar 1. Es set G eine endliche geordnete Menge, K eine solche endliche
geordnete Menge mit dem kleinsten Element O, dass jedes irreduzible
Element tn K die Eigenschaft () hat. Dann sind folgende Behauptungen
dquivalent:
- (A) Das Element z,e K¢ ist irreduzibel in K€.

(B) Es gtbt ein solches irreduzibles Element o€ K und ein solches
duales Hauptideal E < G, dass

®) ={ozfc'irjedesteE’
O fiir jedest € G — E
- tst. '
Korollar 2. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine solche
endliche geordnete Menge mit dem kleinsten Element O, dass jedes irre-

duzible Element in K die Eigenschaft (B) hat. Dann gilt es S(K%) ~
= S(K) . H(G).

Beweis. Es sei z,€ K¢ ein beheblges irreduzibles Element in K€,
d. h. 2, EJ(KG) Nach Korollar 1 gilt

(t)_{a fiir jedes te £
" 71 O fiir jedes te G — E,

wo aeS(K) und E e #(@). Die eineindeutige Abbildung z, < [a, E]
ist offenbar ein Isomorphismus der Menge #(K¢) auf das Kardinal-
produkt S (K)#(G).

. Satz 3. Es seien G, G, endliche geordnete Mengen, K eine solche endliche
- geordnete Menge mit dem kleinsten Element O, dass jedes irreduzible

Element in K die Eigenschaft (B) hat. Sind die Mengen K€, K% zueinander

tsomorph, so sind auch die Mengen G, G, zuetnander isomorph.

Beweis. Sind die Mengen K¢, K% zueinander isomorph, so sind auch
die Mengen £ (K%), # (K1) zueinander isomorph, d. h. #(K¢) ~ S (K).
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Nach Korollar 2 gilt es £ (K) o#(G) ~ S(K) #(G,). Die Menge J(K)
ist eine endliche geordnete Menge und nach Bemerkung 2 J(K) ist
eine nicht leere Menge. Daher gilt J#(G) ~ H#(G,) (vgl. [5], Satz 4.6),
d.h. @~G, und also G > G,.

Bemerkung 6. Aus Satz 3 und Bemerkung 3, 4 folgt: Es seien
G, G, endliche geordnete Mengen, K eine endliche Kette, ein endlicher
Verband oder eine endliche geordnete Menge mit dem kleinsten und grossten
Element. Sind die Mengen K€, K1 zueinander isomorph, so sind auch
die Mengen @, G, zueinander isomorph.

Lemma 6. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche
geordnete Menge mit dem kleinsten Element O. Es sei x, € K9,

x(t)—{a fiir jedes te &
~ | O fiir jedes te @ — E,

wo a ein irreduzibles Element in X und E ein duales Hauptideal in G
wst, ein irreduzibles Element in K¢. Dann sind folgende Behauptungen
dquivalent:

(A) Das Element o hat die Eigenschaft (B).

(B) Das Element x, hat die Eigenschaft (B).

Beweis. I. Es gei (A) in Kraft. Wir zeigen, dass das Element z, die
Eigenschaft () hat. Es seien y,ze€ K¢ belicbige Elemente mit der
Eigenschaft z, € (y Lz). Gilt y = x, oder z = x,, so ist. {z,} = (y w?2)
und es gibt nichts zu beweisen. Es sei daher y # x, # 2. Es ist y < z,,
z < z, und offenbar z,(t,) = a € [y(t,) w2(t,)). Da « irreduzibel ist, so
gilt {o} # [¥(t,) wz2(t,)]. Das Element « hat die Eigenschaft (). Daraus
folgt, dass es solche Elemente y, § gibt, dass y # «, y € [y(t,) u 2(t,)],
deK, 82 a 62y git. Wir setzen E, ={t |te E, y(t) < p, 2(t) < y}
Es ist offenbar E # 0, well z.B. ¢, EE ist. Dabei ist E, ein Ideal
in E. Wir setzen

o fiir jedeste £ — E,
z)(t) = | y fiir jedes te £,
O fiir jedes te @ — E.
Es ist offenbar z, e K¢, z, 2 y, 2, 2 2, x, || «,. E8 sei z,€ (¥ u2) ein
beliebiges Element mit der Eigenschaft z, < xz,. Wir setzen
2y(t) — o fiir jedes te E
71O fiir jedes te G — E.

Es ist offenbar 2,€ K8, z3 Z % =2 2y, %3 2 2,, d. h. das Element z,
hat die Eigenschaft (8).
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II. Wir setzen voraus, dass das Element « die Eigenschaft () nicht
hat. Dann gibt es Elemente a, b € K mit der Eigenschaft rxe (@ u b),
{a} # (@ Lb) und aus B # «, B € (a L b) folgt immer E(a) N E(B) =
Da z, irreduzibel ist, so folgt aus dem Satz 2 E = {t,}. Wir setzen

(t) = fa fir jedeste K 2(t) = b fiir jedest € B
Y =0 fiir jedes te @ — E, \ O fiir jedest € @ — E.

Esist y,2€ K¢, 2, = (y 12), y # z, # 2. Da z, irreduzibel ist, so gilt
{z,} # (y uz). Esseiz,; # x,ein beliebiges Element mit der Eigenschaft
z, €(y uz). Dann ist z,(,) = & # x,(t,) und x,(t,) € (@ bubd). Wir
nehmen an, dass es ein Element x, € K¢ mit der Eigenschaft z, > «z,,
Z, 2 7, gibt. Dann gilt z,(t) = z,(t,), z,(t,) = ,(t,), was ein Wider-
spruch ist, da [z,(t,) L y(t,)] = 0 gilt. Daher gilt E(z)) N E(z,) =0
d. h. das Element x, hat nicht die Eigenschaft (8). Das Lemma ist
damit bewiesen.

Aus Satz 2 und Lemma 6 folgt

Satz 4. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche ge-
ordnete Menge mit dem kleinsten Element O. Dann sind folgende Be-
hauptungen dquivalent:

(A) Das Element x,€ K@ ist irreduzibel und hat die Eigenschaft (8).

(B) Es gibt ein irreduzibles Element « € K mit der Eigenschaft (B) und
ein duales Hauptideal E < G in G, dass

" o fiir jedes t € B
, x()_{sz‘irjedeste_G—E
ist, .

"Bemerkung 7. Es sei H eine geordnete Menge. Mit .# ;(H) bezeichnen
wir die Menge aller irreduziblen Elemente in H mit der Eigenschaft ().
Existiert in einer endlichen geordneten Menge H das kleinste Element,
so ist offenbar die Menge .#4(H) nicht leer, weil z. B. jedes Atom in H
ein irreduzibles Element mit der Eigenschaft () ist.

Korollar 3. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche
geordnete Menge mit dem kleinsten Element O. Dann sind die Mengen

"I 5(K%) und S 4(K) . #/(GF) zueinander isomorph.

Beweis. Es sei z, € #,(K) ein beliebiges irreduzibles Element mit
der Eigenschaft (§). Nach Satz 3 gibt es solches a € £ 4(K) und £ € H# (@),
dass

. o fiir jedes t€ E
© _{0 fiir jedes te G — E

ist. Die Abbildung z,<—[«, E] ist offenbar ein Isomorphismus der
Menge .#,(K®) auf das Kardmalprodukt S 3(K) . H(G).
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Satz 5. Es set K eine endliche geordnete Menge mit einem kleinsten
Element, welche mindestens zwei Elemente hat. Es seien ferner @, G,
endliche geordnete Mengen. Sind die Mengen KO, K% zueinander tso-
morph, so sind auch die Mengen G, G, zueinander isomorph.

Beweis. Sind die Mengen K¢, K¢ zueinander isomorph, so sind auch
die Mengen f (Ii ), #3(K¢) zueinander isomorph. Aus Korollar 3
folgt S (K). #(G) = SF4(K) . #(G,). Die Menge .# 4(K) ist eine endliche
Menge und nach Bemerkung 7 ist .#,(K) nicht leer. Nach [6], Satz 4.6,
ist #(G) ~ H#(G,). Daraus folgt G ~ @, und daher gilt G ~ G,.
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