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I S O M O R P H I S M U S D E R K A R D I N A L P O T E N Z E N 
EDUARD FUCHS, BRNO 

(Eingegangen am 2. Dezember 1964) 

Folgendes Problem ist analog zu dem Problem, welches Chang in [3] 
formulierte: 

Es seien K, G, Gx geordnete. Mengen. Unter welchen Bedingungen 
folgt aus der Isomorphie der Kardinalpotenzen K° und Kö- auch die 
Isömorphie der Mengen G,GX\ 

In der Arbeit [4] hat M. N o v o t n y bewiesen, dass es vorauszusetzen 
genügt, dass K eine Kette mit mindestens zwei Elementen ist (vgl. [4], 
Satz 8.1.) In einer anderen Arbeit, welche bisher nicht publiziert ist, 
verallgemeinte M. N o v o t n ^ dieses Ergebnis. Er hat bewiesen, dass 
es vorauszusetzen genügt, dass K ein Vereinigungshalbverband mit 
dem kleinsten Element ist und man durch den Typus der Menge aller 
irreduziblen Elemente in K immer in dem Kardinalprodukt kürzen darf. 

In dieser Arbeit wird das gegebene Problem unter Voraussetzung, 
dass K, G, Gx endliche geordnete Mengen sind, studiert. Es ist klar, 
dass es keinen Sinn hat den Fall zu studieren, wo die Mächtigkeit einer 
dieser Mengen gleich 1 ist. Deswegen wird unter einer endlichen Menge 
immer eine endliche Menge, welche mindestens zwei Elemente hat, 
verstanden. 

In dieser Arbeit wird bewiesen: Ist K eine endliche Gegenkette, d. h. 
eine solche geordnete Menge, dass jede zwei verschiedene Elemente 
von K unvergleichbar sind, so folgt nicht aus der Isomorphie der Kar­
dinalpotenzen K° und K°\ die Isomorphie der Mengen G, Gx (Satz 1.) 
Ist K eine endliche geordnete Menge mit dem kleinsten Element, so 
folgt aus der Isomorphie der Kardinalpotenzen K° und KGx die Iso­
morphie der Mengen G, Gx (Satz 5.) Mit dualen Betrachtungen kann 
man bewiesen, dass es vorauszusetzen genügt, dass K eine endliche 
geordnete Menge mit dem grössten Element ist. 

Damit sind alle bisher bekannten Sätze verallgemeinert, die das 
angeführte Problem betreffen. 

Im folgenden bezeichnen wir mit A . B bzw. AB das Kardinalprödukt 
bzw. die Kardinalpotenz geordneter Mengen A, B. Die Verbands­
operationen werden durch A > V > die Ordnung durch < , die Unver­
gleichbarkeit durch ||, die Isomorphie durch ~ symbolisiert. Ist G eine 
geordnete Menge, so ist G die zu G dual .geordnete Menge. Wir bezeichnen 
mit {x | E(x)} die Menge aller Elemente x mit der Eigenschaft E, eine 
endliche Menge mit Elementen ax, a2, . . . , % bezeichnen wir mit 
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{ax, a2, . . . , an}. 0 ist die leere Menge, card A ist die Mächtigkeit der 
Menge A. Eine eineindeutige Abbildung, welche dem Element x das 
Element (p(x) zuordnet, wird auch mit x «-> <p(x) bezeichnet. 

. Es sei G eine geordnete Menge. Für die Elemente t1,t2eG setzen wir 
tx = t2, wenn es solche Elemente x0, xx, . . . , xn in G gibt, dass tx = x0> 
t2 = xn und die Elemente xl~1, x{ für i = 1, 2, . . . , n vergleichbar sind. 
Die Relation = ist eine Äquivalenz, die eine Zerlegung in Klassen auf 
der Menge G definiert. Die Klassen dieser Zerlegung heissen Komponenten 
der Menge G. 

Offenbar gilt 

Satz 1. Es seien K, G, Gx endliche geordnete Mengen, es sei K eine 
Gegenkette. Dann sind folgende Behauptungen äquivalent: 

(A) Die Mengen K°, KGi sind zueinander isomorph. 
(B) Die Mengen G und Gx haben dieselbe Zahl von Komponenten. 

Lemma 1. Es seien A, B geordnete Mengen, M E AB. Dann sind 
folgende Behauptungen richtig: 

(A) Ist x0(t) = sup^ {x(t) | x e M} für jedes t e B, so ist x0 e AB und 
x0 = sup^BM. 

(B) Ist A ein Vereinigungshalbverband und gilt x0 = sup^BM, so ist 
x0(t) = supA {x(t) \ x e M} für jedes t e B. 

(C) Hat A das grösste Element 1 und gilt x0 = sup^B M, so ist x0(t) = 
= supA {x(t) | x e M} für jedes t e B. 

Beweis. I. Es sei x0(t)-= supA {x(t) \ x e M} für jedes t e B. Aus 
tx, t2 e B, tx < t2 folgt x(tx) _ x(t2) für jedes x e M und daher x0(tx) = 

= xo(h)> d. h. x0 ist ein Element von AB. Ferner gilt x0 = x für jedes 
x e M. Es sei y e AB ein beliebiges Element in AB mit der Eigenschaft 
y ^ x für jedes XG M. Dann gilt y(t0) = x(t0) für jedes t0 e B und xe M 
und daher y(t0^ = x0(t0). Daraus folgt y = x0\ also gilt x0 = sup^BM. 

II . Es sei A ein Vereinigungshalbverband und es sei x0 = sup^BM. 
Es sei ferner t0 e Ä ein beliebiges Element in B. Dann gilt x0(t0) = x(t0) 
für jedes xeM. Es sei a e A ein beliebiges Element mit der Eigenschaft 
a = x(t0) für jedes xe M. Wir setzen 

| a für jedes teB,(^t0 
V® =\x0(t) V afür jede&teBj S h-

Dann ist offenbar y e AB und es gilt y = x für jedes x e M, d. h. y ^ x0 * 
Daraus folgt a = ^(^0) = x0(^0) und daher x0(t0) = sup^ {x(t0) | a; G M} 
für jedes t0 e B. 

I I I . Es sei A eine geordnete Menge mit dem grössten Element 1 und 
es sei x0 = sup^ailf. Es sei t0 e B ein beliebiges Element in B. Es gilt 
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x0(t0) ^ x(t0) für jedes x e M. Es sei a e A ein beliebiges Element mit 
der Eigenschaft a ^ #(£0) für jedes x e M. Wir setzen 

*(«) = 
f 1 für jedes £ e H, £ rg t0 

\ a für jedes teB,t^t0. 
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Es ist offenbar z e AB, z ^ x für jedes 2; e M, also 2 ^ #0. Daraus folgt 
a - 2(y ^ z0(£0) und es gilt x0(t0) = sup^{x(t0) \xeM}. 

Bemerkung 1. Aus folgendem Beispiel geht hervor, dass die Be­
hauptung (A) nicht umgekehrt werden kann. 

Beispiel 1. Die Menge A ist kein Vereinigungshalbverband und hat 
auch kein grösstes Element. 

Wir setzen 
y(3) = c 2(8) = c x0(3) = c 
y(2) = a 2(2) = 6 x0(2) = c 
y(l) = 0 2(1) = 0 * 0 ( 1 ) = 0 

Es ist offenbar x0, y, z e AB, 
(tx = y V z, jedoch x0(2) ?- i/(2)„ 
V 2(2), weil f/(2) V ^(2) = <* V 6 
nicht existiert. 

Definit ion . Es sei Cr eine ge­
ordnete Menge, A ^ G eine nicht 
leere Teilmenge von G. Die Menge 
A heisse IdeaZ in (r, wenn sie die 
folgende Eigenschaft hat: 

Aus tx e A, t2e G, t2 S h folgt t2 6 A. 
Das Ideal A in G heisse Hauptideal in G, wenn ein Element t0eG 

mit der Eigenschaft ^ = {# | # e 6r, # ^ £0} existiert. In diesem Falle 
schreiben wir A = A(t0). 

Ist G eine geordnete Menge, so sei J f (G) die Menge aller Hauptideale 
in G\ die Menge Jt?(G) ist durch Inklusion geordnet. Offenbar ist G zu 
der Menge 3^(G) isomorph. 

Die Definition eines dualen Ideals in G ist zu der eben angeführten 
dual. Ein duales Ideal in der Menge G ist offenbar ein Ideal in der 
Menge G. 

Ein duales Hauptideal in G mit dem kleinsten Element t0 bezeichnen 
wir mit E(t0), d. h. E(t0) = {t 11 e G, t ^ t0}. Offenbar ist- G zu der 
Menge j4?(G) isomorph. 

Defini t ion. Es sei H eine geordnete Menge. Das Element aeH 
heisse irreduzibel in H, wenn a nicht das kleinste Element in H ist und 

Ъ 
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wenn aus a = x V y immer a = x oder a = y folgt. Mit ß(H) bezeichnen 
wir die Menge aller irreduziblen Elemente in H. 

B e m e r k u n g 2. Existiert in einer endlichen geordneten Menge das 
kleinste Element 0, so ist offenbar die Menge J(H) nicht leer, weil 
z. B. jedes Atom in H, d. h. ein oberer Nachbar von 0, irreduzibel ist. 
* Aus dem folgenden Beispiel geht folgendes hervor: Wenn H eine 
geordnete Menge und x0 e J(H) ein Element mit der Eigenschaft 
x0 = supH L ist, wo L SL H eine endliche Menge ist, dann muss x0 e L 
nicht sein. 

Beispie l 2. 
Das Element / der gegebenen Menge ist offenbar irreduzibel, jedoch 
/ = sup {a, 6, c} 

Lemma 2. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche 
geordnete Menge mit dem kleinsten Element 0, x0 e K° ein beliebiges 
irreduzibles Element in KG. Dann gibt es ein solches in K irreduzibles 
Element <xe K und ein solches duales Hauptideal E S G in G, dass 

__ / a für jedes teE 
X°{) ~~\0 für jedes teG — E 

ist. 

Beweis. Wir setzen E = {t\teGi x0(t) > 0}, A = {x0(t) \teE). 
Da x0 nicht das kleinste Element von KG ist, ist E eine nicht leere 
Menge und daher auch A eine nicht leere Menge. Wir nehmen an, dass 
card A > \ ist. Es sei t0 e E ein beliebiges minimales Element von E. 
Wir setzen 

m = - 1 xoVo) für i e d e s teQ,t£h 
yK[ \0 für jedes teG,t*&t0, 

K) \ö für jedes teGj = t0. 

Es ist offenbar yeKG, zeKG, y -̂  x0 ^ z und für jedes teG gilt 
x0(t) = y(t) — z(t). Nach Lemma 1 ist x0 = y V %» Daher ist x0 nicht 
irreduzibel, was ein Widerspruch ist. Also gibt es genau ein Element 
a e K mit der Eigenschaft* A == {a}. Dieses Element OLBK ist offenbar 
irreduzibel. 
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Wir nehmen an, dass das duale Ideal E S G nicht das duale Haupt­
ideal in G ist. Dann gibt es in E minimale Elemente mx, m2, • . . , mn, 
n ^ 2. Wir setzen 

f a;0(£) für jedes ieG,t > mx 

für jedes t e G,t J 7%, 

#0(k) für jedes teG,t ^ mx 

für t = mx. 

Es ist offenbar y e Kö, 2 e K°, y ^ x0 ^ z und für jedes teGe& x0(t) = 
= y(t) V 2(0 gilt. Dann ist x0 = 1/ V 2. Daher ist #0 nicht irreduzibel, 
was ein Widerspruch ist. Also ist E ein duales Hauptideal in G. 

Bezeichnung. Es sei H eine beliebige geordnete Menge. Es seien 
x,yeH beliebige Elemente in H. Wir setzen 

(x u y) = {t 11 e H, t minimal in E(x) n E(y)}. 

Defini t ion. Eine endliche geordnete Menge K heisse Menge mit der 
Eigenschaft (a), wenn zu zweien beliebigen Elementen x,y e K in K 
und zu beliebigen Elementen a, b e (x uy) ein Element c e K in K mit 
der Eigenschaft c ^ a, c J> 6 existiert. 

Bemerkung 3 . Jede endliche Kette, jeder endliche Vereinigungs­
halbverband, jede endliche geordnete Menge mit dem grössten Element 
und jede endliche Gegenkette hat die Eigenschaft \OL). 

Defini t ion . Es sei K eine endliche geordnete Menge, t0eK ein 
Element in K. Das Element t0 heisse .Element mit der Eigenschaft (ß), 
wenn aus x,yeK, t0 e (x uy) entweder die Beziehung (x uy) = {t0} 
oder die Existenz eines Elementes t1e(xu y), tt ^ t0 mit der Eigen­
schaft E(t0) n E(tx) ^ 0 folgt. 

Bemerkung 4. Hat eine geordnete Menge K die Eigenschaft (ot), 
so hat jedes Element in K die Eigenschaft (ß). 

Lemma 3. Es sei K eine endliche geordnete Menge mit dem kleinsten 
Element 0,a0e K ein von 0 verschiedenes Element mit der Eigenschaft (ß). 
Es sei ferner G eine geordnete Menge, E £ G ein duales Ideal in G. Wir 
setzen 

- oK} [OfürjedesteG—E 

Es seien y,ze K° beliebige Elemente mit der Eigenschaft x0-=- y V z. 
Dann gilt x0(t) = y(t) V z(t) für jedes teG. 

Beweis. Es sei t0 e G ein beliebiges Element. Ist t0 e G — E, so gilt 
n 0 = x0(t0) = y(t0) V z(t0). Es sei also t0 GE. E s 
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x0(t0) ^ z(t0). Es sei a e K ein beliebiges Element mit der Eigenschaft 
OL >. y(t0), OL >. z(t0). Wir beweisen, dass a ^ x0(t0) ist. 

Wir nehmen zuerst an, dass a < x0(t0) ist. Wir setzen 

Xl(t) = 
x0(t) für jedes teE,td^t0 

oc für jedes teE,t<Lt0 

0 für jedes teG — E. 

Es ist offenbar â  6 KG, xx ^ y, xt ^ z, xx < x0, was ein Widerspruch 
ist, da wir annehmen, dass x0 — y \l z gilt. Daher gilt x0(t0) = a0 e 
efe/(t0) u« (y ] . . 

Wir nehmen jetzt an, dass a ]| %0(t0) ist. Dann ist die Beziehung 
Mh)} = ~>(*o) U2(U] nicht richtig. Da a;0(*0) = a0 die Eigenschaft (ß) 
hat, gibt es ein Element y e K, y # #0(£0)' y 6 li/(Ü u Z(U] m ^ der 
Eigenschaft, dass ein Element de K, 6 ^ ^0(^), (5 ^ y existiert. Wir 
setzen 

I d für jedes teE,f$>t0 

y für jedes teE,t <; £0 

O für jedes t$G~E. 

Es ist offenbar a?2 e Kö, .r2 >. t/, x2 >. 2, #2 (| x0, was ein Widerspruch 
ist, da wir annehmen, dass x0 = y V z gilt. 

Daher gilt a ^ a?0(y, daraus folgt z 0 (y = y(t0) V z(0-
Bemerkung 5. Aus dem Beispiel 1 geht folgendes hervor: Wenn 

das Element a0 die Eigenschaft (ß) nicht hat, gilt die Behauptung von 
Lemma 3 im allgemeinen nicht. Gleichzeitig sehen wir, dass das Lemma 2 
nicht umgekehrt werden kann. 

Lemma 4. Es sei K eine endliche geordnete Menge mit dem kleinsten 
Element O, a e K ein beliebiges irreduzibles Element in K mit der Eigen­
schaft (ß). Es sei ferner G eine endliche geordnete Menge, E S G ein 
beliebiges duales Hauptideal in G. Wir setzen 

I a für jedes teE 
X° ~~ \o für jedes teG — E. 

Dann ist die Abbildung x0 ein irreduzibles Element in KG. 
Beweis . Wir nehmen an, dass x0 ein irreduzibles Element in KG 

nicht ist. Dann gibt es Elemente y, z e KG, y ^ x0 i=. z mit der Eigen­
schaft x0 = y V 2. Es gilt y < x0, z < x0. Dann gibt es solche Elemente 
tlft2e E, dass y(tx) < a, z(t2) < OL gilt. Es sei t0 e E das kleinste Element 
in E. Es-ist t0 g tl9 t0 ^ t2 und daher gilt y(t0) < OL, z(t0) < OL. Wir 
setzen voraus, dass x0 = y V z ist. Nach Lemma 3 gilt x0(t0) = a = 
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= yiK) V 2(U, was ein Widerspruch ist, da oc ein irreduzibles Element 
ist. Das Element x0 ist daher irreduzibel. 

Lemma 5. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche 
geordnete Menge mit dem kleinsten Element 0. Es sei oce K ein in K 
irreduzibles Element, welches nicht die Eigenschaft (ß) hat, E S G ein 
duales Hauptideal in G. Dann sind folgende Behauptungen äquivalent: 

(A) Es gibt ein Element t0eG in G mit der Eigenschaft E = {t0}. 
(B) Die Abbildung 

oc für jedes t e E 
> für jedes teG — E 

ist ein irreduzibles Element in KG. 
Beweis. I. Es sei (A) in Kraft. Wir nehmen an, dass x0 nicht irredu­

zibel ist. Dann gibt es Elemente y,ze KG, y ^ x0 7-= z mit der Eigen­
schaft x0 = y V z- Es gilt y < x0, z < x0, d.h. y(t0) < oc, z(t0) < oc. Es 
ist offenbar oce[y(t0) uz(t0)]. Da oc ein irreduzibles Element ist, kann 
es nicht {a} = [y(t0) u z(t0)] sein. Dann gibt es ein Element 
ß e [y(t0) u z(t0)], ß\\oc. Wir setzen 

n f ß f ür t = t0 
Xl{t) ~ \ O f ü r jedes* eG,t ^ t0. 

Es ist offenbar xt e KG, x± ^ y, xx >̂ z, xx \ \ x0, was ein Widerspruch 
ist, da x0 = y V z gut. Also ist (B) in Kraft. 

II. Es sei (B) in Kraft*. Es sei card E > 1. Es sei tx das kleinste Ele­
ment in E. Dann gibt es ein Element t2e E mit der Eigenschaft t2> tx. 
Da oc nicht die Eigenschaft (ß) hat, gibt es solche Elemente a,be K, 
dass oce (a üb), {oc} ^ (a üb) gilt und für jedes ß e K mit der Eigen­
schaft ß e (a u b), ß / oc die Beziehung E(oc) n E(ß) = 0 richtig ist. 
Wir setzen 

yЏ) = 

oc für jedes t e G, t > tx 

a für t = tx z(t) = 
O für jedes t e G, t ^ tx, 

oc für jedes t eG,t > tx 

b für t = tt 

O für jedes teG,t ^ tx. 

Es ist offenbar y e KG, z e KG, x0~y\Jz,y?fcx0^z und daher ist x0 

nicht irreduzibel in KG, was ein Widerspruch ist. Also ist (A) in Kraft. 
Das Lemma ist damit bewiesen. 

Satz 2. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche ge­
ordnete Menge mit dem kleinsten Element 0. Dann sind folgende Be­
hauptungen äquivalent: 

(A) Das Element x0 e KG ist irreduzibel in KG. 
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(B) Es iзt 

°y} \0 für jedes teG — E, 

wo entweder oc ein in K irreduzibles Ehment mit der Eigenschaft (ß) und E 
ein duales Hauptideal in G ist, oder oc ein in K irreduzibles Ehment ohne 
die Eigenschaft (ß) ist und ein sohhes Ehment t0 in G existiert, dass 
E = {t0} giU. 

Beweis. I. Es sei (A) in Kraft. Die Behauptung (B) folgt aus Lemma 
2, 4, 5. 

II . .Es sei (B) in Kraft. Die Behauptung (A) folgt aus Lemma 4, 5. 

Korollar 1. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine sohhe endliche 
geordnete Menge mit dem kleinsten Ehment 0, dass jedes irreduzible 
Ehment in K die Eigenschaft (ß) hat. Dann sind folgende Behauptungen 
äquivalent: 

(A) Das Element x0 e KG ist irreduzibel in KG. 
(B) Es gibt ein sohhes irreduzibles Element oceK und ein solches 

duales Hauptideal E E G, dass 

( oc fùí oc für jedes teE 

ist. 

KoroUar 2. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine sohhe 
endliche geordnete Menge mit dem khinsten Ehment 0, dass jedes irre­
duzible Ehment in K die Eigenschaft (ß) hat. Dann gilt es J(KG) £ 
S J(K). JfT(G). 

Beweis . Es sei x0 e KG ein beliebiges irreduzibles Element in KG
9 

d. h. x0eJ(KG). Nach Korollar 1 gilt 

J a für jedes teE 
X°{t)==\Omrjede8teG — E, 

wo oceJ(K) und E e Jf(G). Die eineindeutige Abbildung x0 <—• [oc, E] 
ist offenbar ein Isomorphismus der Menge J(KG) auf das Kardinal­
produkt J(K)JtT(Ö). 

Satz 3* Es seien G, Gx endliche geordnete Mengen, K eine sohhe endliche 
geordnete Menge mit dem khinsten Ehment 0, dass jedes ifreduzibh 
Ehment in K die Eigenschaft (ß) hat. Sind die Mengeti K°, KGi zueinander 
isomorph, so sind auch die Mengen G, Gt zueinander isomorph. 

Beweis. Sind die Mengen KG, KGi zueinander isomorph, so sind auch 
die Mengen J(K% J(KGi) zueinander isomorph, d. h. J(KG) % J(KGi). 
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Nach Korollar 2 gilt es S(K) Jf(Ö) S S(K) ^(Gx). Die Menge J(K) 
ist eine endliche geordnete Menge und nach Bemerkung 2 <f(K) ist 
eine nicht leere Menge. Daher gilt 3f(Ö) £ 3f(Öx) (vgl. [5], Satz 4.6), 
d. h. G zG x und also G ~ G^. 

Bemerkung 6. Aus Satz 3 und Bemerkung 3, 4 folgt: Es seien 
G, Gx endliche geordnete Mengen, K eine endliche Kette, ein endlicher 
Verband oder eine endliche geordnete Menge mit dem kleinsten und grossten 
Element. Sind die Mengen KG, KGi zueinander isomorph, so sind auch 
die Mengen G, Gx zueinander isomorph. 

Lemma 6. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche 
geordnete Menge mit dem kleinsten Element 0. Es sei x0 e KG, 

i a für jedes t e E 
X°() = \0 für jedes teG — E, 

wo a ein irreduzibles Element in K und E ein duales Hauptideal in G 
ist, ein irreduzibles Element in KG. Dann sind folgende Behauptungen 
äquivalent: 

(A) Das Element oc hat die Eigenschaft (ß). 
(B) Das Element x0 hat die Eigenschaft (ß). 

Beweis. I. Es sei (A) in Kraft. Wir zeigen, dass das Element x0 die 
Eigenschaft (ß) hat. Es seien y,ze KG beliebige Elemente mit der 
Eigenschaft x0 e (y uz). Gilt y = x0 oder z = x0, so ist. {x0} = (y uz) 
und es gibt nichts zu beweisen. Es sei daher y # x0 ^ z. Es ist y < x0, 
z < x0 und offenbar x0(t0) = a e [y(t0) uz(t0)]. Da a irreduzibel ist, so 
gilt {a} # [y(l0) u z(t0)]. Das Element a hat die Eigenschaft (ß). Daraus 
folgt, dass es solche Elemente y, d gibt,'dass y # a, ys [y(t0) u z(t0)], 
<$ e K, <5 >. a, <5 >. y gut. Wir setzen Ey = {t \te E, y(t) £ y, z(t) g y}. 
Es ist offenbar Ey # 0, weil z. B. t0 e E? ist. Dabei ist E? ein Ideal 
in E. Wir setzen 

ö für jedes tsE — Er 

xx(t) = l y für jedes t € Ey 

k O für jedes t e G — E. 

Es ist offenbar xx e KG, xx *> y, xx >. z, xx |.| x0. Es sei x2e(y u z) ein 
beliebiges Element mit der Eigenschaft x% S xx. Wir setzen 

Xz{) ~ \0 für jedes teG — E. 

Es ist offenbar xzeKG, x3 >. xx >= x2, x%^x0, d. h. das Element x9 

hat die Eigenschaft (ß). 



92 

IL Wir setzen voraus, dass das Element a die Eigenschaft (ß) nicht 
hat. Dann gibt es Elemente a, b e K mit der Eigenschaft a e (a u b), 
{a} ^= (a üb) und aus ß # a, ß e (a u b) folgt immer £(a) n E(ß) = 0. 
.Da.r0 irreduzibel ist, so folgt aus dem Satz 2 E = {t0}. Wir setzen 

(t\ __ S a ^u r Je(ies f e i J*6 für jedes £ e K 
y()~{Oiür jedesteG — E, Z(t) ~ \ 0 für jedes t <= G — E. 

Es ist y,ze K°, x0 = (y u z), y / x0 # 2;. Da #0 irreduzibel ist, so gilt 
{#0} ?- (2/ u 2). Es sei #! 7- #0 ein beliebiges Element mit der Eigenschaft 
XXE (y u z). Dann ist x0(t0) = oc ^ #i(U und xx(t0) e (a u b). Wir 
nehmen an, dass es ein Element x2 e K° mit der Eigenschaft x2 ^ x0> 

x2 ;> xx gibt. Dann gilt #2(U = xo(h)> xSo) = #i(U> w a s e m Wider­
spruch ist, da [x0(t0) u Xi(t0)] -= 0 gilt. Daher gilt E(#0) n E(#i) '= 0, 
d. h. das Element x0 hat nicht die Eigenschaft (ß). Das Lemma ist 
damit bewiesen. 

Aus Satz 2 und Lemma 6 folgt 
Satz 4. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche ge­

ordnete Menge mit dem kleinsten Element 0. Dann sind folgende Be­
hauptungen äquivalent: 

(A) Das Element x0eK° ist irreduzibel und hat die Eigenschaft (ß). 
(B) Es gibt ein irreduzibles Element a e K mit der Eigenschaft (ß) und 

ein duales Hauptideal E S G in G, dass 

J a für jedes t e E 
X° =[0 für jedesteG — E 

ist. 
B e m e r k u n g 7. Es sei H eine geordnete Menge. M i t ^ ( H ) bezeichnen 

wir die Menge aller irreduziblen Elemente in H mit der Eigenschaft (ß). 
Existiert in einer endlichen geordneten Menge H das kleinste Element, 
so ist offenbar die Menge J>ß(H) nicht leer, weil z. B. jedes Atom in H 
ein irreduzibles Element mit der Eigenschaft (ß) ist. 

Korollar 3. Es sei G eine endliche geordnete Menge, K eine endliche 
geordnete Menge mit dem kleinsten Element 0. Dann sind die Mengen 
Jß(K

Q) und *fß(K) . 3^(G) zueinander isomorph. 
Beweis. Es sei x0eJß(KQ) ein beliebiges irreduzibles Element mit 

der Eigenschaft (ß). Nach Satz 3 gibt es solches a € Jß(K) und E e jl?(G), 
dass 

J a für jedes t'e E 
?oO =\0 f ü r iede8 teQ — E 

ist. Die Abbildung x0«—> [a, E] ist offenbar ein Isomorphismus der 
Menge Jß(K

G) auf das Kardinalprodukt Jß(K). Jf?(G)> 
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Satz 5. Es sei K eine endliche geordnete Menge mit einem kleinsten 
Element, welche mindestens zwei Elemente hat. Es seien ferner G, Gx 

endliche geordnete Mengen. Sind die Mengen KG, Köi zueinander iso­
morph, so sind auch die Mengen G, Gx zueinander isomorph. 

Beweis. Sind die Mengen KG, KGi zueinander isomorph, so sind auch 
die Mengen J3(K

G), Jß(KG\) zueinander isomorph. Aus Korollar 3 
folgt Jß(K). Jf(G) ~ Jß(K) . Jt?(Qx). Die Menge Jß(K) ist eine endliche 
Menge und nach Bemerkung 7 ist Jß(K) nicht leer. Nach [5], Satz 4.6, 
ist Jt?(G) ~ 3V(QX). Daraus folgt G ~ Gx und daher gilt G ~ Gx. 
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