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EINIGE BEMERKUNGEN UBER EINE
NICHTLINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG
DRITTER ORDNUNG

Jax VorAc¢exk, OrLomouc

Eingegangen am 16. November 1965

In der vorliegenden Arbeit (welche an die gleichnamige Arbeit [1]
ankniipft) beschaftigen wir uns mit einigen Eigenschaften der Losungen
der Differentialgleichung

() 2 4 az’ 4 ba' + hiz) — Q(b),

wo a, b positive Konstanten und k(x), @(t) stetige und beschrinkte
Funktionen ihrer Argumente im Intervalle (— oo, -+ o0) sind. Die
obere Schranke von A(x) bezeichnen wir mit H, so daf} |A(x) | £ H
fiir alle z gilt. :

Satz 1. Jede Losung der Gleichung (1) existiert in einem nach rechts
unbeschrianktem Intervalle {¢,, 4+ oo) und es gibt eine Gleichungkon-
stante D > 0 so, daB} die Relationen

lim sup |2'(¢)| £ D. lim sup |2"(t)| = D
t—>+4 o t—> 4o

fir jede Losung gelten.
Satz 2. Es sei noch
t
A | [Qs)ds | < @ fiir alle ¢.
0
Gibt es eine Konstante # > 0 so, daB fir |x | 2 A, h(z) . sgn 2 = 0 ist,

so sind alle Losungen der Gleichung (1) beschrinkt.

Die Beweise dieser Sétze sind in [1]. .
f

Satz 3. Wenn eine Konstante & > 0 existiert so, daf fir |2z | = A

(V,) hiz)sgnz > 0

ist und wenn noch (V,) gilt, so gibt es eine Gleichungkonstante D; > 0
80, daf} fiir jede Losung z(f) der Gleichung (1)
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. (2) lim sup j2(t)| £ Dy, lim sup | 2'(t) | £ Dy, lim sup |2"(¢) | £ D,
t>+4 oo t—>+ t—> 4o

ist. .

Beweis: Da in diesem Falle die Voraussetzungen des Satzes 2 be-

friedigt sind, ist jede Losung von (1) beschrankt. Betrachten wir eine

beliebige, fest erwihlte Losung z(f) von (1). Sei f, eine solche Zabl,

daB z(t) fiir alle ¢t = ¢, existiert und schlieBlich sei sup |(t) | =
t=t
Wir bemerken noch, daB wir X > A voraussetzen diirfen, da die

Losungen, welche dleser Ungleichheit nicht geniigen, unseren Satz mit
D, = Max (h, D) erfiillen. Aus der Stetigkeit der Funktion A(x) im
Intervalle <k, X> und aus (V,) schlieBen wir jetzt, daB ein § > O mit der
folgenden Eigenschaft existiert: fiir alle ¢, fiir welche |z(t) | = h ist,
gilt auch

(3) x(t) hz(t)] = 6

Aus dem Satz 1 geht auch die Existenz eines solchen T' = ¢, hervor,
daB fir allet = 7 die Ungleichheiten | 2'(t) | £ D + 1, |2"(t) | = D + 1
~ gelten. Durch Integration von (1) (t = ¢, = T') bekommen wir also
die Abschétzung

t
(4) [ ()] ds | £ 2(@ 4+ 1) (D + 1) + 2bX 4 29
ty

Aus dem Mittvelwertsat-z crhalten wir fiir diese ¢
(5) [2(t) | £ J2(ty) | + (D 4 1) (¢ —1t,).

Setzen wir jetzt voraus, daf} fiir ¢ = ¢, stets | z(t) | = A ist. Nach (3) und
(5) bekommen wir in diesem Falle

0
(@) | + (D + 1)t —t)

(6) hlw(t)] sgn x(t) 2

Gleichzeitig gllt freilich sgn x(t) = sgn h[z(t)] = sgn f h[x(s)] ds. Durch
Integration von (6) folgt also \

ds
x(ty) | + (D + 1) (s —1t,)

Mwmm| j
Dqs bedeutet aber

lim | f h{z(s)] ds | = + oo,

t—++4o t;
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was im Widerspruch mit (4) steht. Es muf} also die Relation
(7) lim inf |z(¢) | £k

t—++4 o
richtig sein. Sei & > 0. Gibt es nun iiberhaupt einen Zeitpunkt ¢ = T,
in dem | z(f) | > b 4 « ist, so gibt es nach (7) auch einen Wert ¢, > 7T
mit |z(t;) | = b + «. Dann liefert aber die Gleichung (1) durch
Integration, fir ¢t > ¢, (solange | z(¢) | > & + « gilt):

bla@) | =< |1‘()—x(tz)| + a|x()-x(t2)| + bla(ty) | —
vfh[zs)]ds'sgn x(t) + »jQ(s ds| <
Ya+1)(D+ 1)+ 20 + bih + ).

Daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung unseres Satzes.
Bemerkung 1. Satz 3 stimmt mit dem Resultat von Reissig [2]
iberein, das mit einer anderen Methode gefunden wurde. Die hier
benutzte Methode laB8t mehr Raum fiir das Studium anderer Eigen-
schaften der Losungen, wie wir im Folgenden sehen werden.
Satz 4. Wenn (V,) und (V,) fiir alle x == 0 gelten, ist jede Losung z(t)
von (1) oszillatorisch, oder es gilt

(7) lim () = 0.

t—>4
Beweis siehe [1].

In den folgenden zwei Sitzen benutzen wir das Symbol sg @(t),
definiert wie folgt: Ist Q(t) = 0 (< 0) fiir alle ¢, setzen wir sg @Q(¢) =
= 1(—1). Ist Q) = 0, setzen wir sg Q(t) = 1 oder sg @(¢) = —1.

Satz 5: Es sei sg Q(f) = const und

(Vy) . h(x)sgnz < 0 fir « 5= 0.

Dann existieren nichtoszillierende Losungen von (1), welche die -
Relationen

II/\

sgn lim inf 2(t) = sgn lim sup z(t) = sg Q(t)
t>t t>too
begriedigen.
Beweis: Wir benutzen die Identitédt

t
x” (t) x(t) —-;—aﬂ(t) + az'(t) z(t) — a lf x'%(s) ds + 12’— a3(t) =

1 t
= (1) altg) — 2t + 0t it + 5 2t — [ =10) W) o +

(8) + [ a(s) Qo) ds,
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welche aus (1) durch Multiplizieren mit x(f) und partielle Integration
zwischen den Grenzen ¢,, ¢ entsteht.
Sei z,(t) cine Losung von (1) mit folgenden Eigenschaften:

. 1 , b
1°: F(ty) = z,(ty) 24(to) ) I\ 2(ty) - axq(ty) 2(ty) - 5% 2(ty) > 0.
2°: Es gibt ein é > 0 so, dafl im Intervalle ‘¢, t, - 0) sgn ,(t) =
= 8g Q(t) ist.

(Um eine solche Losung zu bekommen, brauchen wir zum Beispiel
nur, fiir die Anfangsbedingungen im Punkte f, folgende Relationen
vorzuschreiben: sgn z,(t,) = sgn x(t,) = sg Q(t), x{(t,) = 0.)

Wir beweisen jetzt, daB die Gleichheit in 2° far alle ¢t = ¢, richtig
bleibt. Anderenfalls wiirde sie nur in einem- Intervalle 7t;, t;) (t; > t,)
richtig und z,(t;) = 0. Aus (V;) haben wir

4
9) [ ay(s) hlay(s)] ds < 0

0

Wenn wir also in (8) () fiir z(t) und ¢, fiir t setzen, erhalten wir

ty h ty
- %x{’(tl) . atfz{z(t) dt = F(ty) — [ ay(8) [y (O] A - [ 2y (t) Q(t) At
: to

.Wegen 1°, (9) und 2° ist dic rechte Secite dieser Formel positiv, die
linke dagegen nicht positiv. Dieser Widerspruch beweist uns, daf
kein solches endliches f; existieren kann und damit auch die Existenz

nichtoszillierender Losungen. Es kann aber auch nicht lim inf | z,(t) | = 0
t—+4c0

gelten, denn sonst kénnte man eine monoton wachsende, divergente

Folge t, <t, <ty < ... aufstellen so, daB lim x(¢,) =0 wire.

n—r -+ o

Daraus wiirde aber [a,(¢) kann jetzt nicht mehr konstant sein]

. l ” 1 7 ’
(10) lim [a:l(t,,) 2y (t,) ——~—o—x12(t,,) + axy(t,) 2 (t,) —
N>+ 00 -

——afx t)at 4+ — x‘(t )J<0

folgen, da z{(t) und «(t) beschrénkt sind laut Satz 1.°Aus dem Voran-
gehenden bekommen wir aber fiir alle n

tn tn
Fty) — j (1) bl ()] At + [ 2 (1) Q) dt > 0

und also kann (10) nicht richtig sein. Der Satz ist somit bewiesen.
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| ]
Satz 6. Es sei sg Q(t) = const und
(Vy) h(z) sgn x < O fiir x #= 0.
Dann cxistieren Lésungen z(t) von (1) mit lim sup | x(f) | = + oo.
t—>+ oo

Beweis: Wir nehmen wieder die Losung x,(t) mit den Eigenschaften
1°, 2° aus dem Beweise des Satzes 5. Es gibt (Satz 1) ein 7' 2 ¢4 so,
daB fiir alle t = 7' die Ungleichheiten | 27(f) | < D - 1, |a(t) | < D + 1
gelten. Nach Satz 5 konm‘u wir ein f; > 7" und cin d > 0 finden so, daB

fir ¢t = ¢, | 2,(¢) | = d ist. Nehmen wir jetzt an, dall z,(t) im Intervalle
{ty, + o0) beschrinkt sei und bezeichnen sup | 2 (t) | = X, (fir ¢, <

St < 4 o0). Da A(] & |) stetig ist. sehen wir aus (V,), daf} eine positive
Zahl e(d) existiert von der Beschaffenheit. dall fir d £ 2| £ X,
die Ungleichheit A(x)sgn » < —e(d) gilt. Fir ¢ = ¢; haben wir also
2y (t) h[ay(t)] < —&(d) d und daraus fiir dieselben ¢

t

A1) — [ay(s) hlay(s)] ds = — jx $)ds = de(d) (t — t,).
[(Y
!
Aus dem Beweise des vorigen Satzes wissen wir aber, daf} f x;(s) Q(s) ds
’(Y

nicht negativ ist und daher nach 1° und (8) (wieder fir ¢ > ¢,)

O‘

= j 8) By (s)] ds < @[(8) 2y(t) + az;(t) 2,(t) + — x%4t).

2

Diese Ungleichheit liefert uns (da #; > 7T') die Abschétzung

b
—fxl ) Aay(s)) ds < (D + 1) (a + 1) Xy + o X3,

die im Widerspruch mit (11) ist. Damit ist der Satz bewiesen.
Bemerkung 2. Ist im Satze 6 sg@() =1 (—1), gilt natiirlich
lim sup z,(t) = + oo (lim inf 2;({) = — o0). In dem Falle Q(t) =0
t—>+4 o0 t—>+ o
gibt es also Losungen beider Typen.
Satz 7. Wenn (V,) gilt und

(Vs) lim sup zh(x) < —S

lz] >+
(wo S = -I;—(D + @), D aus dem Satz 1

ist, dann existieren - Losungen der Gleichung (1), fiir welche
lim |«(f) | = + oo ist.
>+ o0
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Beweis: Wir betrachten die Vergleichsfunktion V(x,, z,, %, f),
definiert wie folgt:
(12)

/

20 P 1 ‘
2V(xy, x,, 23, 8) = j{'z’{ h(z) dx + B [%5 + az, + b’ﬁ“‘(_{ Q(s) ds)*.

Es ist leicht einzusehen, daB fiir |z, | < D, |23 | < D,— o0 <t < 4 ©

(13) lim  V(x,.%,, 3,t) = + o0

|24|—>+
Ly
gilt, da das Integral J h(xz) dr kann nur linear wachsen, der zweite

Sunimand aus der rechten Seite von (12) dagegen kvadratisch in x, ist.
Wir bezeichnen mit S(k) die Nummer sup V(x,, z,, ,, t) auf der Menge
lzy | £k, |23 £ D, |23] £ D, — o0 <t < + 0. Die Voraussetzung
(V) sichert uns die Existenz zwei positiven Zahlen 2, und d so, daB
fir |z | = A, die Unglelchhelt zh(x) < —S —d gllt Aus (13) folgern
wir dafl

l (@1, Ty, T4, 1) > S(hy)

gilt fir |z, | < D, |z3| £ D, — 0 <t < 4 o und geniigend groBes
{2y |, |2,| 2 b > h;. Wir ziehen auch eine Losung z(t) von (1) ins
Betracht, und zwar solche, fiir welche | z(t,) | > k. 2'(ty) = 2"(¢,) = 0.
Fiir diese Losung gilt fiir ¢t 2 ¢, stets [2'(t) | £ D, | 2"(t) | £ D (siehe
[1]). Setzen wir jetzt in die Funktion (12) fiir x,, #,, z, die Funktionen
z(t), z'(t), ="(t) ein. Wir erhalten so eine zusammengesetzte Funktion
V,(t); fiir seine Ableitung gilt in einem Intervall (f,, t, 4 0)

1 ¢
(14) Vt) = —a(t) bla)] — 5 27(0) Watt)] + - Hl(0)] [Qeds 2
2 —z(t)h[z(t)] —S >d > 0.

Das Intervall (t,, ¢, + 0) ist durch die Ungleichheit | z(¢) | = k, charakte-
risiert. Gébe es aber eine Zahl @ > i, so, dal | 2(t )| > h, firt, <t < 6,
1 #(@) | = h, wiire, so hitten wir :

Val0) £ S(ky) < V(o).

Die letzte Relation kann aber nicht richtig sein, da laut (14) die Ab;
leitung  V(t) fiir ¢, <t < O positiv ist. Fiir { = ¢, gilt also stets
| (t) | > hy; dann gllt firr diese ¢t auch (14) und also lim V.(t) =

= + 0. Daher auch lim |z(t) | = + oo und der S&tz 1st beWJesen

= { o
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Satz 8. Wenn in (1) die Vorausset,zungen (V,), (Vz) fiir alle x =0

gelten und dariiber noch lim () = 0 ist und f Q(¢t) dt existiert
t++4
nicht, so sind alle Losungen von (1) oszillierend.

Beweis: Wir betrachten eine solche Lésung (t) von (1), fiir welche (7)
gilt. Wir haben wie in [1]:

t
(15) 2'(t) = y,(b) + Tf Yolt — ) {—h[z(s)] + Q(s)} ds,

Wwo y4(t) und y,(t) geeignete Losungen der Gleichung y” + ay’ + by = 0
bedeuten. Nehmen wir nun ein ¢ > 0. Es ist klar, daB bei geniigend
groem 7 fiir alle t 2 T die Relationen |#,(t)| < &, |R[z(t)]| < &,
| @(t) | < &richtig sein miissen und daher nach (15) | z'(f) | < ¢[1 + 2M].

Das bedeutet aber

(16) lim x'(¢) = 0.
t-»4

Ahnlich gilt auch

17 lim 2"(¢) =0
t—+4 0

und nach (1) auch

(18) lim 2"(¢) = 0.
[

Es ist leicht einzusehen, daB in unserem Falle dic Relationen (16),
(17), (18) auch eine geniigende Bedingung fiir (7’) darstellen.

Wenn z(t) nicht oszilliert und also fiir ¢ = T stets z(t) > O oder
z(t) < 0ist, muB nach (V,) sgn Alz(t)] = const gelten. Durch Integration
von (1) bekommen wir nach dem Ubergang zu den absoluten Betrigen:

¢ t
| JHie ds | = [ hiao)] | ds £ 1°(D) | +12"0) | + all 2(T) | +
|2
+ 120 1]+ 812D |+ 120 1]+ | [Qs) ds |

@
Nach (V,) und den Sitzen 1, 2 konvergiert also das Integral f h[z(8)} dt

abgsolut. Es ist aber klar, daB8 laut (7 ), (16), (17) das Limes der rechten
Selte der Identitét

l Ma(e)] ds — 2'(T) — () + afz'(T) — ()] + b[a(T) — 2(t)] +

+ j Q(s) ds
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nicht existieren kann. Der Widerspruch beweist unseren Satz. Einen
anderen Oszillationsatz haben wir in [3] bewiesen:

Satz 9. Wenn in der Gleichung (1) die Voraussetzungen (V,), (V,)
fir alle  # 0 gelten und Q(t) & 0 eine periodische Funktion ist, so
oszillieren alle Losungen von (1) und es kann nicht (7’) gelten.

Bemerkung 3. Es ist ohne weiteres klar, daf die beschriebene
Methode auch auf allgemeinere Gleichungen benutzt werden kann,
besonders auf die Gleichung

a" 4 f(2') v + b’ 4 h(x) = Q(1).
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