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S U R U N S Y S T È M E D ' É Q U A T I O N S A U X D É R I V É E S 
P A R T I E L L E S À U N E F O N C T I O N D ' E N S E M B L E « 

COMME I N C O N N U E 

ABOLF HAIMOVICI 

Hommage à M. O. Borûvka, à Voccasion de son soixante-dixième anniversaire 

1. I N T R O D U C T I O N 

L'étude des équations différentielles ayant des fonctions additives 
d'ensemble comme inconnues que nous avons commencée il y a quelques 
années (voir [1—2]) peut être étendue à certains types d'équations 
analogues au j équations aux dérivées ̂ partielles. A ce but nous avons 
défini une dérivée partielle d'une fonction d'ensemble [3], de la manière 
suivante: 

Soient 
a) RP = Rm* x Rm* (p^= mt + m2) 

un espace euclidien à p dimensions, produit cartésien de deux espaces 
à mi et respectivement m2 dimensions, 

b) Q=Q\ x Q2 

un domaine de RP, (QI des domaines de Rmi)\ 
c) fXi la mesure de Lebesque de Rmi et désignons par Pi e Rmi les pro
jections d'un point P e RP, sur Rmi. 
d) A une or-algèbre de parties de Q, choisies de manière que si E est 
une telle partie, elle soit le produit cartésien E\ x E% de deux parties 
de Q\ et Q2 respectivement appartenant à deux o*-algèbres A\ et A2 

de parties de Q\ et Q2. 
Considérons maintenant une fonction additive d'ensemble <p, définie 

sur A. 
Soit E un élément de A, tel que la composante Et contienne un point 

Pi e Q\, et désignons par q(E\) le diamètre de la composante sur Rm^ 
de E. Supposons que la limite 

îim y ( J g i X El) 

QiE^O l*\(Ei) 

existe. Nous appelons cette limite la dérivée partielle de q> par rapport 
à fii, et nous la notons par 

|£<Pixfc>.. 
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"D'une manière analogue on définît 

-£--<*ixP„. 
OfX2 

On remarque que d(pjdfA\(Pi X K.) est additive par rapport à K2 et que 
d(pjdfx2(Ei x P2) est additive par rapport à Ki. On pourra alors définir 

lim I -TFT ir(p' x *-> î = irh(Pl x p*> 
Q(F,2)-»O l ^2(^2) ofii I dju2dpti 

P26i?2 

«m l-^-^L^ X P2)\ = *-£-- (P, X P2) 
Qip%)^o [ ju^Ei) dfi2 I G>iG>2 

Pl6_?! 

si eas limites existent. Nous allons supposer dans tout ce qui suit que 
toutes ces limites existent et que, de plus: 

ojUidjbt2 t O>2G>i 

Soit enfin Ep : P ->Ep une application de Q dans _4, Kp étant 
choisie de manière qu'on ait 

Ep = Kpi x Kp2. 

plication satisfait 
arbitraire, il $ciste 

fi(EP A -®Q) <e 

Supposons que cette application satisfait aux conditions suivantes: 
Si s > 0 est une constante arbitraire, il $ciste une constante ô(é) telle que 

si PQ,< d(s). 

2 .POSITION D U P R O B L É M E 

Considérons maintenant le système 
l 

p - (P! X E2) =fl[P1 x E2f <p(EPl x E2)]t 
0[A\ 

{1) 8 
-^- (Et x P2) =/2[K i X P2, <p(Ex x EPt)l 

où /1 et f2 sont deux fonctions qui satisfont aux conditions suivantes: 

a) les fonctions /i(Pi X Kpa, <p), U(Epx X P2, 9?) sont continues par 
arpport à Pi, P2 et 99, et dérivables par rapport à <p, 
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b) les limites 

lim fl[Pl X E*> ̂ Ep^ X EpM lim M^i X P2,tp(EPl X Bpj] 
Q(E2)-+0 1^2(^2) QiEJ-^O ^ l ( - ^ l ) 

R2e^2 Tle#l 

existent; nous allons les désigner respectivement par 

-%£- [P. X P2, <p(EPl X Ep,)], ^ - \PX X P 2 , <p(EPl x EPl)l 
OjÀ2 O/Lli 

G) Les fonctions 

/i[Pi x K2, <p(EPl X E2)] et /2[Ki x P 2 , çp(Ki X KP2)] 

sont additives par rapport à K2 et Et respectivement, 

d) On a 

•p- [Pi X P 2 , <p(EPl X P2)] + | ^ [Pi X P2, ç> (KPl X P 2)] / 2 [KPl x*P2 , 

(2) <p(EPl X P2)] - = ^ - [ P i X P 2 , ?>(Pi X KP2)] + 
C/^i 

+ j 1 [Pi X P 2 , y(Pi X KPa)]/i [Pi X KP2, y(Pi X KP2)]. 

Remarque. Pour ce qui suit nous aurons besoin de la remarque suivante: 
Soit X une fonction additive d'ensemble et v sa partie singulière. On 
aura alors: 

(3) X(E) =£= v(E n if) + f | 2 - («) d^. 

Pour chaque ensemble K, il y a un ensemble K' de mesure nulle, tel 
que 

E' () H = E() H. 

Alors de (3) on déduit: 
X(E') = v(E' n # ) 

et (3) devient: 

(4) ME)=ME')+ f^(Q)d^. 

E 
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3. R É S O L U T I O N DU S Y S T È M E (2) 

En utilisant le théorème de décomposition de Lebesgue, de la première 
équation (1) on déduit: 

tpiEx X E2) = OL[(EX n Ht) X E2] + JfûQx X E2i <p(EQl x E2)] d/tly 

où .Hi est un ensemble de /^i-mesure nulle et a est une fonction additive 
d e ^ , . 

Comme <p doit encore satisfaire à la deuxième équation (1) il résulte 
que: 

4^-(Ei x P2) =p- m n H,) x P2] + 
0\l2 Ofi2 

+ f{-f^-[Qi x P2,<p(EQl x Pi)]+^-[Qi x P2, <p(EQl x P2)] x 

*X f2[EQl X P2 , <p(EQl X P2)]} d/n =f2[Ei X P2, <p(Ei X EPi)]. 

En utilisant (2) on obtient: 

-^- m П Hг) X P2] + j { Şì- røi X Pг, <p(Qi X EPî)] + 

Õf2_ ł Ь в i X P , , ç>(Çi X EPг)] Дrøi X EP„ <p(Qг X EPг)]} dЏl = 

= fi{Ei X P2, <p(Ei X EPs)l 

c'est-à-dire, en notant par d/2/d/.i la dérivée totale de / . par rapport 
à/ tц: 

дct 

(5) Sfл2 

[(Eг П Яi) X P2] +f~^[QiXP2ì <p(Qг X Ep^á/Лг = 
E, 

= f2[Eг xP2,<p(Eг X EPг)l 

Faisons maintenant la remarque suivante: 

Pour chaque ensemble Ex, il y a un ensemble de mesure nulle E't, tel 
que Ei n # 1 =E[ n Hx. 

On peut alors appliquer la remarque de la fin du § 2; on obtient 
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f-p-lQixPt, <p(Qi X Epjl à/ii = fi[El X P2, -*(.», X EPi)]-
E 

—h[E\ X p 2 , <p(E[ x EPz)l 

Il résulte alors de (5): 
doc 
ôџ2 

[(Ei П Яi) X Pa] = / 2 [ ^ í X Pг, çj(ЯÍ X ЯP,)]. 

En utilisant maintenant le même théorème de décomposition de Le-
besgue, on obtient: 

a[(K; n Ht) X E2] = a[(Ki n #1) X K2] = 

= v(E 0 H) + ff2[E[ x « 2 , <p(E'x x KQa)] d^2, 
-s2 

H étant un ensemble de /^-mesure nulle. 
On conclut enfin que le système (2) conduit à l'équation intégrale 

(6) <p(E) = v(E n H) + / /1 LÇi X -02, ?>(-% X E2)] dp* + 

+ ff2[E[ X Q2, ç>(^; x EQi)]âpt2; 
E% 

on vérifie sans peine que réciproquement, de (6) on déduit (2); le système 
(2) est donc équivalent à l'équation intégrale (6), si la partie singulière 
de <p est v. 

En ce qui concerne (6), on démontre l'existence de la solution d'une 
manière habituelle. On écrit (6) pour E = Ep et on désigne <p(Ep) 
par w(Pi, P2), et v(E n H) par %(Pi, P2). L'équation (6) devient alors 

u(PuP2) = Uo(Pu Pi) + ffi[Qi X P2, u(Qt> P2)] dpt, + 
Ep 

+ If2[P'1,Q2,u(P'1,Q2)]àfl2. 
Ep% 

En supposant maintenant les dérivées partielles de /$, par rapport 
à <p bornées, et en utilisant le théorème de point fixe de Banach, on 
démontre l'existence de u(P\, P2), c'est-à-dire de <p (Ep) (voir p. ex [4]). 
Ensuite par l'intermédiaire de (6) on démontre l'existence de <p(E) 
dans une sous-algèbre de Al. 
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