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STUR UN SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES A UNE FONCTION D’ENSEMBLE.
COMME INCONNUE

Aporr Harmovict

Hommage @ M. O. Boriwka, a Uoccasion de son soixante-dixiéme anniversaire

1. INTRODUCTION

L’étude des équations différentielles ayant des fonctions additives
d’ensemble comme inconnues que nous avons commencée il y a quelgnes
années (voir [1—2]) peut étre étendue & certains types d’équations
analogues aux équations aux dérivéesspartielles. A ce but nous avons
défini une dérivée partielle d’une fonction d’ensemble [3], de la maniére
suivante:

Soient
a) - RP = Rm x Rm. (p=my + my)

un espace euclidien & p dimensions, produit cartésien de deux espaces
4 m, et respectivement m, dimensions,

b) Q= .Q] X .Qz

un domaine de R?, (£2; des domaines de Rm:);
¢) pu¢ la mesure de Lebesque de Rm« et désignons par P; € R™« les pro- "
jections d’un point P € R?, sur Rm:,
d) A une ¢-algdbre de parties de £, choisies de maniére que si Z est
une telle partie, elle soit le produit cartésien E; x E, de deux parties
de £, et 2, respectivement a.ppartena,nt a deux o-algébres 4, et A4,
de parties de 2, et £,.

Considérons maintenant une fonction additive d ensemble ¢, définie
sur 4.

Soit £ un élément de 4, tel que la composante E, contlenne un pomt. '
P, e 0y, et désignons par g(E;) le diamétre de la composa.nte sur R"h
de E. Supposons que la limite

(E1 X Ez)
wEy-0  pi(Er)

existe. Nous appelons cette limite la dérivée partielle de @ par rapport
& w1, et nous la notons par .

op. -
£ (Py X Ez)»- .
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“D’une maniére analogue on définit
. op |
o S (B X P).
U2

" On remarque que 0@/oui(Py X E,) est additive par rapport 4 E, et que
Op[Ous(E; X P;) est additive par rapport & E;. On pourra alors définir

. 1  dg 0%

1 {F—,,#~ P x E } P, x Py,
0(;:){() u2(E2) Oy Fs 2 Qu2duy (B 2)
PyeE, s :

Jim {-—LM (B ><P)} PP (P, x Py
g(n,\;:o p(Eh) a,u ' 2 a,u 6 ' 2

si e3s limites existent. Nous allons supposer dans tout ce qui suit que
toutes ces limites existent et que, de plus:

0% O
———a— (P1 X Pp) =
Oprd 2 (« 1.5 Op20p1

Soit enfin Ep: P ——>Ep une application de £ dans 4, Ep étant
“choisie de maniére qu’on ait

Ep = Epl X Epa.

(P1XP2).

Supposons que cette application satisfait aux conditions suivantes:
’ Sz £ > 0 est une constante arbitraire, il griste une constante 6(3) telle que

. w(Ep A Bq) <s
s PQ.< d(e). :

2: POSITION DU PROBLEME

Considérons maintenant le systéme

)
| . (Pt X Ba) = filPy X Ba, 9lEp, X B))
(1 '
a i
. a;f (By X Py) = f,[Ey X Py, (B X Ep)],
ol fi et f; sont deux fonetions qui satisfont aux conditions suivantes:
: a) les fonctions fi(Py X Ep,, ¢), f2(Ep, X P, ¢) sont continues pa.r
‘ arpport & Py, P, et @, et dérivables par rapport & ¢,
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b) les limites
lim fl[Pl X Ez’ ‘P(EPl X EPZ)] , lim fZ[EI X PZ’ (P(EPI X EP,)]

o(Eq)—>0 u2E>) o(Ey)0 p(Ey)
PeE, P€E,

existent; nous allons les désigner respectivement par

9 8
2 by < Py, U, X Be)), 22 [P, x Py, (B, x Ep,)]
b2 Op

¢) Les fonctions
filPy X By, (Ep, X E3)] et filE X Ps, (B X Ep))]

sont additives par rapport & E, et E; respectivement.

d) On a
o o |
s [P1 X P, p(Ep, X P,)] +5$[P1 X P2, @ (Ep, X P3)]f2 [Ep, X" P2,
9
@) gln, x Pl = 30 [Py x Pa, plPs X Ep)] +

)
+ 5‘% [P1 X Pz, (p(Pl X EP,)]fl [Pl X EPz’ (P(Pl X Epz)].

Remarque. Pour ce qui suit nous aurons besoin de la remarque suivante:
Soit 4 une fonction additive d’ensemble et » sa partie singuliére. On
aura alors:

3) ME) = »(E n H) + f gzi Q) du.
E

Pour chaque ensemble E, il y a un ensemble E’ de mesure nulle, tel
que
EnH=EqnH.
Alors de (3) on déduit:

ME'Y =v(E' n H)
et (3) devient:

’ a¢
4 ME) = ME = dgy.
(4) (&) <)+Efa#(o>/z
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3. RESOLUTION DU SYSTEME (2)

En utilisant le théoréme de décomposition de Lebesgue, de la premiére
~équation (1) on déduit:

@By X B;) = o[(Ey n Hy) x B;] + Ef fl@1 X Ez, ¢(Eq, X Es)] duy,

ou H, est un ensemble de u;-mesure nulle et o est une fonction additive
de E 1.

Comme ¢ doit encore satisfaire & la deuxiéme équation (1) il résulte
que:

oy __ Oa
a—m‘(Ex X Py) = [(Ex n Hy) X P3} +

0 9
+ l{ 6{512 [Ql X P2> (p(qu X PZ)] +'£—[Q1 X Pz, ¢(E01 X Pz)] X

*X filEq, X P2, p(Eq, X P2} dus = fi[By X Pz, o(By X Ep)].

En utilisant (2) on obtient:

[0 H) X P +f O 19, % Py, 9@ X Bp)] +

+ % %10 % Pay @1 X Er)) 01 % Er,, 9@, X Er) dp

=f2[E1 X Pz, (P(El X EP:)])

c’est-a-dire, en notant par df,/du, la dérivée totale de f, par rapport
5: ,ul

o a 9% (B0 Hy x Pl + f 02 19, % Py, 0@ % Ep))dp —

= fo[E: X P2, ¢(Ey X Ep,)].

Faisons maintenant la remarque suivante:

Pour chaque ensemble E;, il y a un ensemble de mesure nulle E}, tel
que Elﬂ H1=E;ﬂ Hl.

On peut alors appliquer la remarque de la fin du §2; on obtient
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f;/-fl (@ X P2, (@1 X Ep,)]dus = f2lE1 X P2, p(Ey X Ep))] —
1

— flB} X P2, p(H] X Ep,)].
11 résulte alors de (5):

a ’ ’ ’
a“—: [(Byn Hy) x P3] = fo[E] X P2, p(E; X Ep,)].
2

En utilisant maintenant le méme théoréme de décomposition de Le-
besgue, on obtient:

o[(B, n Hy) x By] = o[(By 0 Hy) X Ey] =
= (B n H) +Effz[E; X @2, p(E; X Eq,) dua,

H étant un ensemble de y-mesure nulle.
On conclut enfin que le systéme (2) conduit & ’équation intégrale

(6) @(E) =»(E n H) + Ef fil@: X Bz, p(Eq, X E3)]du +
+ [ LB X @, 9] X Bo)ldus;

on vérifie sans peine que réciproquement, de (6) on déduit (2); le systéme
(2) est donc équivalent & I’équation intégrale (6), si la partie singuliére
de @ est .

En ce qui concerne (6), on démontre I’existence de la solution d’une
maniére habituelle. On écrit (6) pour £ = Ep et on désigne ¢(Ep)
par u(Py, P;), et »(E n H) par uo(P;, P;). L’équation (6) devient alors

w(Py, P;) = uo(Py, P) +E[f1[Q1 X Py, w(@1, P2)] duy +

1

+ J AP @, (P, @] dis.

En supposant maintenant les dérivées partielles de f;, par rapport
a4 @ bornées, et en utilisant le théoréme de point fixe de Banach, on
démontre I’existence de u(P, P,), c’est-a-dire de ¢ (Ep) (voir p. ex [4]).
Ensuite par lintermédiaire de (6) on démontre I'existence de @(E)
dans une sous-algébre de 4. ’
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