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ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN FÜR DIE ZERTEILUNG 
DER NUMMER n IN k SUMMANDEN; k = 2, 3, 4, 5, 6 

Rober t Karpe, Brno 

(Eingegangen am 1. Juli 1968) 

Definition 1. 

a) Es sei M die Menge aller natürlichen Zahlen. Die endliche Folge 
(ei, e2, ..., ejc), die die Bedingungen erfüllt: 

1. ei £ e2£ . . . ̂  ejc, 2. e\ + e2 + . . . + ejc = n, wo e% e Mist, (i = 
1,2, . . . , k), benennen wir,,Kombination mit Wiederholung, zur Summe 
n, &-ter Klasse, aus der Menge M". 

Die Anzahl aller solchen möglichen Kombinationen bezeichnen wir 
mit dem Symbol i~*(J n; M), oder kürzer J*. 

b) Es sei N die Menge der ersten k Naturzahlen; N == (1, 2, . . . , k). 
Die endliche Folge (e\,e2, . . . , ej), die die Bedingungen erfüllt: 

1- H S e2 ^ . . . ̂  ej, 1 ^ j ^ n, 
2. ex + e2 + . . . + ey = n, wo e% e N ist, (» = 1,2, . . . , j ) , benennen 
wir ,,Kombination mit Wiederholung, zur Summe nt ohne die fest­
gestellte Klasse, aus der Menge N". 

Die Anzahl aller solchen möglichen Kombinationen bezeichnen wir 
mit dem Symbol jT(| n; N). 

Satz 1. 

Für die Zahlen J1*, wo der Index k, bezw. n, fest, bezw. laufend ist, 
gilt folgende AusschaflEungsfunktion: 

V MX) = (1-«)(!-**) ...(!-**) = |o ^ •«' * ^ L 

Beweis : Nach den Formeln (3*) und (4*) aus der Seite 141, siehe [1], 
falls wir definieren .T(J 0; N) = 1, gilt: 

-7; . *, r; irr = £ E(f »•; N) .&, k £ 1. 
( 1 — *)(!— xJ) . . . ( 1 — **) rh

 J 

Anderseits, nach der Formel (15) aus der Seite 125, siehe [1], gilt: 

r{ J m — ife; JV) = T*( J «i; M). 
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Durch Verbindung dieser Formeln, falls wir m — k = r bezeichnen, 
wird die Gültigkeit des Satzes offenbar. 

Es sei [i die kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 2, 3, . . . , & . 
Dann kann man/#(#) in folgender Form schreiben: 

k \ xu 

(1 — Xџf 

Der Ausdruck im Zähler kann (durch die Durchführung der ange­
zeichneten Operationen) auf die Form eines Polynoms abgewandelt 
werden: 

h 1 XUL v [h _j_ 1 \ 

(3) J l ^ i = X/« • xl = P*l-X)> WO V = &- ( T j , 
und A\ ist die Konstante bei xl. 

B e m e r k u n g : Der Polynom Pk(x) ist symetrisch, weil er als Pro-
l xu 

dukt sämtlicher symetrischen Polynomen Qj(x) == hergestellt 

wird. ( j = l , 2, . . . , * ) . 
Es gilt also: 

(4) A\ = AU> t = 0 , l , . . . , v . 

Die Funktion /*(#) zerlegen wir mit Hinsicht auf (3) folgender-
massen: 

(5) A(*) = ! - - ? • & '(1—a^)* 

Satz 2. 

Den Kombinationszahlen | I, wo der Index lc — 1 ^ 0 fest, 
( * - . ) • 

und der Index n ^ h — 1 laufend ist, wo fi und h natürliche Zahlen 
sind, gehört folgende Ausschaffungsfunktion 

(6) -w-iлhř-Ž(ł7-î.ľO-,'i * г L 

Beweis : Wir benützen die Methode der strengen Induktion. Bei dem 
Cauchyschen Produkt der Potenzreihen g%(z) . gi(z) wenden wir die 
Relation an: 

CHrHTH-HrH;:;). 
siehe [1], Seite 248, die Formel (11). 
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Durch Substitution z == x" erhalten wir aus (6): 

<" «*"»-ff=i.5i-|.(*7-ii',)-"*i **'• 
Nach (5) und (7) gilt also folgende Identität: 

(8) Mx) = £ A\. xi . gk{x»); i £ l . 

Diese identische Gleichung kann man auch mittels der Potenzreihen 
ausdrücken, siehe (1) und (7): 

(9) 
QO v oo /]» 1 I A\ 

r=0 i=-0/=0 \ K -• / 

Daraus, durch Vergleichung der Koefizienten bei der Potenz xr, 
(r = jju + i), falls wir j eliminieren und k + r = m bezeichnen, erhalten 
wir: 

( m — i — k \ 

Je + k ~ ; m^lc, k>\, 
1 - 1 / 

wo die Koeffizienten A\ nach (3) festgestellt werden. 
B e m e r k u n g : Die Kombinationszahl (v

q) darf hier, freilich, von 
der Null nur damals verschieden sein, wenn p eine ganze Zahl ist. 

Die Formel (10) benützen wir in nähsten Aufgaben. Vor dem aber 
werden wir einige Begriffe und Verhältnisse einführen, die die Zah­
lentheoretischen Funktionen charakterisieren, die in der Anschrift 
dieser Behandlung erwähnt sind. 

Definition 2. (Definition des minimalen Restes). 
Es seien a, b, zwei beliebige natürl. Zahlen. Formen wir die Funktion 

R(x) = a — b . x, XG H, wo H die Menge aller ganzen Zahlen ist. Dann 
kann einer von zwei folgenden Fällen entstehen: 
1. XQEH ist solche Nummer, daß es gilt: | R(x0) \ < | R(x) | für alle 
x e H, x 7-= x0. 
2. x0,X\, sind solche Nummern aus der Menge H, daß es gilt: | R(x0) | = 
= | R(x\) | < | R(x) | für alle xeH, x0 7-= x •=£ X\, und dabei gilt es: 
R(x0) > 0, R(xt) < 0. 

Die Nummer R(x0) nach dem ersten oder dem zweiten Falle benennen 
wir ,,Der minimale Rest der Nummer a modulo b" und wir bezeichen 

* ( * ) • 
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Beispiele: 

Den Absolutwert des minimalen Restes 1-4-) bezeichnen wir mit dem 

81 
Symbole -=- . Also z. B. 

o\ 
1. 

Definition 3. I Definition der Auf- oder Abrundung der Nummer— 

ihrem nähsten Gesamte.) 

a 
Es s e i — der Quotient zweier natürlichen Zahlen: a, b. Es sei p eine 

natürliche Zahl, die der Ungleichheit p g — < p + 1 genügt. 

Die Auf- oder Abrundung der Nummer —- zu ihrem nähsten Gesamte 
b 

bezeichnen wir mit dem Symbol — I und definieren folgendermassen: 

łb а < . 1 

-ууеппу^ р + — , 

\a1 a , 1 

+ 1, w e n n — > p + — . 

Satz 3. 

Es seien a, b, natürliche Zahlen. Dann gilt: 

--J---H1 
Beweis — ist ersichtlich aus den Definitionen 2 und 3. 
In den nähsten Aufgaben werden wir drei Zahlentheoretische Funk­

tionen finden in der Form einfacher Formeln für J ^ , h = 2, 3, 4. 
Aufgabe 1. Man soll die Formel für r2(fn; M), n § 2, ableiten. 

Nach der formel (10) gilt: F* ..(Ť)+..(Ť) 
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Das bedeutet, daß zwei relative Formeln gelten: 

n 
1. Für n = 2k, k = 1, 2, 3, . . . , gilt: P;2 = —. 

n i 
2. Für n = 2k + 1, jfe = 1, 2, 3, . . . , gilt: T | = — — - . 

Die beiden relativen Formeln kann man — im Sinne der Definition 
2 — mit einer einzigen Einschreibung ausdrücken: 

n- m 
so daß nach dem Satz 3 die Formel gilt: 

\ nl 
(-4-1) ^ ( f n ; J f ) = — J , n^>2. 

Aufgabe 2. Man soD die Formel für r$(fn; M), n ^ 3, ableiten. 

Nach der Formel (10) gilt: 

17=2 A>.' 

wobei Polynom 
i=0 * 2 

3 1 /иб 12 

ы l — я * itľo 

siehe (3). Es gilt also 

Í W ~ 3 + 2Ì ľ-=--Ч-l í^+2| 
• 

m n-i.\ \ +i\ \ /+».\ \ ;+• 
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+ 3 

fn — 12 
6 + 2 

+ 2. 

+ 1. 

\n — 13 
6 

2 

fи — 15 
6 

+ 2 
n — U 

+ 2 
+ 1. + 

+ 2 

Die Methode des weiteren Verfahrens: 

In die Relation (12) setzen wir n = 6k + i ein. Die Zahl k betrachten 
wir als eine beliebige natürl. Zahl. Die Zahl i bedeutet hier einen Rest 
modulo 6. Deshalb setzen wir nach und nach ein: i = —3, —2, . . . , 2. 

Bei jeder aus dieser sechs Substitutionen bereiten wir den Ausdruck 
(12) auf Polynom im Argumente 6k + i, mit der eben behandelten 
Größe i. Durch die rückwertige Transformation 6k + i = n erhalten 
wir also sechs relative Formeln in der Variable n, d. h. für jede von den 
behandelten Restklassen. 

Aus der Mosaik der relativen Formeln entsteht dann — infolge des 
Satzes 3 — die Gestalt der absolut gültigen Formel. 

Dieselbe Methode wenden wir auch in den weiteren Aufgaben an. 
(In vereinfachter Form war diese Methode auch in der ersten Aufgabe 
angewandt.) 

Wir setzen in die Relation (12) ein: 

l ) n = flk:rä = 3 . ^ + 1) + 3 . ( ^ = - | ( f c + l)fc + |-fc(fc-l) = 

m 
m , Ä ; das heißt: Für n = 6k gilt: H = — 
12 fe n 12 

2)n = êk + l:Гik+1=4^k^ + 2.^=Зk2 + k = 
(6k+l)2 — 1 

12 

das heißt: Für n = 6k + lgilt: T^ = 
n2— 1 

І2" 
Durch dieses Verfahren erhalten wir folgendes Ganze der relativen 

Formeln: 

n = 6k 6k ± 1 6k -fc 2 6k ± з 

12. Г í - П2 n-—-1 n2 — 4 n- -f 3 
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Leicht beglaubigen wir, daß — im Sinne der Definition 2 — alle 
diese relativen Formeln kann man mit einer einzigen Einschreibung 
ausdrücken: 

ГІ 6Һ+Í 

( в + ł ł . - ( < » + ül) ^ - 3 , - S 2,s; 

12 ' fe = 1,2,3, . . . , 

so daß nach dem Satz 3 gilt: 

(A-2) r3{fn.M) = \^y m_;3. 

Aufgabe 3. Man soll die Formel für r4(fn; M), n ^ 4, ausdrücken. 
Nach der Formel (10) gilt: 

(13) 
38 

i=0 \ •> 
4 1 _ £_2 

wo A\ der Koeffizient bei x* ist im Polynom P4(x) = J\ -z z • 
Äa_i 1 — x* 

Zwecks Kontrolle der weiteren Ausrechnung führen wir folgende 
Übersicht der Koeffizienten A\= A%8_it i = 0, 1, . . . , 38: 

І = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

Лi — 1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 27 30 35 39 42 44 48 48 50 

Wir setzen in die Relation (13) ein: 

l ) n = 1 2 k : r ^ = 1 5 . ( f c + 2 ) + 4 8 . ( Ä ; + 1 ) + 9 . ( J ) = 12.fc3 + 

+ 3 . „2 _.. (12fe)3 + 3(12fcp; d a g h e i ß t . F ü r n = 1 2 k g i l t . 

144 

Г4 

•* n 

n* + З 2 

ш 
2) n = - 1 2 k + 1 : ^ ^ 1 8 . ^ 

12ifc + i p — 9 . (124 + 

n* + 3n2 — 9n + 5 

= 12 . &з + W = — - . [(12i + l ) 3 + 3 . (12* + 1)2—9. (12* + 1 ) + б]; 
Aтfcтc 

das heißt: Für 12Jfc + 1 gilt: F* 
144 
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Durch dieses Verfahren erhalten wir folgendes Ganze der relativen 
Formeln: 

n 144 . Гtг 

12k—6 
12k~~5 
12k—4 
12k—3 
12k—2 
12k—1 

n з _|_ зn2 — 36 
n3 + Зn3 — 9n + 5 

n з _j_ Зn2 + 16 
n з + зn2 — 9n — 27 
n3 + Зn2 -— 4 

n з _|_ Зn2 — 9 n — 11 

n 144 Г4 

12k n3 + Зn2 

1 2 k + l n3 + Зn2 -- 9 n + б 
1 2 k + 2 n3 + Зn3 — 20 
12k + 3 n з + Зn 2-- 9n — 27 
12k + 4 n3 + Зn2 + 32 
12k + 5 n3 + Зn 2-- 9 n — 1 1 

Wir setzen jetzt die Funktion G(n) fest: 

(14) 0(n) = n3 + Ъnг — 9и . n ^ 4. (Siehe Def. 2.) 

Leicht beglaubigen wir, daß man — im Sinne der Definition 2 — alle 
angeführten relativen Formeln mit einer einzigen Einschreibung aus­
drücken kann: 

; = —6, —5, . . . , 5. 
h = 0, 1, 2, . . . 

144 ' 12k + i^4, (16) - П W -
в ( l м + ,-,_(2&±i»J) 

so daß nach dem Satz 3 gilt: 

(A-3) Г<(jИ; M) = 

n 1 
n3 + 3n2 — 9» . — 

(3177(40 J ' n = 
Durch das eben angeführte Verfahren können wir auch weitere For­

meln entdecken. So zum Beispiel, ohne die ausgedehnten Beweisen 
anzuführen, geben wir hier die Resultate von zwei weiteren Aufgaben an: 

(A-4) rs(fn; M) 

(A-5) Fürft > 6 gilt: 

n* + 10ra3 + 10w2 — 120и + 90w . 
n 

~2 
(4!). (б!) 

Г'(Jn; M) = 

» 5 + ^ . w 4 + ^ . и 3 + 480.» — 22ð.w(w+9). 

WЖ) 

] * І 

] 
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Bemerkung 1. Analogische Formeln zu den (A - i), i = 1, 2, . . . , 5, 
können wir sofort sehreiben für die Anzahl der Kombinationen zur 
bestimmten Summe, ohne Wiederholung, entsprechender Klasse, aus 
der Menge I . Siehe [1], Seite 142, die Formel (7). 

B e m e r k u n g 2. Bei den Kombinationen zur bestimmten Summe er­
scheinen auch solche Kombinationen, die nur aus bestimmten (will­
kürlich aber fest ausgewählten) Elementen hergestellt werden, und 
zwar ohne Rücksicht auf die Klasse; siehe [1], Seite 146. 

Auch bei dieser Art der Kombinationen können wir durch das obige 
Verfahren zu analogischen zahlentheoretischen Funktionen gelangen. 
So z. B., nach dem erwähnten Buche gilt: 

= Z r(fr; 1, 3, 4) . xr, 
( 1 — s - ) ( l — * 3 ) ( 1 — * « ) r% 

und daraus, durch das obige Verfahren, erhalten wir 

fra-
28 I .« + -

(10*) Г(fn; 1, 3, 4) = X AІ .' 1 2 

i = 0 

(1 — xЩ* 
W O 

(i — »xi — &){i — x*; i =o 
und weiter: 
(16) r ( / » ; l , 3 , 4 ) = | - ^ ^ i 

so daß zum Beispiel gilt: 

r(/10;l, 3, 4)=j^] = 8, 
das heißt: 

10 = l + 1 + l + l + l + l + l + l + l + l = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1+1+3 = 

= 1 + 1 + 1 + 1+3+3 = 1+3+3+3 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1+4 = 
= 1 + 1 + 1+3+4 = 3+3+4 = 1 + 1+4+4. 

Bei dieser Art der Kombinationen finden wir aber oft gewisse Unregel­
mäßigkeiten der Formel. So z. B, gilt: 

(17) Г(fщ 2, 3, 5) 
tn + )2І 
v ^ м für n = ЗOk, ЗOJfc — 10, =1 60 

1 т " **- - ЗOÄ; + 1, ЗOfc — 11, + 5>2l t-
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1 -— I für die übrigen Werte w, (n ^ 0), 
60 

wo das Symbol — I, bezw. r r I, bedeutet die Aufrundung, bezw. die 

Abrundung der Zahl-r-zu ihrem nähsten Gesamte. 
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