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ARCH. MATH. 2, SCRIPTA FAC. SCI'- NAT. UJEP BRUNENSIS
VIII; 99 — 111 1972

EIGENSCHAFTEN DER LOSUNG EINER PARTIELLEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG VIERTER ORDNUNG

VERA RADOCHOVA
(Eingegangen am 24. September 1971)

Wenn wir die Langsschwingungen von Stédben in dem elastischen Zustand betrach-
ten, setzen wir gewohnlich voraus. dass die Querschnitte inihrer Ebene undeformiert
bleiben und dass sie sich nur in der Langsrichtung des Stabes bewegen. Unter diesen
Voraussetzungen kann man die Lingsschwingungen mit klassischer Wellengleichung
bheschreiben. Wenn wir aber die Deformation des Querschnittes in seiner Ebene in
Erwéagung ziehen, bekommen wir fiir die Langsschwingungen eine partielle Differen-
tialgleichung vierter Ordnung

0%u 2y 4
(1) seem == 2 ar

ot o2 cx2ct?
deren Koeffizienten a2. ¢2 gegebene Konstanten sind und die zum Beispiel in [1]
hergeleitet ist.

Die folgenden Absitze sind der Behandlung von Kigenschaften der Losung dieser
partiellen Differentialgleichung fiir Cauchysche Anfangshedingungen und fiir gewisse
Randbedingungen gewidmet.

DIE LOSUNG FUR ANFANGSBEDINGUNGEN VON CAUCHY

Wir betrachten die partielle Differentialgleichung

0*u 02uf(t, x) o2u(t, x)
= At 2) e b Bt 2) — e b glt x),
Py A(t, x) Py b B(t, x) A g(t, x)
deren Funktionen A(f, x), B(t, x), g(t, ) in einem abgeschlossenen Gebiete D : 0 =<
==L 0=t<T L>0,T >0, stetig sind und stetige Ableitungen haben.
02y Ju ] und

(2)

Wir bezeichnen die rechte Seite der Gleichung (2) mit F [t, z,

a7y
nehmen an, dass die Funktion # in dem Gebiete D stetige Ableitungen nach ihren
2 2
Veranderlichen t, =z, %;Zi s %% besitzt.

Wir nehmen an, dass zwei Funktionen go(t), ¢1(t) gegeben sind, die in dem abge-
schlossenen Intervalle (O, T definiert sind, in diesem Intervalle der Klasse (2
gehéren und fiir ¢+ = 0 folgende Beziehungen erfiillen:

di t
3) pul0) = w0, 0), L0 FOO iy 54,

Bg(0) P10, 0)
A T w0 T OLEAS

(4)
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Es seien ferner in dem abgeschlossenen Intervalle <0, L) die Funktionen wy(x)
und y,(x) definiert, welche in diesem Intervalle der Klasse C? gehéren und fiir « = 0
folgende Beziehungen erfiillen:

digo(0) _ ¥u(0, 0)

(5) wo(0) = u(0, 0), At T ag v=1,2,3,4;
) digy(0)  otrw(0,0) .
(6) C dwt T Dtoxrt 1=0123

Dann existiert genau eine Losung der Differentialgleichung (2) die in dem Gebiete D
regulir ist und fiir welche folgende Anfangsbedingungen gelten:

(7) w(t, 0) == qolt); —(-)»lf(t 0)~ = @(t); te0, T,

ox
cu(0, x)

ot

Diese Behauptung folgt aus dem allgemeinen Existenzsatz, der fiir partielle
Differentialgleichungen n-ter Ordnung zum Beispiel in [2] eingefiihrt ist.

Um die Losung der Anfangswertaufgabe (2), (7), (8) zu bestimmen, beniitzen wir
das Iterationsverfahren von E. Picard, wie es in [3] fiir partielle Differentialgleichun-
gen erwahnt ist.

Satz 1. Betrachten wir die partielle Differentialgleichung

(8) u(0, x) == wo(x): = y(x); we0, L.

04

0x2012

(9) =g(t, %),

deren rechte Seite eine, in dem abgeschlossenen Gebiete D: 0 < ax <L, 0 <t = T,
stetige Funktion ist, dann gibt es genau eine Lisung der Anfangswertaufgabe (9), (7).
(8), mit den Voraussetzungen (3), (4), (5), (6), die in dem Gebiete D definiert ist und die
in der Form

(10)  ult, ) == @o(t) + yolx) — %(0) 4 t[wx(w) — p1(0)] + zl@1(t) — @1(0)] —

— teg(0) ifdtlfdtzfdzlf (b2, x2) daz
0

geschrieben werden kann.
Infolge der Gleichung (9) gilt fiir jeden beliebigen Punkt (¢, x), der innerhalb oder
an der Grenze des Gebiets D liegt, folgende Beziehung

t ot v o

g4,
(ll) fjf J‘ ¢ gxtza’tfz dxz dxl d’z dtl = f ff J tz .'1»'2 dfl?z de dtz dtl

Die linke Seite der Beziehung (11) ist:

ult, ) — u(0, ) — u(t, 0) -+ (0, 0) — t[ a“(aot’ ) ,_a“(g; 0) ]_

du(t, 0)  3u(0 ,0) 02u(0, 0)
‘_ [ ox ox ]—}-tx oxot
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Sie ist mit den Anfangsbedingungen (7), (8) eindeutig gegeben und hat die Form
u(t, #) — @olt) — po(@) + yo(0) — t{ya(x) — p:1(0)] — z[@1(t) — @1(0)] + tz y(0),
woraus die Behauptung (10) folgt.
Wir schreiben nun die Differentialgleichung (2) iiber in
. o0 f o0*u ou | .
(12) Frr A \ A(t, x) s B(t, z) —5{2“} + g(t, 2),

wo A ein beliebiger Parameter ist, und suchen die Potenzreihe im Parameter A:

(13) u(t, x) = uolt, x) + Aui(t, ) + A2uz(t, ) 4+ ... + Aruy(t, z) + ...

die formell die Anfangswertaufgabe (12), (7), (8) mit den Bedingungen (3), (4), (5),
(6) 1osen soll.

Wenn wir in (12) 4 = 0 einsetzen, erhalten wir (9), so dass wir fir die Funktion
uo(t, ) die (10) wahlen kénnen. So gewihlte Funktion we(t, ) erfiillt die Anfangs-
bedingungen (7), (8).

Die weiteren Koeffizienten wu,(t, ), ua(t, ®), ... ua(l, ), ... der Potenzreihe (13)
sollen folgenden Randbedingungen geniigen:
a
(0, 2) = 0; —‘1%;%3”) —0;, ze<0,L), i=1238, ...
(14) |
i(t, 0
wi(t, 0) = 0; Ql«‘%(—’r-‘-l =0; ted0,T>, i=123,...
o0x

Wenn wir die Reihe (13) in die Differentialgleichung (12) einfithren und die
Koeffizienten von A" unter Beriicksichtigung von (14) vergleichen, erhalten wir die
Beziehung

t 1, & 7,y
02Uy _y(t2,
(15) un(t, ¥) = f at, f dr, f da, f { A(ty. 72) ﬂi,’f?‘va‘zi;ﬁ”—» 4
0 0 0 0 2
Pup_y(ts,
+ B(tly xl) _ﬁn_alt(zz ?3),,.}d‘x2'
2

Wir fithren nunmehr A = 1 in die Reihe (13) ein und beweisen, dass diese Reihe
mit den Koeffizienten (15) in dem abgeschlossenen Gebiete D gleichmaéssig konvergiert.
Aus den Voraussetzungen iiber die Funktionen g(t, x), po(t), @i(t), o(2), y1(z) folgt,

2 2
Oruo(t, 2) ol ) in dem Bereiche D beschrinkte Funktionen sind.

dass wuo(t, x),

ot? ’ 0?2
Es seien
oty < By | S| <y | DD |,
und
| A, z) | < My, | B(t,z) | < M,
fiir (¢, z) e D.
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Wenn wir
H = max (H,, H,, H;), M = max (M;. M,).

bezeichnen. sy gelten fiir (¢, ) € D folgende Beziehungen

) C o2
buyt. 7) | < 2MHz2e: ”q;;‘ < 2MHz. ' < oMHP.
0
oder auch
) ) t+ =z 0%, t+x2 Oy (t + x)?
l ul(t. .l:) |« 81'/”1 4 . J “552 < " 8MH —éi el ‘ a’xz" s SMH ?7!‘-—'—

Bezeichnen wir 2} = N. dann gelten allgemein fiir die Funktion u,(t. x) die Formeln

(16) lun(t, x) | << 4HN @+ 21
- | Q%up(t, x) g (b2 Qug(t, @) (t + z)m
(l 1) - 9;1’2 ? 4[11\‘ “‘(-2/;1)'— ' ""'—at'i“*— 1 < 4HN” W—
Da die Reihen
© (t + x)2n+2 } { (t + x)2n ]
4H {1 + Nn L. 4H {1 Nn ——
{ AP I iy + nzl @) |

n dem Bereiche D) konvergieren, konvergieren gleichmaéssig in dem abgeschlossenen
Gebiete 1 auch die Reihen

0%uy(t, x) D 02Up(t, x)

(18) ) Y wt; b)Y -t oY

)
0 n=0 #=0 ox?

el
o dass die Funktion u(t, x) = Zun(t, z) in diesem Bereiche regular ist, und die
n=0

Losung der Anfangswertaufgabe (2), (7), (8) darstellt. Unter gegebenen Voraus-
setzungen ist es die einzige Losung des betrachteten Problems.
Wir erwigen nunmehr den Sonderfall, fiir welchen folgende Beziehungen gelten

git, ) =0, A(t.z) =— < , Btz)= —12~~
(19) a? a

Yo (@)= 0, @olt) = 0. wyi(x) = flx). @ut) = (D),

in deren a? # 0, ¢? gegebene Konstanten sind, die Funktion f(x) in dem abgeschlos-
senen Intervalle <0, L) definiert ist, 4(!) in dem abgeschlossenen Intervalle {0, T,
gegeben ist, beide der Klasse €2 gehéren und folgende Beziehungen erfiillen

(20) f(0) = h(0) = 0: k'(0) = f'(0)
Die Anfangswertaufgabe hat dann die Form

o0u 1 o 2
=D R o B et o
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u(0, ) = 0. 8-~(0-(f>— = flx). xe U, L,
(22) 4
u(t, 0) = 0: —(}i%—o)r = h(t), te<0.T..
ox

Sie erfiillt die Voraussetzungen der vorgehenden Absitze. so dass wir ihre Kr-
gebnisse beniitzen konnen.

Die erste Anndherung uo(t, x) hat die Form:

uo(t, ) = tf(x) + xh(t)y — tzf'(0). (23)

und aus der Formel

02 2 D2 t
(24) up(t. x) = fdzlfdtzfdr‘f { tunalla, @) ¢ Punille 7) | g,

oB a? a3 J

bekommen wir die Beziehungen

‘ ! e e el
@) e = G0 — e s |- G e 5 o
b oas s ot 251,
ult- x) =, { ;! h(t) +c4 51 flx) + [—— Z, + 2¢2 370 — ¢ 5‘*!“]f(0) —
t ty X X,
. x3 (3 \
(2()) — (2 ‘3' fdtlfh(tz) dtz"*(,'z ‘;‘ dxl f(xz) dxz 1 N
o 0 0 - 0 0

usw.

Wenn wir in die Reihe (18a) die Ausdriicke (23), (25), (26) und weitere einfithren,
erhalten wir die Losung der Anfangswertaufgabe (21), (22) in der Form

. &€ a . ¢t
u(t. x) = ah(t) sin h P -+ ‘C»f(x) sin W

o < 1 [ . $2k+1 x2n—2k+1 4
SO Z, e () 0 e

a &1 2 (—1)x (n 4k — ]\’ (ct )2k+1
F S ey (T ()T

2n

-+ unil (—1)n (; )271 J.h(i) de 1217 (Zk%L - (n + :Ic — l) (_z_)zm-f

’

2
wo wir die Bezeichnung
X 0x X Xon-1
ff(x)dz: delfdxzfd%... ff(xz,,)dmm,
2n 0 0 0 0
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t A tan-1

ty
[ h(t) dt = jdtx f dt, f dts ... f h(tzn) dtzm,
) 0

2n 0 0

heniitzt haben.

LOSUNG FUR GEWISSE RANDBEDINGUNGEN

Wir betrachten zundchst die Lésung der partiellen Differentialgleichung (2) die
die Anfangsbedingungen

0
(27) (0, x) = @(r); fl‘%;’f).. = (), x €0, LY
und die Randbedingungen

ou(t, L
(28) ult, 0) = (o), D e, e

erfiillt, wobei die Funktionen ¢;(z), g2(x) in dem Intervalle <0, L) und die Funktionen
P1(f), p2(f) in dem Intervalle <0, T"> der Klasse C2 gehéren und die Beziehungen

@1(0) = p1(0): @2(0) = W{(O);

29 , , ,
(29) 7D = pa0):  giuL) = yi0)

erfiillen.
Das Iterationsverfahren, das wir in den vorgehenden Absatzen beniitzt haben,
gibt fiir die Funktion w(¢, ) die Formel
(30)  wuo(t, ) = @i(x) — @1(0) + yi(t) + H{@a(x) — @2(0)] 4 x[w2(t) — p2(0)] —
t ty pN Xy
- tJ"(pé(L) + fdt}fdtzfdxl fg(tz, 1132) dxz
o o 9

L

und fiir die Funktionen uy(t, ) die Formel

toh A
2
- il ) = fdtlfdtzjdxlf {A(tzy %) {9_11:”—7;(;&_@1 +
o 0 0 v 2
02Uy _y(t2,
By, v 7}@511%2,?21 } dz,, .

wenn wir fiir die Funktionen (¢, ), n = 1, 2, 3, ... die Anfangsbedingungen (27) und
die Randbedingungen (28) homogen annehmen.

Analog wie in den vorgehenden Absitzen erhalten wir, dass die Reihe Z Un(t, x)
n=0

in dem abgeschlossenen Gebiete D gleichmaéssig konvergiert und dass ihre Summe
eine Losung der Randwertaufgabe (2), (27), (28) darstellt.
Wir nehmen nunmehr an, dass folgende Beziehungen gelten:
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2
(32) g(t, ;L‘) = 0 .'{(I, 2}) = —— ;1'2. ,
@i@) =0 wil) =0 walt) =0 @) = fl2),

80 dass die Randwertaufgabe (2). (27). (28) die Form

33 w1 0w P
(33) 2o a2 o a? cax?
cu(0, : , .
(34) w(0. x) = 0 -('u*(:,’f’)' = fle): wesu. L
0
cu(t, L
(35) w(t. 0) = 0: “L(»v a ) == 01 te0.1.
ox

erhiilt, wobei ¢2. a2 # 0 gegebene Konstanten sind und die Funktion f(z) in dem In-
tervalle <0. L> definiert ist. der Klasse €2 gehort und die Beziehung f(0) = f/(L) = 0
erfiillt.

Die erste Annaherung hat die Form

uolt. x) = tfiz)

und aus der Formel (31) erhalten wir die Beziehungen

) = o
alt- 1) ==y g @)
z 0
5 2 13
up(l. x) = @ 5 Jlx) — at 31 da, | flaz) da,
‘0 L
GO L 24 15 ( ¢
ws(l, x) = —- @ 7 fla) + — fdx] ff(rl) day —
0 L
Cz t3 RS 2Ly £y £y
a3 fdxl fdwz fdx-’*ff(x‘t) duy.
0 L 0 L

usw.

oo
Wenn wir diese Beziehungen in die Reihe Z un(t, x) einfithren, bekommen wir die
n=10

Losung der Randwertaufgabe (33), (34). (35) in der Form

N _a .ot
(36) u(t. x) = . fla) sin 4
a1 x (—1)k n+4+k—1 ot \2k+1
25 f f@) dx[k; Pt ) () ]

2n

wo wir die Bezeichnung

106



Tan-1 Tan-q

ff(x) dr = fdx, jdx; '[dx_; fd.’l].i e fdﬂ:zyl_sz(flfln) dJ/‘zﬂ
2n 0 L 0 L 0 L

heniitzt haben.
Schreiben wir nun die Differentialgleichung (33) iiber in die Form

ou o0 0u
2 gt
o = T mron

Zur Bestimmung der Loésung von Randwertaufgabe (37), (34), (35) konnen wir
auch die berithmte Methode, die von Daniel Bernoulli stammt, beniitzen, und vor-
aussetzen, dass die Losung in der Form

(38) | ult, ) = y(@) . o(t).
geschrieben werden kann.

Fithren wir den Produktansatz (38) in die Differentialgleichung (37) ein, so ergibt
sich, wenn wir durch die Striche die Ableitungen nach der jeweiligen unabhéngigen

Veranderlichen kennzeichnen und voraussetzen, dass a20”(t) + c2o(t) + 0 gilt, die
Beziehung

(37)

v'() )

a’(f) + cwlt)  y(@)

Es folgt, da die linke Seite von z, die rechte von ¢ unabhéngig ist, dass beide Seiten
einer Konstanten gleich sein miissen. Wenn wir diese mit —A? bezeichuen, ergeben
sich die gewohnlichen Differentialgleichungen

(39) y'(x) + Ay(x) = 0,
” czlz ‘

In Verbindung mit den Randbedingungen
(41) y(0) =0, y(L)=0

stellt die Differentialgleichung (39) die homogene Eigenwertaufgabe von Sturm dar.
Man kann leicht zeigen, dass die Konstante A2 positiv sein muss, damit die Eigen-
wertaufgabe untriviale Losung besitzt.

Diese Losung erhalten wir nur dann, wenn die Kigenwerte die Werte

: _ @n+4lm _
(42) In =g , n=012 ...

annehmen, und die zugehorigen normierten Eigenfunktionen die Form

R

. /2
(43) Pulx) = L’T sindgz n=0,1,23, ...

haben. Aus der Theorie der Eigenfunktionen folgt, dass, unter den gegebenen Vor-
aussetzungen iiber die Funktion f(z), genau ein System von Koeffizienten

L
(44) Cp = %jf(x) sin Apzdz, n=0,1,2,...
0
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existiert, so dass die Funktion f(x) in dem abgeschlossenen Intervalle {0, L) in die
Reihe

(45) fl@) =Y cqsin Apr
n=0
entwickelbar ist, wobei diese Reihe in dem Intervalle <0, L absolut und gleich-
méssig konvergiert.
Zu jedem Eigenwert 1, gehort die Differentialgleichung

” cllln
v"(t) + o »(t) = 0,
deren allgemeine Losung die Form
Ot _ chat
vu(t) = Ag cos V1+ @, 4 By smV] T ailin ,

hat. Da, sowohl die Differentialgleichung (37) als auch die Randbedingungen (35)
linear und homogen sind, stellt die Reihe

clnl }nt ]
- By sin —
V + PEYEN ]/l 1 a2,

soweit sie und die zugehorigen partiellen Ableitungen in dem abgeschlossenen
Gebiete D: 0 < x < L, 0 <t < T gleichmissig konvergieren, eine Partikularlosung
der Randwertaufgabe (37), (35) dar.

Wir nehmen an, dass die Reihe die wir durch Differenzieren nach ¢ aus der Reihe
(46) bekommen, gleichmaéssig konvergiert. Dann gelten mit Riicksicht auf die An-
fangsbedingungen (34) folgende Beziehungen

(46) Z sin A,z [An COS -
n=0

(47) u(0, x) Z Ay sin Az = xe0,L)
n=0
0 g .
(48) Li(?’vx—) = »z‘_—gli—— By sin Apx = f(x), xe€0,L>
ot n=0 V] -+ a2l2,

Aus der Beziehung (47) folgt, dass A, = 0 gelten muss.
Da die Funktion f(x) nur auf einzige Weise in die Reihe der Eigenfunktionen
entwickelbar ist, folgt aus (45) und (48) die Formel

2 Vl aiz,
(49) By ="+ 7 ff sin Agedx, n=20,1,2,

Weil die Reihe (45) in dem Intervalle (0, L) gleichméssig konvergiert, die Funk_tion
cAnt Vﬂ1“+ »gfrlzn

sin += - und der Ausdruck *— — beschrankt sind, konvergiert auch die

Vl + azlzn Cln
Reihe

i 1/1 + azlzn Ant

— 8in Ay sin —

2
t, —_ .
(50)  ult.z) = o Ji i

f F(8) sin An& dE
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gleichmassig in dem abgeschlossenen Gebiete D: 0 <2 < L; 0 < t < 7. und bietet
eine partikulire Losung der Randwertaufgabe (37), (34), (35). Wenn wir die Be-
zeichnung (44) beniitzen. kénnen wir diese Losung in der Form

s T a2z, ¢
(51) u(t. x) == 2 (:,,,l - h-“——» - 8in A,z sin --_M(Wlﬁ

et cAn l/ 1+ azlz

schreiben. Wenn wir die Reihenentwicklung (45) in die Losung (36) einfithren. er-
halten wir eine partikulire Losung der betrachteten Randwertaufgabe in der Form

4 =
(52) u(l, x) “ sin Vg sin
¢ a =0
« oy £ . x —] )k [ QO | o+ \ 2k 1
a Z (1) T Ck sin 2/;17) ‘ Z . ( ) (N -k )(( ) l
¢ = an J=y A 1 & 2k 4 1! n a |

Wir nchmen nun an, dass die Differentialgleichung (2) die Form

o4 0u u

(653) seioe ~ AW g T B@ 5

hat, wobei A(x) und B(z) der Klasse (0 in dem abgeschlossenen Intervalle <0, L>
gehoren, und dass die Anfangs- und Randbedingungen sich in der Form

(54) w(0. z) — 0. ~a“»(f—jt’—x)~ - f@), xe/0.L>
o
03 u(t b) cu(t, b) , .
{’ X -= {) —— e ), A N vy
(55) ut, 0) =0, S ae) B h{t). tec0.T)

schreiben konnen, wobei die Funktionen f(x) und A(t) in den zugehérigen Intervallen
der Klasse (2 gehoren. dass die Beziehung f(0) == 0 gilt und fiir die Konstante
entweder 0 = 0 oder b = L gilt.

Wenn wir das Itemtionsverfahren, das wir in dem ersten Teil beniitzt haben.
anwenden, crhalten wir, dass die erste Annaherung die Form

(56) up(t, x) = tf(x) + ze(t) — tre'(0)
annimmt, wobei die Funktion ¢(t) eine Losung der Differentialgleichung
(57) ¢ (t) — A®)@(t) = h(t),

igt, die den Anfangsbedingungen ¢(0) = 0, @ "(0) == f'(b) geniigt.
Fiir die Funktionen uy(t. ) bekommen wir die Formel

(58) alt. %) = f dt, f dt f da, f “n,.'.(iz )
ol

*un_1(t2, x2)

+ B((E ) atz } dxz .
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Wir konnen leicht zeigen. dass die Reihe u(t, x) = Z Un(f. ) in dem abgeschlos-

senen Gebiete D: 0 < x < L, 0 <t =< T gleichmassig konverglert so dass sie die
Partikularlésung der Randwertaufga.be (83), (54), (55) darstellt.
Wenn wir nunmehr den Sonderfall: die Differentialgleichung (33) und die Bedin-

2
gungen (54), (55), wobei A(b) = — 2—2- und b = L angenommen ist, betrachten,

erhalten wir fiir die Funktionen u,(t, x) die Beziehungen

uo(t. ) = tf(x) + xop(t) — taf'(L)
& 1 (@ 3
wit. ) = — o @) + - (3, Hzx) — »~—f(L)[——02 o
+ ~3—‘f —Hztz] ’
(59)
(AN o c? z5 z3
uz(t, ®) = pry 'g!"f(x) By 3, ff(ivz) dz; dz; 4 - (5' —H, a7
0%
toty
H cz (a3
— Ha4x (p(t)-——-a‘,; ?3'—— Hzx (p(tz) dt; dtl—
)
1 St B3 [ a3 z5
—Ff’(L)[C4Ez_2cz~3~!(_3T_Hzx)+ (5| —H, — 30 —-H@)],
usw.,

wobei die Funktion ¢(¢) die Losung der Differentialgleichung

c?
(60) P + 5 9lt) = h(t)
. . ’ ’ Lz
mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = 0, ¢'(0) = f'(L) darstellt, und H, = O H,=
L4 L
== Z!—' and Hz —2—'— ist.

RO
Wenn wir so gewonnene Funktionen in die Reihe Z un(t, x) einfithren, erhalten
n=>0
wir die Losung der betrachteten Randwertaufgabe in der Form:

n 2n-2k+1
u(t, ) = ———f(x) sin — + ap(t) smh—-——— o(t) ; pom {kZH Hy m} +

a ® (—1)* n 4+ k— 1\ ( ct \2+1
)+ & azﬂfﬂ”’d"{k;(zkﬂn( n )(T) }+

) n 2n © 1 n+k—1 2k+1
o Janal £ () ())-
2n
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B B n © 1 nt+k—1\[& a2k—2i+1 —l
nzl( b ( ) f(p(t)dt {k;'az’f( n ) 42‘ Ha Cek—2i+ U'JJ N

2n

1 J n n\ {2kt 1 x2n—2k+1
A Z, azn 1k;(,(*])k(k)°2k*(2k+ ! 2n—2k+1)! |

z © i 7 (71 P {2n—2k+1 [ £ H x2k—2i+1 "]
’ A n— - P ——
A ),,; azn {kZl k)° 2n—2k + 1) _i; # (2k-2i+1)!ﬂ’
wobei wir folgende Bezeichnungen bentitzt haben:

L L2n n-—1 Ln—2k

Tom Ot =gri M=oy = & gy TR
f(p(t) df = ff f t2n df}_n dth 1. dtz dtl, n = 1 2 3
Togn-g Tan-1
f d.’l’“ff f f xz,,)dxz,,dxzn_l...dxzdxl. n = 1,2,3,...
0 L

Wir nehmen nun an, dass die Randbedingungen (55) homogen sind, so dass die
Funktion h(t) gleich Null ist. Die Differentialgleichung (60) hat die Form

”n cz
@"(t) + P o(t) =0,

und die Losung, die die Anfangsbedingungen ¢(0) = 0, ¢'(0) = f'(L) erfiillt, hat die
Form

» N . g‘ ’ : _(3_
(62) et) = p f/(L) sin a t.
In dieser Losung ist entweder f'(L) = 0, oder f'(L) # 0. Wenn wir annehmen, dass
f(L) = 0gilt, ist ¢(t) = 0, und die Lésung (61) der Differentialgleichung (33) mit den
Randbedingungen (55) stimmt mit der Losung (36) iiberrein.

Wenn w ir annehmenr, dass f'(L) % 0 ist, erhalten wir die Losung in der Form

u(t, z) = %f(x) sin %t- -+ %if'(L) sin c—t sinh E— +

"—Z \ a2 jf 2(IcJ:y;>'(M}]@cul)(cc)m}Jr
+r Z{sm T Z ly;n(d)m—l}{ki iéki‘ 1! (n ’ ];__ 1)(§)ZM} -

— -(if’(L i‘ {sm——
no(—1)E( (et \E) (& -_1 n + k— 1) [ x2k—2i+1 ]}
+1f;1 @F: l_ﬁ (_';> }{1;1 azk ( n 121 Ha 5 2k — 27 4+ 1)!
o ] n 2n—2k+1
)1213'2'1? {,; Ha @n—2k + 1)! }_‘
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N | n NV x2n—2k+1
—f(L)n;O‘dz‘n"{Z =1 (k)" @k + 1) 2n—2k + 1)! }”

k=0

) o (—1)m (& 'n S {2n—2k+1 k i xr2k-2i+1
—ro g SIS ) e S o [ B e e

Wenn wir fiir die Losung der Randwertaufgabe (33), (54), (55), mit den Voraus-

2
setzungen h(t) = 0, A(b) = -—~Z~27 , b= L, die Methode von Bernoulli beniitzen,
erhalten dieselbe Losung wie fiir die Randbedingungen (35), so dass wir sagen kénnen,
dass bei dieser Methode die durchgefiihrte Verinderung in den Randbedingungen
keinen Einfluss an die Lésung hat. Nur wenn wir das Iterationsverfahren beniitzen,

erhalten wir fiir die verinderten Randbedingungen eine neue Losung. In dieser
2
Losung ist die Funktion g(t), die die Differentialgleichung ¢”(t) -+ —22— @(t) = 0 er-

fiilllen muss, enthalten, wogegen in der Methode von Bernoulli fiir die Funktion v(¢)
. . c?
die Beziehung +"(f) + >3 v(t) #+ 0 gelten muss.
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