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A R C H . M A T H . 3, S C R I P T A F A C . SCI . N A T . U J E P B R U N E N S I S . 
V I I I : 1 2 5 - 1 2 9 , 1972 

EINIGE EIGENSCHAFTEN DER LÖSUNG 
DER WELLENGLEICHUNG MIT DER KORREKTION 

VON RAYLEIGH 

V Ä R A R A D O C H O V Ä 

(Eingegangen am 11. November 1971) 

Wenn wir bei der Forschung der dynamischen Wellen, die in einem Stab durch 
den Stoss entstehen, die Korrektion der Frequenz von Längsschwingungen, die 
von Rayleigh stammt, in Erwägung ziehen, erhalten wir eine partielle Differential
gleichung vierter Ordnung 

d2u „ d2u „ 84u 
(1) = C 2 + a 2 . dt2 dx2 dx2dt2 

wobei c2, a2 gegebene Konstanten sind [1]. 
In den folgenden Absätzen betrachten wir die Lösung dieser partiellen Differential

gleichung, die in dem abgeschlossenen Gebiete D:0^x^L, O^t^T definiert 
ist und eine der folgenden Varianten von Randbedingungen 

(2) L: u(t, 0) = 0, IL: u(t, 0) = 0, III . : ux(t, 0) = 0 

u(t, L) = 0; ux(t, L) = 0; ux(t, L) = 0 

für t e <0, T> erfüllt. 
Ferner nehmen wir an, dass diese Lösung den Anfangsbedingungen 

(3) u(0, x) = <pi(x), ut(0, x) = <p2(x), x e <0, L} 

genügt, wobei die Funktionen <pi(x) und <p2(%) in dem abgeschlossenen Intervalle 
<0, L) stetig sind, in einem Intervalle <—d, L -f d}, d > 0, eine endliche Variation 
besitzen und für einzelne Varianten von Randbedingungen folgende Beziehungen 
erfüllen: 

(4a) I. <pi(0) = 0, <p2(0) = 0, <pi(L) = 0, <p2(L) = 0 

(4b) IL <pi(0) = 0, <p2(0) = 0, <p[(L) = 0, <p2(L) = 0 

(4c) III . <pl(0) = 0, <p2(0) = 0, <p[(L) = 0, <p2(L) = 0 

Wir betrachten die Fouriertransformation 

L 

(5) un(t) = J u(t, x) d)(Xnx) dx 
o 

wobei die Funktion o)(Xnx) folgende Bedeutung für die einzelnen Varianten annimmt: 
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nTZ 
(6a) I : (o(Xnx) = sin Xnx, Xn = —— , n = 1, 2,3, . . . 

Jb 

(6b) I I : a>(Xnx) = sin Xnx, Xn =
 ( 2 ^ 1 ) j t , n = 0, 1, 2, ... 

(6c) I I I : co(Ana;) = cosAw#, An = -=-• , n = 0, 1, 2, .... 
E 

Ferner bezeichnen wir 

L L 
(7) An = J <pi(:z) co(A«x) dx, _5„ = J <p2(x) a)(Xnx) dx 

o o 

und nehmen an, dass folgende Beziehungen 

(8) (n+l)2\An+1\^n2\An\, (n + l)2 | Bn+1 \ _S n2 | Bn |, n = l , 2 , 3 , . . . 

oo oo 

(9) /z2-4(#) dx < oo, / #2JB(#) da; < oo 
I I 

A(x) > 0, £(a0 > 0, A(n) = \An\, B(n) = | Bn \, 

gelten. Wir nehmen weiter an, dass für die Lösung u(t, x) die partiellen Ableitungen 

u2u S^u 
-~5T~ f -K~Tzrz gleichmässig stetige Funktionen in dem Intervalle <0, L} mit 
dt2 cx2ct2 

Rücksicht auf t sind. Es sei 

(10) J M = = _ C 2 
dt2 dx2 • Ova*2 

Die Fouriertransformation 
L 
/ KM co(Awx) dx 
o 

ergibt unter gegebenen Voraussetzungen über die Funktion u(t, x) die gewöhnliche 
Differentialgleichung 

d2un(t) , 'c2X2
n 

+ тт r*(í) = 0 
<n> dp 

die die Fourier-Transformierte t%(£) zusammen mit den Anfangsbedingungen 

L 

(12) un(0) = / ^(a?) co(An«) der = An 

<(°) = / <M#) co(Anx) de = Bn 
o 

erfüllen soll. Da die Funktionen co(Xnx) in dem Intervalle <0, L} ein vollständiges 
System von Eigenfunktionen darstellen, besteht der folgende Satz: . 
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Unter gegebenen Voraussetzungen über die Funktionen (p\(x) und (pi(x) gibt es genau 
eine Lösung der Randwertaufgabe (1), (2), (3), die in der Form der Reihe 

(13) U(t, X) == -zr\Uo(t) (o(XoX) + Y Un(t) (o(Xnx)\ 
1J ( n=l J 

geschrieben werden kann, wobei die Funktionen un(t) die Form 

clnt Vl^+ä^Xl c^nt 

(14) un(t) = An cos y I T - ^ + Bn cK sin J / f ^ | f 

n = 1, 2, 3, . . . 

annehmen und die Funktion u0(t) für die einzelnen Varianten von Randbedingungen 
folgende Formeln 

(15a) L: u0(t) = 0 

ent V4L2 + a2n2 C7t^ 
(15b) IL: u0(t) = A0 cos yW+^2 + B0 ^ — sin ^ = ^ 

III.: u0(t) = Ao + Bot 
erfüllt. 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zuerst in dem agbeschlossenen Gebiete 
D : 0 ^ x ti L, 0 ^t <^T die gleichmässige Konvergenz von Reihen 

00 00 00 | 

(16) Y un(t) (o(Xnx) = Y An cos ßntoj(Xnx) + Y Bn -^- sin ßnt(o(Xnx), 
n=l n» l n=l ßn 

00 00 00 

(17) E un(l) wßnx) == — X ^ ß n cos ßnt(o(Xnx) — Y 5 ^ sin ßnt(o(Xnx), 
n = l n = l n = l 

00 00 00 y}2 

(18) £ !*»(*) c/(A»x) = — Y AnXl cos ßnt(o(Xnx) — YBn -^L- sin ßnt(o(Xnx), 
n—\ n = l n = l p n 

00 00 00 

(19) Y, Wn(0 ^"(An^) = Y Anßl^l c o s ßntco(Xnxj + Y JBnA2/?n sin ßnt(0(Xnx), 
n = l n = l n = l 

CA» 

wobei wir die Bezeichnung ßn = y ~~ benützt haben und durch die Striche 
y 1 + a2Xn 

die Ableitungen nach der jeweiligen unabhängigen Veränderlichen gekennzeichnet 
haben. 

Mit Rücksicht darauf, dass in dem Gebiete D die Beziehung 

(20) | cos^co(A„cc)| g 1 

gilt, genügt es, nur die Konvergenz von Reihen 

(21) g | A „ | , %\An\%, t\An\ßl £\An\Pnßl 
n = l n = l n = l n = l 

(22) fj\Bn\--±--, fi\Bnßn\, fd\Bn\-if-r-, f\Bnßn\% 
n = l I P» | m=a m=l I P» | « = 1 
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zu betrachten, da diese Reihen absolut konvergente Majoranten zu den Reihen 
(16)—(19) darstellen. Aus den Voraussetzungen (8) und (5) folgt, dass die Reihen 

00 00 

£ | An | n2, ]jT | Bn | n2 konvergent sind, so dass auch die Reihen (21) und (22) 
n « l n=~l 

konvergieren und damit die Reihen (16)—(19) in dem abgeshlossenen Gebiete D 
gleichmässig konvergieren. 

Ferner kann man leicht beweisen, dass die Funktion u(t, x), die in der Form (13) 
gegeben ist, eine Lösung der Differentialgleichung (1) darstellt, die die Randbedin
gungen (2) erfüllt. Aus den Voraussetzungen über die Funktionen <pi(x) und <p2(x) 
folgt, dass die Lösung che Anfangsbedingungen (3) erfüllt und dass es die einzige 
Lösung des Problems (1), (2), (3) ist, die in der Form der Reihe (13) geschrieben 
werden kann. 

Wir schreiben nunmehr die Differentialgleichung (1) in der Form 

d4u 1 d2u c2 d2u 
(23) dx2dt2 a2 dt2 a2 dx2 

und nehmen an, dass die Funktionen <pi(x) und <p2(x) in dem Intervalle <0, L} der 
Klasse Ct gehören. Dann können wir für die Lösung der Differentialgleichung (23) 
mit der Variante IL von Randbedingungen (2) und mit den Anfangsbedingungen (3) 
das Iterationsverfahren benützen, wie es in der Arbeit [2] gezeigt ist. 

Die Randwertaufgabe (23), (2), (3) ist ein Sonderfall einer Aufgabe, die in der 
Arbeit [2] gelöst ist, und zwar wenn wir die dort betrachteten Funktionen y)i(t), 
V>2(t), g(t, x) gleich Null setzen. 

Die erste Annäherung hat die Form 

(24) u0(t, x) == <pi(x) + t<p2(x). 

Wenn wir die n-te Annäherung in der Form 

«o(*, x) + Ui(t, x) + ... + un_i(t, x) 

schreiben, erhalten wir für die Funktion un(t, x) die allgemeine Beziehung 

>^=(iih^^^-^^^}^^-
0 0 0 L 

woraus wir für die einzelnen Annäherungen die Funktionen U\(t, x), u2(t, x), ... in der 
Form 

c2 r t2 P 1 
ui(t, x) = — — — <px(x) + - - j - <p2(x) , 

X xt 

c4 r t4 ts i c2 r t2 c c 
u2(t, x) = — I - g <Pi(*) + -gf <Pi(x)J — — ^ J J yi(*2) &r2 d r i 

0 L 

X Xi 

(25) + 3V I I V2^ ^ ^ ' 
0 L 
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c6 r t6 t7 J c4 \ t4 c c 
u3(t, x) = — -- I - . <px(x) + - , - <p2(#)J + 2 — I ^y I I ^(ÍPJ) da;2 da?! + 

o L 
# Xi X Xi x2 x3 

+ -gf ^ f e ) da;2 d x j — ~ - h>f ?-(*«) d*4 ... d ^ + 
O L o L o L 

x xy x2 x3 

3Í I I I I ^ 2 ^)dí r 4 . . .d í r 1 , 
01 

0 L 0 L 
usw. bekommen. 

00 

Führen wir jetzt die Funktionen (24), (25) in die Reihe ]T un(t, x) ein, erhalten 
n=0 

wir die Lösung der Randwertaufgabe (23), (2)-II, (3) in der Form: 

et a . e t 
u(t, x) = <pi(x) cos —- H <Pi(%) sm 1-

a c a 

2w 

2« 

wo wir die Bezeichnung 
x xt X2n-2 X2n-i 

fcpx(x)dx=-ff... f f <pi(x2n)<h;2ndx2n_1...dx2dx1, 

+ 

O L O L 

X Xx X2n-2 X2n-X 

f cp2(x)dx = f f . . . / / <p2(%2n) d.r2n d# 2 w _i ...dx2dxl9 
2» O L O L 

benützt haben. Die Beziehung (26) stellt eine andere Form der Lösung der Rand
wertaufgabe (23), (2)-II, (3) dar. 

Wenn wir in der Differentialgleichung (1) die Konstante a gleich Null sezten, 
bekommen wir die gewöhnliche Wellengleichung und die Reihe (13) geht in die 
Lösung der Wellengleichung mit den Anfangsbedingungen (3) und mit den Rand
bedingungen (2) über. 
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