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EINIGE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNG
DER WELLENGLEICHUNG MIT DER KORREKTION
VON RAYLEIGH

VERA RADOCHOVA

(Eingegangen am 11. November 1971)

Wenn wir bei der Forschung der dynamischen Wellen, die in einem Stab durch
den Stoss entstehen, die Korrektion der Frequenz von Léngsschwingungen, die
von Rayleigh stammt, in Erwdgung ziehen, erhalten wir eine partielle Differential-
gleichung vierter Ordnung
0u 0%u 0%

— — 2 2 N
() ot~ "o T e
wobei ¢2, a? gegebene Konstanten sind [1].

In den folgenden Absitzen betrachten wir die Losung dieser partiellen Differential-
gleichung, die in dem abgeschlossenen Gebiete D : 0 <z < L, 0 <t < T definiert
ist und eine der folgenden Varianten von Randbedingungen

(2) I.:wu@¢0)=0, II.: «(t, 0) =0, II1.: ug(t, 0) = 0
u(t, L) = 0; ug(t, L) = 0; ug(t, L) = 0
fiir t € €0, T erfiillt.
Ferner nehmen wir an, dass diese Losung den Anfangsbedingungen

(3) u(0, ) = @i1(x), ut(0, ) = @i(x), €0, L)

geniigt, wobei die Funktionen ¢;(z) und ¢:(x) in dem abgeschlossenen Intervalle
0, L) stetig sind, in einem Intervalle (—d, L 4+ 6, 6 > 0, eine endliche Variation
besitzen und fiir einzelne Varianten von Randbedingungen folgende Beziehungen
erfiillen:

(4a) L ?1(0) =0, @:(0) =0, ¢i(L) =0, g¢xL)=0
(4b) IL 91(0) =0, @2(0) =0, @(L)=0, @yL)=
(4c) L 91(0) =0, @2(0) =0, @y(L)=0, @yL)=

Wir betrachten die Fouriertransformation
L
(5) un(t) = [ u(t, ) w(Apz)dz
0
wobei die Funktion w(A,x) folgende Bedeutung fiir die einzelnen Varianten annimmt:
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(6a) I: w(dyz) = sin Apz, Ap = _1%!_ , m=123, ...
(6b) II: w(Apx) = sin Apx, Ay = —(—?—%——1—)—75 ,m=0,1,2,...
nm
(6¢c) III: w(Apx) = cos Ayx, Ap = A n=20,1,2, ...
Ferner bezeichnen wir
L L

(7) n = 6[ @1(%) w(Apx) dz, By = g @2(x) w(Anx) do
und nehmen an, dass folgende Beziehungen
(8) (n+1)2|Aﬂ+ll§n2l‘A‘n‘) (n+1)2an+ll§n2an|, n:l>2’3’-"
(9) [wA@)de < 0, [ 22B(x) dz < o

i i

A(x) > 0, B(x) > 0, A(n) = | 4n|, B(n) = | Ba|,
gelten. Wir nehmen weiter an, dass fiir die Losung u(t, x) die partiellen Ableitungen
2 4 :
_ZT?; , -é%‘a—t; gleichmassig stetige Funktionen in dem Intervalle (0, L) mit

Riicksicht auf ¢ sind. Es sei

02 22T 0%
(10) Blul = 25 — 5w % pn0

Die Fouriertransformation

L
f E[u) 0(Anz) dz

ergibt unter gegebenen Voraussetzungen iiber die Funktion u(t, x) die gewohnhche
Differentialgleichung

d2uy,(t) ‘272 o
(11) T Txan =0

die die Fourier-Transformierte u,(t) zusammen mit den Anfangsbedingungen

(12) un(0) = f P1(2) 0(Anz) dz = Ay,

= 6[ @2(x) w(Anz) dx = B,

erfiillen soll. Da die Funktionen w(1,z) in dem Intervalle <0, L) ein vollstandiges
System von Eigenfunktionen darstellen, besteht der folgende Satz:
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Unter gegebenen Voraussetzungen iiber die Funktionen @i(x) und @;(x) gibt es genaw
eine Liosung der Randwertaufgabe (1), (2), (3), die in der Form der Reihe

2 s )
(13) u(t, 2) = f{uou) () + T, walt) w(lnx)}
n=
geschrieben werden kann, wobei die Funktionen wun(t) die Form I
Vl azlz . clnt
(14) Up(t) = A4, cos ‘*—*‘—Vl + B, o sin V—‘—‘-l Y on
n=12323,...

annehmen und "die Funktion uo(t) fiir die einzelnen Varianten von Randbedingungen
folgende Formeln

(15a) I: up(t) =0

cout V4 2 + a2 . crut

l/4L2 -+ a?n? + Bo cT s V4L2 -+ aZnE

III.: uo(t) = Ao + Bot

(16b)  II.: ue(t) = Ao cos

erfiillt.
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zuerst in dem agbeschlossenen Gebiete

D:0<z <L 0=t <T die gleichméssige Konvergenz von Reihen

n=1

(16) i Up(t) w(Anx) = Z Ay cos Butw(Anx) + Z B,, — sm Prtw(Anz),
n=1

(17) i Up(t) w(Anx) = — 2 AnfB? cos Bptew(Anz) — Z Bpfy sin fptw(Anz),
1

© ) ‘ 0 2
(18) 2 Un(t) 0" (Anx) = — Y AnA2 cos Butw(Anx) — Y. By —?}'—'— sin Buptw(Anz),
ne— n=1 n=1 n

(19) Z up(t) ©"(Anz) = Z aB2A2 cos Butw(Anz) + i By A2By sin Butw(Anz),
n=1

chn
wobei wir die Bezeichnung 8, = V gy beniitzt haben und durch die Striche

die Ableitungen nach der jeweiligen unabhéngigen Verdnderlichen gekennzeichnet
haben.
Mit Riicksicht darauf, dass in dem Gebiete D die Beziehung

(20) | cos Butew(Anz)| <1

gilt, geniigt es, nur die Konvergenz von Reihen
O [ [ o0

(21) Tldnl, YiAnl# Y Anlfh Y| 4n| BB
= n== n= n=

®© © ) }'i ©
(22) z, | Bn |- ;J Bufn | 7;1' By | TBal’ :L;,ll Bufn | 23

lﬁ Bul’



zu betrachten, da diese Reihen absolut konvergente Majoranten zu den Reihen
(16)—(19) darstellen. Aus den Voraussetzungen (8) und (5) folgt, dass die Reihen

00 0
Zli Ay | 2, le B, | n? konvergent sind, so dass auch die Reihen (21) und (22)
n= n=

konvergieren und damit die Reihen (16)—(19) in dem abgeshlossenen Gebiete D
gleichmiéssig konvergieren.

Ferner kann man leicht beweisen, dass die Funktion u(f, ), die in der Form (13)
gegeben ist, eine Losung der Differentialgleichung (1) darstellt, die die Randbedin-
gungen (2) erfiillt. Aus den Voraussetzungen iiber die Funktionen ¢,;(x) und <p2(x)
folgt, dass die Losung die Anfangsbedmgungen (3) erfiillt und dass es die einzige
Loésung des Problems (1), (2), (3) ist, die in der Form der Reihe (13) geschrieben
werden kann.

Wir schreiben nunmehr die Differentialgleichung (1) in der Form

0%u 1 0% 2 0%

(23) PP TR R R

und nehmen an, dass die Funktionen ¢,(x) und @,(x) in dem Intervalle <0, L) der
Klasse C; gehéren. Dann konnen wir fiir die Losung der Differentialgleichung (23)
mit der Variante II. von Randbedingungen (2) und mit den Anfangsbedingungen (3)
das Iterationsverfahren beniitzen, wie es in der Arbeit [2] gezeigt ist.

Die Randwertaufgabe (23), (2), (3) ist ein Sonderfall einer Aufgabe, die in der
Arbeit [2] gelost ist, und zwar wenn wir die dort betrachteten Funktionen ;(t),
a(t), g(t, x) gleich Null setzen.

Die erste Anndherung hat die Form

(24) uo(t, ) = @1(x) + Lt@a(x).

Wenn wir die n-te Anniherung in der Form

uO(t’ x) + ’llq(t, x) + + un_l(t: x)

schreiben, erhalten wir fiir die Funktion u,(t, ) die allgemeine Beziehung

v F 1 02un_y(t2, x2) 2 %y _y(tz, X2)
Unlt, 7) = ffff{?_%%z_z__zz___’%g—_ dz, dz, dt, iy,
L

woraus wir fiir die einzelnen Annéherungen die Funktionen u:(¢, z), u,(t, %), ... in der
Form

cZ t2 t3
w(f, ) = — ["2—, pi(x) + 37 ‘PZ(x)] ) -

z

’ll.z(t, 17) _C; [4' qll(x) + ¢2(.’Z):| i I:—;z'!' f J‘ ¢l(x2) dxz dxl "*"
0 L

z z

(25) + ';i, f f f]?z(xz) dz, dzl] ,
0 L :
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co [ 1o 7 ct [ t4 r
us(t, ) = — pra [6' @i() + T ?72(“)] +2 3 [-4—, f f @1(x2) dx; d2y

Ty Ty Zs

f— *"t;!” f J‘ (pz(xz) dxz dzl] - 5 [ f f f f 1 x4) dx‘ d-xl +
0 L

r o x T, T

13
5 [ i)
) 0 L 0

Fiihren wir jetzt die Funktionen (24), (25) in die Reihe Z Un(t, x) ein, erhalten

n=0

usw. bekommen.

wir die Losung der Randwertaufgabe (23), (2)-I1, (3) in der Form:

ct a . ¢t
u(t, r) = @i(x) cos o + e @2(x) sin - +

5 (=1 (n+k—1 2w
(26)  + ;7;5;;{ f @1(2) dx[kZI k) ( n )(-a“) ]+
2n

) SR ntk—1 2k+1
+ ¢ f P2(2) dx[k;1 @k + ! ( L ) (_“—) ]},

2n
wo wir die Bezeichnung

Lan-2 Tan-1

0{¢1($)dﬁt=ﬂf{... Of Lf @1(%2n) A22n dx_y ... day day,

Tan-2 Tan-1

f @pa(x) dz = f f f f @2(T2n) dX2n dX2n_y ... dxy doy,
on 0 L 0 L

beniitzt haben. Die Beziehung (26) stellt eine andere Form der Losung der Rand-
wertaufgabe (23), (2)-I1I, (3) dar.

Wenn wir in der Differentialgleichung (1) die Konstante a gleich Null sezten,
bekommen wir die gewohnliche Wellengleichung und die Reihe (13) geht in die
Loésung der Wellengleichung mit den Anfangsbedingungen (3) und mit den Rand-
bedingungen (2) iiber.
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