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ARCH. MATH., SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, 4, 
VIII: 195— 206, 1972 

ОБОСНОВАНИЯ МЕТОДА УСРЕДНЕНИЯ 
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИИ 

С. Д. Милушева 
(Поступило в редакцию 28-ого августа 1972 г.) 

В настоящей работе, применяя схему усреднения, предложенную в [1], [2], 
[3] для приближенного решения задачи Коши для нелинейных систем интегро-
дифференциальных уравнений стандартного типа, обосновывается метод 
усреднения для решения задачи Коши для систем интегро-дифференциальных 
уравнений содержащих медленные и быстрые переменные. 

Надо отметить, что метод усреднения для систем обыкновенных дифферен
циальных уравнений содержащих медленные и быстрые переменные был 
обоснован впервые В. М. Волосовым в [4]. 

Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерры 
I 

х(г) = еХ((9 х(1)9 у(1)91 <р(19 з9 х(з)9 у(з)) А$)9 

<•> : 
№ = Г(*, Х(1)9 У(1)9 I <рх(г9 $9 Х(8)9 У(8)) из), 

о 
с начальным условием 

(2) х(0) = х°, у(0) = у°9 

где х = (х(х)9..., *С>), у = 0><->,..., у№)9 X = (X*1),..., ХЫ), 

у = ( г а > , . . . , у(->), <р = (<р«к..., ^ ) ) , <р, = (?<}>,..., <рхы) 

а е > 0 — малый параметр. 

Наряду с системой (1) рассмотрим вырожденную (е = 0) по отношению 
к ней систему 

о) х = ;юп81-
т = ГЦ, х9 у(г)91 <рх(19 з, х9 у(з)) йз)9 

о 
с начальным условием 

(4) Я0) = с, 

где с = (с<1>,..., с<т)) произвольная постоянная, се С а Ят. 
Пусть решение системы (3), с начальным условием (4) известно и имеет вид 

(5) у -= у>(1, х9 с)9 х = сош*., гр(09 х9 с) = с. 
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Предположим, что в элементарных или специальных функциях можно вы
числить интеграл 

00 

(6) | <р(1, 8, X, \р(8, X, С)) &8 = <р2(г, X, С). 
О 

Тогда, если вдоль интегральных кривых у = гр(1, х, с) задачи (3), (4), где 
с рассматривается как векторный параметр существуют независящие от пара
метра с средние значения 

1 т 

(1) Нт — | Х(1, х, 1р(г, х, с), и) & = Х(х, и), 
Т-юо I О 

(8) Нт — | <р(Т, 8, х, у>(8, х, с)) &8 = Нт У а ( Г» *' с ) = <р2(х), 
Т-*оо I 0 У->оо I 

то усредненным уравнением первого приближения для медленных переменных 
х(1) системы (1) будем называть уравнение 

(9) Ш) = &ШЛ<Р1Ш)**) 
о 

с начальным условием 
(Ю) 1(0) = х°. 

Отметим, что если х = (х*1), ..., л*")) и А = (ац)т>п, то по определению 
Л 1 П Ш л 

11*11 = [Х(*<(»)2г\ М11 = 1 Е 1 ^ Г -
Докажем теорему о близости компонентов х(г) решения {х(0> ХО} задачи 

Коши (1), (2) и решение <*(0 задачи Коши (9), (10). 

Теорема 1. Пусть: 

1. Функция Х(1, х, у, и) непрерывна для всех г е А\ = [0, со) и (х, у, и)е^ = 
= ^(x, у, и) = ^(x) х ^(у) х &(и), где ^(x), ^(у) открытые области пространств 
Кп и Ят соответственно, &(и) = Кп. 

Функция <р((, 8, х, у) непрерывна для всех I е Л1, ,у е Л г = [0, со) и (х, у) е ̂ (x, у). 
В соответствующих проекциях области ^(^, 8, х, у, и) = А\ х Аг х ^ вы

полняются неравенства: 
\\Х((,х,у,и)\\ йМ, 

|| Х(г,х,у,и) - Х(г,х\у',и') || ^ Я || х - х' || + 0,(1) \\у~?\\ + 

+ у\\и-и'\\,в1(0^р1, 

|| <р(1, 8, х, у) - <р(1,8, х', у') || й <У(1, *) [II х - *' || + || у - У' 0 . ^ 

00 

|| I <р(1,8,Х,у)й8\\^02((), 
I 

где X, II, V положительные постоянные, а функции #1(0- Ф.(0 и а ( ^ -О удо
влетворяют условиям 

4J* 
e 

(т) dт-^ 0 пpи í-» co, 
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©г(0 ограничена и монотонно стремится к нулю при г -> со, 

I г 

а(19 8) ё.у = а0(1) ^ сот*., — а0(т) о!т-+ О при I-0 0 . 

2. Через каждую точку области ^(^9 х9 у) проходит единственная интегральная 
кривая у = гр(19 х9 с) задачи Коши (3), (4), соответствующая некоторому значе
нию параметра с, причем 

а) эта кривая определена и лежит внутри области ^(x9 у) при всех г еЛ\. 
б) решение у = \р(г9 х9 с) задачи (3), (4) непрерывная по совокупности всех 

своих переменных 19 х и с вектор — функция удовлетворяющая в области 
^(^9 х) х С неравенствам 

|| гр(19 х9 с) || ^ К9 || гр(*9 х9 с) - гр(19 х'9 с) || й К, || х - х' ||, 

где Ки Кх положительные постоянные. 

3. Система (I) имеет единственное, ограниченное и непрерывное решение 
{х(0, у(0} (II *(0 II ^ Ьг9 || у({) || ^ Ь2, Ъ\ и Ьг — положительные постоянные) 
удовлетворяющее начальным условиям 

(11) х(0) = х° е ^(x)9 у(0) =у°е ^(у). 

4. Для всех (х9 с) е ^(x) х С и для всех (л:, и, с) е ^(x9 и) х С существуют 
независящие от параметра с пределы (8) и (9), причем предельные переходы 
в (8) и (9) происходят равномерно относительно совокупностей 

• (х9 с) е ^(x) х С и (х9 и9 с) е ^(x9 и) х С. 

Средние значения Ж(х9 и) и фг(х) определены, непрерывны и ограничены для 
всех (х9 и) е ^(x9 и) и х е &(х) и удовлетворяют в этих областях условиям 

|| Х(х9 и) - 1(х'9 и') || ^ Л-Щ х - х' || + || и - и' | | ] , 

Здесь Х\9 с\ — положительные постоянные. 
5. В силу условия 4 существуют такие монотонно убывающие функции а1(0 

и а2(0 (ах(0 -> 0, а2(0 -* 0 при I -» оо), что для всех г > 0 и для всех х' е О Д 
и (х'9 и') е &(х9 и) выполняются неравенства 

II 1 Г — ę (ř, s, x', үtø *', c)) ds - 92O') 
o 

ř 

I -y- f [ДГ(т, x', (r, x', c), u') - X(x', и')] dт 

= «i(0, 

Будем предполагать, что а ^ ) и а2(0 удовлетворяют условиям: а*(0) ^ соп§1., 
(/ = 1, 2), 
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-:-j та^т) ёт = а3(0 монотонно стремится к нулю при / -> со, 

I 

—- та*(т) дт -> О при Г -> оо (/ = 2, 3) 

о 

6. Решение !(/) усредненного уравнения 

(12) k(t) = гX(Ш)Aę2Ш)às), 
0 

удовлетворяющее начальному условию |(0) = х°, существует, единствено, одно
значно определено и ограничено (|| |(г) || <̂  й, й — положительная постоянная) 
для всех ге А\ и лежит в области 0(х) вместе с некоторой ^ — окрестностью 
(# = сот*., д > 0). 

Тогда, если {х(1), у(1)} решение задачи Коши (1), (2), а %(1) решение усреднен
ного уравнения -(9) с начальным условием |(0) = х°, то для любых г) > О, 
Ь > О, можно указать такое е°, что при 0 < е ^ е°, на интервале 0 <̂  г _; ^е-^ 

будет выполняться неравенство 

|| Х(1) - | ( 0 || < Ч . 

Доказательство. 

Введем функцию 
г 

!>(Г, .х, и) = | Аа(х - х', и - и') { | [Х(т, х',у> (т, х', с), и') - Х(х', и')] йт + 
Шх,и) О 

I оо 

+ I <1т[ 1 <р(т, 5, х', гр(з, х', с)) сЬ - тф2(х')]} их' йи', 

гдe 

Aa(x, u) = 
' . ( - - I U I | 2

a t l | и | 1 2 ) пpи || * | | 2 + || м ||2 = « 2 

0 пpи || x | |2 + || u | |2 > a2, 

\ Лӣ(x, u) àx àu = 1, Д 2 в = Rn(x) x ü„(u). 

В силу условий теоремы 1 для всех точек (х, и) а — окрестность которых 
принадлежит области ^(x, и) и для всех I ^ 0 выполняются неравенства 

(В) 

(14) 

(15) 
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5 , -^v(t,x,u) á ш 

1 
-^v(t,x,u) = IЖO, 



(16) 

гдe 

P(t, X, u) || = -w- v(t, x, u) - X(t, x, \p(t, x, c),u) + X(x, u) 

___ 2(X + //K! + v) a + ta_(t), 

max {/ TxA°(x>u) j\\-d-uMx,u) 

Пусть 

dxdu, 
- II и л II 

ï(t) = S(t) + ev(t,Ç(t),C(t)), 

dx dы}. 

гдe 

«0= .^ш)^. 
о 

На интервале О __2 I <_ /,е--, если а и е достаточно малы, выполняется нера
венство 

|| еV(^, 1(0, С(0) II = **№ = В(е) < - I т ш {е, , } , 

где 

В(е) = вир (т/^тг-1))-* 0 при е-* 0. 

Следовательно на этом интервале при достаточно малых а и е, х(() при
надлежит области 0(х) и || х(() || ^ й\, й\ — положительная постоянная. 

Для выражения 
I 

их С 
6 ( 0 = -ду- - €*С> X, у, I <р(', *, %($), у(*)) ЛУ), 

о 

где ж = # ( 0 , а у = Х 0 — компонент решения {х((), у(()} задачи Коши (1), (2), 
имея ввиду (13) — (16) и при ^ ___ 0 получаем оценку 

|| 6 ( 0 II -5 в || Р((, | , О || + е2(Я + 1аМ) # ( 0 + е(К + Ъ2) 0,(1 + 

+ &>\\1 [ ?2«(0) - <К'> *> № ) ?>(*> *(*)> с))] С!_У || + 
о 

I I 

+ е2V | (т(Г, .У) ф(з) й$ + б Н ^ + Ь2) \ а(1, $) из + е1аф(1) с_ 
о о 

В силу условий теоремы существует такая монотонно убывающая функция 
а(/) (а(/) -» 0 при / -» со), что при всех / ^ О и ^ ' е И(х) выполняется неравенство 

(17) Ц J [(p(t, s,x', (s, x', c)) - ę2(x'У] ds || _g ta(t). 
o 

Действительно из условий теоремы 1 следует, что существует монотонно 
убывающая функция а1(т) (ах(т) -> 0 при т -> со), такая, что 
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1 f i r || 
— J í<PÍr> s> x'> ¥>(*> x'> O) - 9?2(*')] ds +~\ cp(r, s, x', y(s, x', c)) ds £ 

O T • 

.z «ito, 

откуда получаем 
- oo 

1 Г II1 г 
— [ç?(т, s, x', (s, x', c)) - ę2(x')~\ ds = a^т) + hг ç>(т, s, x\ ү<s, x', c)) ds 

или 

|| J [<p(r, s, *', ^(s, x', c)) - (p2(x'y] ds || = Tax(T) + <92(T) = 

= т L ( т ) + — <92(r)j . 

Последнее неравенство показывает, что для функции а(0 можно выбрать 
функцию 

а(О = а1(О + у 0 2 ( О . 

Следовательно 

|| 6(0 II = е || Р(и *, О II + е\Х + 1аМ) №) + е(К + Ъ2) в&) + 
+ еу(ос(() + е2гд((*) + еу(К + Ъ2) а0(() + есх1а^)9 

где 

m -тҺ s) sß(s) ds-> 0 пpи /-> oo. 

Пусть {х({), у(()} - решение задачи Коши (1), (2). Предположим что на 
интервале 0 <̂  ( <* ^е-^ х(() не покидает области &(х). Тогда на этом интервале 
имеем 

й(х — х) 
dt 

š eX || x - x || + evib, + rf.) <x0(f) + || Q(t) ||, 

[x(0-x(0]U=o = o, 
откуда следует 

(18) И * - X |1 -а 1" 1Х*1 + </,.) о0(г) + || 0(т) | |] е °Щ~~Г) дт. 

Введя функции 

ľi(0 = -Ţ J *orø dт> ľѕ(0 = - I тa(т) dт, 
0 0 

t t 

ľ 2 (0 = 7* J Ш l ( т ) d т ' ľ б ( 0 ѕ 7̂ ~ ľ T(5(т) d т ' 
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t t 

О о 

I 

У4(0 = у Г ®1(0 йт, у<(0~* 0 цри 1-> 00 (| = 1,7), 
о 

для правой стороны неравенства (18) на интервале 0 <̂  X ̂  ^е-1 получаем 
оценку 

I 

1 [>(*>! + ах) ст0(т) + || 0(т) ||] е€А('~т) ёт ^ е ^ {г(6х + с^^)^у^(^е-^) + 

+ 2(Я + /г^ + г) ^ + ^Уг(^г-^) + (Я + / . Л / ^ у э ^ 1 ) + 
+ (А- + ь2)^у4(^е-1) + V^2у6(^е-^) + < # + ь2)^у^(^е-^) + 

+ V^у5(^е-1) + с,/в1у7(1в--)}. 

Отсюда видно, что всегда можно выбрать параметры 0,к е таким образом, 
что бы на интервале 0 <2 I <̂  ^е-1 выполнялось неравенство 

И*(0 ~ *(011 <у-шп{г,ч}. 

Следовательно на этом интервале 

II х(0 - 1(0 II й II 4 0 - х(0 II + II х(0 - Ш) II < Ш1П {е,Ч}. 

Покажем теперь, что л:(0 е ^(x) на всем интервале 0 < г ^ ^е-1. Действитель
но, так как начальная точка х(0) находится внутри области ^(x), то на некото
ром отрезке О ^ Г ^ Г * ((* ^ ^е-1) решение х(() будет находиться внутри 
области ^(x). Тогда если выберем а и е достаточно малые, то на всем отрезке 
О <̂  I <̂  г*, на котором х(1)ей(х), будет 

11*(0-«011<уе. 

Если предположим, что г* < ^е-1, то на отрезке 0 ^ г ^ ^е-1, в силу непрерыв
ности решений х(1) и ^(1), найдется такая точка Т, в которой будет выполняться 
неравенство 

е> \\Х(т)-кт)\\>^в. 

Но из этого неравенства видно, что при г = Г решение х(0 еще не покинуло 
области ^(x). Поэтому Те [0, **] и следовательно 

\\х(Т)-^(Т)\\<~Я. 

Полученное противоречие показывает, что I* ^ ^е- 1. Этим теорема 1 доказана. 
Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений (1) с начальным 

условием (2). 
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Предположим, что решение вырожденной системы (3) с начальным условием 
(4) известно и имеет вид (5) и кроме того предположим, что в элементарных 
или специальных функциях можно вычислить интеграл 

00 

(19) | <р(г, 5, х, гр(5, х, с)) ё* = <ръ(з, х, с). 
о 

Если вдоль интегральных кривых у = гр(1, х, с) задачи (3), (4), где с рас
сматривается как векторный параметр, существуют независящие от параметра 
с средние значения 

т 
(20) Нт -1-. Г Х(1, х, у>(Г, х, с), и) <И = Х(х, и), 

т—оо I ^ 
о 

оо 

(21) Нт — <р(1, з, х, у)(5, х, с)) &1 = Нт г з —-— = <р3(х), 
8-+О0 $ ^ 5->00 -У 

о 

то усредненным уравнением первого приближения для медленных переменных 
х(() системы (1) будем называть уравнение 

(22) í (0 = «*(*('). J P3(f(--))d-0 

с начальным условием 
(23) 1(0) = х° 

Для близости компонентов х(1) решения {х(1), у(1)} задачи Коши (1), (2) 
и решения ^(1) задачи Коши (22), (23) справедлива следующая теорема: 

Теорема 2. Пусть: 
1. Выполнены условия 1, 2 и 3 теоремы 1. 
2. При I > 0 функция @2(1) удовлетворяет еще условиям 

г г х 

т @2(т)с1т->0, — I (1т <92(-0 <-•*-* О при *->со. 
о о о 

3. Для всех (х, с)е^(x) х С и для всех (х, и, с)Е^(x, и) х С существуют 
независящие от параметра с пределы (12) и (13) причем предельные переходы 
в (12) и (13) происходят равномерно относительно совокупностей 

(дг, с) € ̂ (x) х С и (х, и, с) е ^(x, и) х С. 

Средние значения Х(х, и) и ^з(х) определены, непрерывны и ограничены для 
всех (х, и) е ^(x, и) и х е ^(x) и удовлетворяют в этих областях следующим 
условиям 

|| Х(х, и) - Х(х\ и') || ^ Д[|| * - х' II + II и - и' | | ] , 

И?э(*)И йсх. 

Здесь А и с\ — положительные постоянные. 
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4. Для всех г е А\, .у е А2, х еИ(х)9 (х9 у9 с) е0(х9 у) х С функции (р((9 $9 х, у) 
и фз(х) удовлетворяют неравенству 

|| <р(19 59 Х9 %р(89 X, С)) - <р3(х) || й ©зС0> 

где @3(з) со своей стороны удовлетворяет условию 

I х 

— йт I &3($)й5-*0 при /-• 00. 

о о 

5. В силу условия 3 существуют такие монотонно убывающие функции #1(0, 
«2(0 (<Ы0 -* 0, а2(0 -*• 0 при I -> оо), что для всех I > 0, х' е 0(х)9 (х'9 и') е 0(х, и) 
выполняются неравенства 

оо 

II 1 -j <p(r9 s, x'9 ip(s9 x'9 c)) dr - <p3(x') || g a t (0, 
o 
t 

— I [X(T, x'9 ip(r9 x'9 c)9 u') - X(x'9 w')] dT ^ «2(0-

Будем предполагать, что а^О и а2(0 удовлетворяют условиям: 
I 

а) /а1(0 и — та*(т) йг (/ = 1, 2) монотонно стремятся к нулю при Г -» оо; 

o 

t t x 

а) — т2ах(т) ёт-> 0, — I дт м^йз -+ 0 при /-» оо. 

О 0 0 

Ъ)а^(0)^ соп81., (/= 1,2). 

6. Решение | ( 0 усредненного уравнения 

(24) Н*) = е%№),1<?зШ)<1*), 

удовлетворяющее начальному условию 1(0) = х?, существует, единствено 
и ограничено (|| 1(0 II ^ Л9 Л — положительная постоянная) для всех геА\ 
и лежит в области 0(х) вместе с некоторой # — окрестностью (д = сот*. 
в > 0). 

Тогда, если {*(0, ХО} решение задачи Копта (1), (2), а ^(0 решение усреднен
ного уравнения (22) с начальным условием |(0) = хР9 то для любых г\ > О, 
I/ > 0 можно указать такое е°9 что при 0 < г <; е°, на интервале 0 <̂  I <̂  Ьг-1 

будет выполняться неравенство 

|| Х(1) - | ( 0 || < I/. 
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Доказательство. В силу условий теоремы существует такая монотонно 
убывающая функция а(*)5 что для всех / ^ О и х ' е 0(х) выполняется неравенство 

(25) í 1>(T, s, x', xp(s, x', c)) - <p3(x')~\ áx I! S tOL(t). 

Вводим функцию 
I 

V(^, х,и)= | Ла(х -х',и- и') { \ [Х(т, х', ф, х', с), и') - Х(х', *')] йт + 
Q(x,_) 

t t 

0 0 

rдe 

+ í ds { J [?(T, s, x\ xp(s, x', c)) - <p3(x')~\ dT - í \_<p(r, s, x', y(s, x', c)) 
o 

^3(^')] dT}} dxdu, 

2 \ 2 

zla(x, u) „. (! _ __i_+i_i_y „_ ,_I- + I_. ѓa\ 

0 пpи || x ||2 + || u ||2 > a2, 

1 Ла(х, и) дх ёи = 1, К2п = Кп(х) х Яп(и). 

Для всех точек (х, и), а — окрестность которых принадлежит области ^(x, и) 
и для всех / ̂  0 выполняются неравенства 

V(^, х, и) || ^ /а2(/) + /2а(/) + | ла($) с_ = / а2(/) + /а(/) + — 5а(х) <Ь = 

= т\ (26) 

(27) 

(28) 

(29) 

Здесь 

-^v(t, x, ú) Ыljß(t), 

^v(t,x,u)Ыljß(t), 
I Ow 

P(t,x,u)\\ = 
дt 

v(t, x, ü) - X(t, x, ip(t, x,c), u) - Җx, u) I 

й 2(Я + fлKt + v) a + ř 3o(0-

ř 

^

! í i 3 II t * l l ^ II 1 

|U^_(I(x,M)||dxd«, j — d ^ u ) dxdi/i 
~ _ T> 'I 7 

7- = тах< 

/?(0 — функция которая монотонно стремится к нулю при г ~> оо. 
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Положим х(0 = 1(0 + еК'> ^(0, С(0). где 

С(0 = /?з(«--))<-». 
О 

На интервале 0 <̂  г <̂  Ье-1, если а и е достаточно малы, выполняется нера
венство 

(30) || е^9 ! (0, С(0) II = **№ = В(е) < - I т т {д, Ч}, 

гдe B(e) = sup I x^xe-1) | -> 0 npH e -• 0. 

Отсюда следует, что на интервале 0 ^ I <̂  Ье-1, х(0 е *Й(х;) вместе со своей 

-~— окрестностью и || х (0 II ^ Л, Л — положительная постоянная. 

Имея ввиду (26) —(29) для выражения 

6(0 = "гг ~ еХ(г>* > .УЛ <ИА-У» х(з),у(з))их), ш о 

где х = х(0, а ^ = Х0 ~ компонент решения {х(0, .КО} задачи Коши (1), (2), 
при I = 0, после небольших выкладок, получаем оценку 

(31) || 6(0 II = 2е(Х + 1лКг + г) в + вгв3 0(0 + е2(* + '«Л-0 ^ ( 0 + 

+ е(К + 62) 0!(Г) + ез*в3о(0 + Л*<5(0 + в» (К + Ь2) а0(1) + е1асгЩ(), 

ГДЄ ð(0 = т / * ( t , s)sß(s) ds -> 0 пpи t -+ co. 

Пусть {*(0, ХО} решение задачи Коши (1), (2). Предположим, что на интер
вале 0 ^ Г <; Ьг-1 х(0 не покидает области .©(л:). Тогда на интервале 0 <̂  г <̂  Ье-1 

имеем 

d(x— x) 

dí 
^ eX \\x - x || + «<*. + </.) <r0(0 + II Q(t) 

[x(t) - x(0] IÍ-O = 0, 

откуда следует неравенство 

(32) || х - х || = I !>(!>! + аг) а0(т) + || д(т) ||] е*«-> (1т. 
О 

Введя функции 

Уi(0 ү j ffoWdт, 

ľ2(t) = y / т 3oWdт, 

0 

f 

У * ( 0 - ~ / * / * ( * ) dт, 

0 

t 

ľ5(0 = y / o i ( O d т , 
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I I 

УЗ(О=4" ̂ т/?(т) ёт' у б ( ° = т ^ ^т<5(т) ёт' 
о о 

Уг(/)-> 0 при *-> со (/ = 1, 6), 
для правой стороны неравенства (32) на интервале 0 <̂  -* ^ ^ € _ 1 получаем 
следующую оценку 

I 

I №(Ь1 + «/.) а0(х) + || б(т) ||] е**-») йт ^ е"- {Ч!>1 + Л.) Ху^!*-1) + 

(33) + 2(Я + /лК1 +V)а^ + ̂ у2(^е-^) + (Я + 1аМ)иу4г{Ьвг*) + 

+ (К+ Ь2)Ьу5(Ьег1) + гЬу2{Ьег^) + гНу^Ье-*) + у(К + Ь^Ьу^Ьв-*) + 

+ 1ас^у3^е-Щ. 

Так как дальше доказательство теоремы 2 проводится вполне аналогично 
доказательству теоремы 1, мы его не приводим. 
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