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A R C H . M A T H . 3, S C R I P T A F A C S C I . NAT, U J E P B R U N E N S I S , 
VIII: 219 — 226, 1972 

ПРИВЕДЕНИЕ К АВТОНОМНОМУ ВИДУ 
НЕКОТОРЫХ Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
2-го ПОРЯДКА 

Л. М. Б е р к о в и ч , Н. X. Р о з о в 

(Поступило в редакцию 23-го мая 1972) 

В В Е Д Е Н И Е 

Один из методов преобразования неавтономных нелинейных дифферен­
циальных уравнений в автономные был развит в [8], см. также [7]. Он при­
меним к уравнениям, представляющим собой сумму приводимой линейной 
части и нелинейности специального вида. В § 1 формулируются теоремы, 
составляющие основу этого метода. В §§ 2, 3 этот метод привлекается для 
исследования некоторых классов нелинейных уравнений. При этом 
удается унифицировать и указать единый способ получения целого ряда 
достаточных признаков интегрируемости в квадратурах, установленных 
ранее различными специальными приемами. 

§ 1. О С Н О В Н Ы Е Т Е О Р Е М Ы 

Рассмотрим нелинейное уравнение вида 

, 1 . . , ^ в С , , ^ + .лг(Х.1^С1)_^._4-. 
где на некотором интервале ос < х < (} 

ак(х) е Ск, ап(х) Ф 0; и = и(х) е О , и(х) > 0; V = V(x) е О , 

V(x) Ф 0; 

Р(%* г}) — произвольная непрерывная функция. 

Будем говорить, что линейная часть уравнения (1.1) приводима преобра­
зованием 

(1.2) у = V(x) г, Л1 = и(х) Ах, 

если уравнение с переменными коэффициентами 

K**Q 
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после этого преобразования сводится к уравнению с постоянными коэф­
фициентами 

Е ьк ~лш = °» Ък = соп81, Ьп * 0. 

Непосредственной проверкой устанавливается 
Теорема 1. Если линейная часть уравнения (1.1) приводима преобразо­

ванием (1.2), то уравнение (1.1) после этого преобразования принимает 
автономный вид 

ž*£+'(*£H ж=о 

и допускает решение у = ^V(x), где ^ — корень уравнения 

ьоЯ + ^(е, 0) = о. 
Более общий результат сформулирован в [9]. 
Из теоремы 1 немедленно следует 
Теорема 2. Если линейная часть уравнения 

(1.3) X ая(я)г/<*> + ]Г ^(я) у™* = 0; т 8 Ф 1, * = 1, ...,/, 
Я = 0 « = 1 

приводима преобразованием (1.2), причем 

(1.4) /?8ц
Л = <рв(ж) г;"**-1, /?8 = сош1, 5 = 1 , . . . , / , 

то уравнение (1.3) /г0слв этого преобразования принимает автономный вид 
п №% 1 

Я-=0 СНЛ

 в = а 1 

и допускает решение у = ^V(x), где ^ — корень алгебраического уравнения 

I 

V + X Р*9т* =: °-
* = 1 

Частный случай этой теоремы доказан в [7]. 
В случае уравнений 2-го порядка основное условие применимости этих 

теорем — наличие приводимой линейной части — всегда выполнено, так 
как для любого линейного уравнения 2-го порядка с непрерывными 
коэффициентами всегда существует преобразование вида (1.2), приводящее 
к линейному уравнению с постоянными коэффициентами. Именно, спра­
ведлива ([6]) 

Теорема 3. Линейное уравнение 2-го порядка с непрерывными коэффи­
циентами 

У" + Их) у' + е(х) у = 0 

приводимо к уравнению с постоянными коэффициентами 

~^2~ — (гг + т2) -^- + гхг2ъ = 0, т ь т2 = СОП81, 
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преобразованием (1.2), где функции г^(х) и и(х) таковы, что имеет место 
факторизация 

(1.5) ( ^ + / / ) + ? ) ^ ^ _ ^ : _ Т 2 Ц _ ^ ^ _ ^ : _ Т 1 ^ 2 / ) / ) = _ а _ . 

Классы нелинейных уравнений 2-го порядка, приводимых к автономному 
виду, можно, таким образом, получить, ,,увязывая" нелинейность как раз 
с теми функциями V(x) и и(х), которые порождают преобразование (1.2), 
приводящее линейную часть этого уравнения. 

§ 2. У Р А В Н Е Н И Я СО С Т Е П Е Н Н О Й Н Е Л И Н Е Й Н О С Т Ь Ю 

Использование теорем 2 и 3 позволяет для класса нелинейных уравнений 

У" + Кх) У' + в(х) У + Ф) Ут = о 

выявить ряд случаев приводимости к автономному виду и указать некоторые 
достаточные признаки интегрируемости в квадратурах. 

Приведем отдельные примеры такого рода результатов (см. также [7]). 
1. Академик О. Борувка в своей известной монографии ([10], стр. 32) 

рассматривает, в частности, уравнение 

(2.1) у' - - ^ Ц - у' + Я(Х) у + Ьд*(х) у-* = О, Ь = сопзЬ. 

Уравнение (2.1) имеет решение 

У = МУ\ — Ьщ2у\ , 

где у\(х) и уг(х) — фундаментальная система решений линейного уравнения 

У'-*$*+«*)У = °' 

а Юо = Я~ЧХ) ю(х) = сопзЬ; го(х) — определитель Вронского этой фундамен­
тальной системы. Преобразованием (1.2), где 

у(х) = (~Ьо1Ь)*(у2-Ьш-2у2)\ 

и(х) = (— Ьо/̂ )-*Я(2/1 ~ Ъщ2у1)-1, Ъ0 == соп81 Ф О, 

уравнение (2.1) приводится к автономному виду 

- ^ + ЬоЪ Н- 62-3 - 0. 

Для доказательства достаточно заметить, что преобразование 

У = Щх)\ У 

превращает уравнение (2.1) в уравнение 

у" + {^^-^)у + ьу'3^0' 
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для которого справедлива теорема 3 работы [7]. 
2. Уравнение вида 

(2.2) у" + Ах) у' + ё(х) у - ^ ~ , ф) > О, 

при условии 

(2.3) 8ха7>*ех?(2!;йх)+^-^--^р- + Г, а = сопзЬ, 

приводится преобразованием (1.2), где 

(2.4) V(x) = ф~*(х) ехр (— //(ж) с1#), и(#) = ф) ехр ( //(ж) скг), 

к автономному уравнению 
АН , 1 

аг = а*2 2 ' 

которое интегрируется в квадратурах; уравнение (2.2) при условии (2.3) 
допускает решение 

У = 2 ?>-*(*) ехр (— / /(ж) из), 

где @ удовлетворяет алгебраическому уравнению ад2 = 1. 
Покажем, как можно получить это утверждение. Преобразование (1.2) 

приводит левую часть уравнения (2.2), если функции V(x) и и(х) выбрать 
так, чтобы имела место факторизация (1.5). Положим, например, г г + ~г = 
= О, Т1Т2 = а. Тогда сравнение коэффициентов при /) в левой и правой 
частях равенства (1.5) дает 

V и 

откуда, пренебрегая постоянной интегрирования, 

(2.5) V2и = ехр (— //(ж) их). 

С другой стороны, условие (1.4) приводит к соотношению 

(2.6) и2 = ф) V-2; 

постоянный множитель р, имеющийся в (1.4), роли не играет. Равенства 
(2.4) теперь следуют из (2.5) и (2.6), а условие (2.3) обеспечивает совпадение 
в обеих частях равенства (1.5) коэффициентов при _0°. Остается лишь при­
менить теорему 2. 

Утверждение п. 2 содержит как частные случаи многие известные при­
знаки интегрируемости уравнения (2.2). Так, при %(х) = /'(ж), ф) == 1, 
а = О получается результат из [16]; при /(я) = 0 , а = 0 будем иметь 
признак, указанный в [16], [1]; при /(ж) == 0 приходим к результату, при­
веденному в [З]1) или, в эквивалентном форме, в [5]; случай а = 0 рас­
сматривался в [4], однако соответствующее условие типа (2.3) в явном виде 
там выписано не было. 

-) Условие интегрируемости в [3] записано с опечаткой. 
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3. Уравнение 

у" + [(1 + кг) <Р2 + ~^~ - | ^ - ] У - 2к2<р>у> = О, 

(2.7) <р = <р(х) ^ О, к = сопз1, 

преобразованием (1.2), где 

ф ) == ?"*(«). Ф ) = Ф\ 
приводится к автономному уравнению 

<\27 

- Й Г + (1 + А 2 ) .г-2Л^ 3 = 0 | 

интегрируемому в эллиптических функциях ([И]); уравнение (2.7) допускает 
решение у = ^у - *^) ' г ^ е # удовлетворяет алгебраическому уравнению 

(1 + к2) е — 2/с̂ з = 0. 

Этот факт легко следует из утверждения п. 2 при /(х) -з 0, а = 1 + к2. 
Аналогично единообразным путём могут быть получены результаты, 

приведенные, например, в [13],2) [14] и др. 

§ 3. У Р А В Н Е Н И Я С П Р О И З В О Л Ь Н О Й 
Н Е Л И Н Е Й Н О С Т Ь Ю 

Использование теорем 1 и 3 позволяет выявить ряд случаев приводи­
мости к автономному виду и указать некоторые достаточные признаки 
интегрируемости в квадратурах нелинейных уравнений более общего вида, 
чем рассмотренные в § 2. 

1. Уравнение вида (см. [12], [18]) 

(3.1) у ' - ^ у > + <ргр (уз У^ = о, <р = <р(х) Ф 0, 

приводится преобразованием (1.2), где V(x) = 1, и(х) = <р(х) к автономному 
виду 

-ж+1?[*'чг) = 0-
Для доказательства достаточно заметить, что уравнение (3.1) при­

надлежит классу (1.1) при п = 2, V(x) = 1, и(х) = <р(х), а линейная часть 
уравнения (3.1) приводима преобразованием (1.2) с указанными функциями 
V(x) и и(х). 

2. В некоторых проблемах механики встречается ([17]) нелинейное 
уравнение 

(3.2) у" + 1(х) у' + ё(х) у(у) + <р(у) у'2 = 0. 

2) Условие интегрируемости в [13] записано с опечаткой. 
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Уравнение (3.2) при условии 

$(х) ЗЕ а ехр (— 2/ / Ах), а = сопз1, 

приводится преобразованием (1.2), где 

(3.3) V(x) = 1, гг(ж) = ехр (— //(#) (1ж), 

к автономному уравнению 

^ + ^ ) + #o(җf = 0, 
которое интегрируется в квадратурах ([2]). 

В самом деле, нелинейную часть уравнения (3.2) можно записать в виде, 
предусмотренном в (1.1): 

№ У>(У) + <Р(У) У'2 -- Ф) иЧх) Р (+ , ^^~~) . 

если считать V(x) = 1 и §(х) = аи2(х), а = сопз1. Остается убедиться, что 
для приводимости линейной части уравнения (3.2) преобразованием (1.2) 
надо выбрать и(х) как указано в (3.3). 

Совершенно аналогично рассматривается более общий случай: 
Уравнение 

(3.4) у" + 1(х) у' + 8(х) у(у) + <р(у) у'' + ф) р(у) у'ҷ == О 

при условии 

@(х) = а ехр (— 2 / / Ах), а = сош1, 

ос(х) == Ь ехр [(т — 2)// Ах], Ь = сопз1, 

приводится преобразованием (1.2), (3.3) к автономному виду 

АН 
dí- + aф) + ф) (~|)2 + bß(z) (^Ţ = 0. 

Частный случай уравнения (3.4) при %р(у) = 0 изучался в [15]. 
3. Полезен следующий аналогичный теореме 1 результат, касающийся 

уравнения несколько иного вида, чем (1.1), а именно, уравнения 

(3.5) 2 ак(х)у^ + и^-рурР №) - 0, ап Ф 0. 

Если линейная часть уравнения (3.5) приводима преобразованием (1.2), 
то уравнение (3.5) после этого преобразования принимает автономный вид 

п А%2 

и допускает решение у = ^г;(х), где @ — корень уравнения 

ь^^ + ^Щ^^) = 0. 
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В качестве примера приложения этого утверждения приведём уравнение 
([19]) 

(3.6) у« + 1-р(У1) = о, х>о. 

Оно принадлежит классу (3.5) при п = 2, д — 2, /? = 1, 

(3.7) V(x) = ]/х~, и(х) = х-1; 

легко, далее, проверить, что линейная часть уравнения (3.6) приводима 
преобразованием (1.2) с указанными функциями V(x) и и(х). Таким образом, 
можно сформулировать следующий результат: 

Уравнение (3.6) преобразованием (1.2), (3.7) приводится к автономному 
уравнению 

интегрируемому в квадратурах; уравнение (3.6) допускает решение у = о)/х, 
где ^ удовлетворяет уравнению Р^1) = 1/4. 
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R É D U C T I O N DE CERTAINES ÉQUATIONS 
D I F F É R E N T I E L L E S NON-LINÉAIRES 

DU D E U X I È M E ORDRE À UNE FORME AUTONOME 

R é s u m é 

On considère 1a classe d'équations non-linéaires 

d 
dx 

n i ' _ ' Y 

(1.1) Y ak(x)y(k> -f U"VF(1L 1 1 ^L) = 0 , 

*to \ v uv2 / 
où a; € (a, /?), ak(x) € Ck, an(x) =£ 0, u = u(x) € Gn, u(x) > 0, v = v(.c) € Cn, v(x) ^ 0 et i"(f, w) 

est une fonction continue arbitraire . 
n 

Théorème 1. Si l'équation linéaire à coefficients variés V ak(x) y(k) = 0 se réduit à l'équa-

-A d*z 
tion à coefficients constants } bk—-••- = 0 par une transformation y =-= v(x)z, dt = tt(a?)da;, 

A=0 
l 'équation (1.1) se réduit par la même transformation à la forme autonome 

£ , d*z l dz\ 

£-= 

et possède la solution y = QV(X), OÙ o est une racine de l'équation boo + F(o> 0) = 0. 

Aead. O. Borûvka a considéré ([10], p . 32) l'équation 

(2.1) y" q^L y' + q(x) y + bq*(x) y~* = 0, b = const. 
q(x) 

Dans ce travail on démontre que l'équation (2.1) a la solution 

y = ]/yl — t>w0~
2yl, 

où yi(x), y%(x) forment un système fondamental des solutions d'équation 

*-%*}*+ «*)v = o, 

w(x) est le wronskien de ce système et w0 = q~x(x) w(x) = const. Alors, l 'équation (2.1) par la 
transformation 

y = (— hf$ (y\— bwo-hfyK dt = (— ~ ^ ° - H (y\ — bw0-2yl)-iq(x) dx, b0 = const 4= 0, 

d-z 
se réduit à la forme autonome —r̂ -- -f boz + bz~3 =- 0. 

On trouve aussi les conditions suffisantes pour réductibilité à une forme autonome pour les 
équations (2.2), (2.7), (3.1), (3.2), (3.4), (3.6). Ce permet d'obtenir par la méthode unique les 
critères d'intégrabilité par quadratures de ces équations. 
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