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ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN 
EINER PERTURBIERTEN ITERIERTEN 

DIFFERENTIALGLEICHUNG 

IVO RES, Brno 

(Eingegangen am 17. Dezember 1973) 

1. E INLEITUNG 

In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit den asymptotischen Entwicklungen 
der Lösungen einer perturbierten iterierten Differentialgleichung beschäftigen. In der 
Arbeit [5] wurde eine Differentialgleichung folgender Form 

(1,1) {A„\\(x)... [ A r 1 « / ] ' . - } ' = An(x)y 

studiert. Für das Fundamentalsystem der Lösungen yk(x), k = 1, 2, ..., n und deren 
Derivation wurden unendliche Funktionsreihen untersucht, die gleichmäßig am 
Intervall I = <x0 , oo) konvergieren. Ergebnisse dieser vorliegenden Arbeit benutzen 
wir für die Bestimmung asymptotischer Entwicklungen einer iterierten Differential­
gleichung mit Störung. 

Wir machen jetzt diese Verabredung: 
X 

Ist a eine reelle Zahl so bedeutet das Symbol J At(t) dt 
<*i 

1. das Riemansche Integral für a{ = a 
X 

2. lim j At(t) dl, für a{ = oo. 
T - > OO T 

Ist kein Mißverständnis zu befürchten, so wollen wir das Argument x weglassen. 

2. D E F I N I T I O N E N UND B E Z E I C H N U N G E N 

Definition 2.1. Es sei die Gleichung 

(2.1) yM(x) +£ (fj ak(x)y("-k\x) = 0, ake C0(I), k = 1, 2, ..., n 

gegeben und es sei 

(2.2) u"(x) + — j ^ - [a2(x) - a\(x) - a?(x)] u(x) = 0, 

die, die Gleichung (2,1) eine begleitende Gleichung ist. 
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Ist akeCn-k(J) k = 1, 2, so nennt man die Gleichung 

(2.3) y<*\x) + i Q / 2 ( a i , a2)/"~k\x) = 0, 

die iterierte Gleichung, wo f\{ax, a2) das iterierte Polynom der Elemente at, a2 der 
Dimension k darstellt. 
Setzt man 

i.(y;«i,«2) = yM(*) +i ( j ) ^ , , ^ / " " ^ ) , 

so läßt sich die iterierte Gleichung (2, 3) in der Form 

4(y; ax, a2) = 0 
schreiben. 

Die Gleichung 

(2.4) I„(y, fli, a2) + <»„(*) j>(x) = 0 

nennen wir die perturbierte iterierte Gleichung, s. [3] . 

Definition 2.2. Wenn A e C0 /sl und wenn yede nichttriviale Lösung der Gleichung 
y" = A(x) y nur endlichviele Nullstellen in I hat, so nennen wir die Gleichung y" — 
= A(x) y nichtoscillatorisch, s. [1]. 

Definition 2.3. Ks sei v eine Lösung der nichtoscillatorischen Gleichung y" = A(x) y. 
Wir sagen, daß v eine Hauptlösung ist, wenn es eine Zahl b _- x0 gibt mit der Eigen-

schaft, daß v(x) ^ 0 für jedes x = b ist und daß das Integral J v~2 divergiert, s. [1]. 
ö 

Definition 2.4. Bezeichnen wir D — -r— und definieren Differentialoperatoren 

(2.5) LS = A;X(x) D ... DAJl(x) D, für s = 1, 2, ..., n 

(2.6) L ^ D L , . ! . 

Definition 2.5. Es seif(x) e C0(I). Bezeichnen wir mit Qj9j = 1, 2, ..., n das Integral­
operator das durch die Beziehung 

X 

(2.7) Ö,(/)= JAj(t)f(t)dt 
aJ 

gegeben ist. 

Unter dem Produkt der Operatoren QjQu für j , k = 1, 2, ..., n verstehen wir den 
durch die Beziehung 

x t 

(2.8) QjQk(f) = f M') 14.(-) /(s) ds d. 

definierten Operator. 
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Definition 2.6. Es sei ael und man lege a{ = oo,für i = 1, 2, . . . , n. Definieren wir 

die Operatoren Hj9 j = 1, 2, ..., n durch die Beziehung 

(2.9) Hj(f) = QjQJ+l ... QnQn+l ... ß„+;-i( f), 

wobei wir Qn+i = Q{ legen. 

Weiter legen wir 

(2.10) Hf(f) = f H)(f) = HjH}-l(f) i = 1,2, ... 

Definition 2.7. Fs sei j , k natürliche Zahlen 1 £j9k?*n. Definieren wir 

(2,11) 

hjjix) = 1 

lt;,*(*) = QjQJ+i ••• Q^iOXfiW < l^ 

hj,k(x) = 2 / 6 / + . ••• Q„Q„+i ••• Q»+*-i(lX /-"• j > * 

wo wir wieder Qn + i = Qt legen. 

Definition 2.8. Es seif(x) e C0(I) und bezeichnen wir qj9j = 1, 2, ..., n den Integral-
Operator, der durch die Beziehung 

(2,12) <7,чf) = Aj(t)\f(t)dt 

aj 

definiert ist. Unter einem Produkt der Operatoren qflk, 1 g f, k _ n, verstehen wir den 
Operator 

(2,13) iMf) = I -4X0 I \Ak(s)\f(s)dsdt. 

Definition 2.9. Es sei] eine natürliche Zahl 1 = j = n. Definieren wir die Funktionen 

(2,14) yj(x) = qjqj+i ... qnqn + i ... q^/.^l) 

" " ' q n + i = q<-

Definition 2.10. Es seien j9 k natürlichen Zahlen 1 = J, k ^ n. Definieren wir die 
Funktionen Xj, k durch die Beziehung 

(2,15) 
Xj,AX) = ! 
*,,*(*) = qiqi+i ••• qfc-i(l), fur j < k 
*j,k(x) = qjqf+i ... q„q„+i ••• q„+fc-i(l), fůr j > k. 

ď Definition 2.11. Durch ein Symbol A =*- £ at(x) D l, wo at e C0(I), D* = r , D° 
i=o dx' 

ein identischer Operator ist, bezeichnen wir den linearen Differentialoperator. Dann 
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definieren wir den Produkt von Differentialoperatoren A . B, wo B = £ bk(x) Dk, 
bkeC,(I) 

s + q min (q,j) s / • \ 

A.B = Ycj(x)DJ, wo Cj= l l l Wr*"- 0 

i = 0 fc=max(0,j-s) i = j - / c \ j "~ KJ 

für j = 0, 1, ..., s + q ist. Siehe [4]. 

3. TRANSFORMATION DER PERTURBIERTEN 
ITERIERTEN D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N 

Satz 3.1. Ks sei die Differentialgleichung (2,4) gegeben. Durch die Transformation 
X 

(3.1) j(x) = e x p | - \ax(t)dt\un~l(x)z(x) 
x0 

kann die Gleichung (2,4) in der Gestalt 

(3.2) [D^D)"" 1 + u2^"1^] z = 0 

dargestellt werden, wobei u # 0, u e Cn(l) eine Lösung der Differentialgleichung (2,2) 
isr. 

Beweis. In der Arbeit [3] wurde nachgewiesen, daß 

(3.3) w2"I„(y; ax, a2) = [u2 D + a{u
2 - (n - 1) uu']" y 

gilt, wo u eine Lösung der Gleichung (2,2) darstellt. Bezeichnen wir oc(x) = 
X 

= exp {— $ a^Odt}. Wir beweisen leicht 
*0 

(3.4) a -V-" [u 2 D + axu
2 - (n - 1) uu' D°] = (u2D) a^u1"" D°. 

Wirklich 

(u 2D)a-V-"D 0 = u2 — u1"" + a _ 1 ( l - n)u-"u'D° +a"1u1""u2D = 

= a"1!!1""! II2D - — u2 + (1 - n) uu'D0]. 

Durch die Methode einer vollständigen Induktion beweisen wir 

(3.5) a - V - ^ u 2 D + atu
2 - (n - 1) uu' D°]fc = (u2 D)k a"1«1"" D°. 

Für k = 1 ist Beweis identisch mit (3,4). Es gilt also (3,5). Dann 

a - V - ^ u 2 D + a,u2 - (n - 1) uu' D°]* + 1 = 
= (u2 D)k a - V " " D°[u2 D + atu

2 - (n - 1) uu' D0]. 
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Nach (3,4) ist jedoch 

a~ V - M [ u 2 D + aiu2 - (n - 1) uu' D°]fc + 1 = 
= ( u 2 D ) f c ( u 2 D ) a - V - " D 0 = (u2D) fc+1 a - V " " D ° . 

Es gilt also 

a" V - " [ n 2 D + a,u2 - (n - 1) uu' D0]" = (u2 D)n a" V " " D°. 

Die Beziehung (3,3) kann man also in der Form 

(3,6) a" V+1I„CF; axa2) = (u2 D)" a" V-n j> 

schreiben. Multiplizieren wir die Gleichung (2,4) durch die Funktion un+i. Wir 
erhalten die Gleichung 

<x~iun+lIH(y;al9a2) + ^~1un + lo}ny = 0. 

Nach (3.6) ist 

(u2 D)" a" V " " y + a" V+1<yn>y = 0. 

Dividieren wir die letzte Gleichung durch u2. Wir bekommen die Gleichung 

DO^D)""1 ^xux'ny + oi-xun-la>ny = 0, 

die nach Transformation (3,1) der Gestalt ist. 

Bemerkung 3.2. .Habe die nichtoscillatorische Differentialgleichung 

z"(x) + Bx(x) z'(x) + B2(x) z(x) = 0 

hat sie ein Fundamentalsystem zx, z2. Dann kann man die Differentialgleichung 

y'"(x) + B,(x)y"(x) + B2(x)y'(x) + B,(x)y(x) =- 0 

in einer Gestalt 
DA2 \x) D A " \x) Dy = A3(x) y, 

ausdrücken, wo Ax = z l 5 A2 = exp { — Bx} z~2, A3 = — B3zt exp {Bt}. 

4. A S Y M P T O T I S C H E N E I G E N S C H A F T E N 

E I N E R P E R T U R B I E R T E N I T E R I E R T E N 

D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G 

Satz 4.1. Es seien At(x)e C^I), i = 1,2, . . . ,« , Af\x) =-J^x> *4f *(*) > 0, 

für i = 1, 2, ..., n — 1. Ks gelte 

00 

(4,1) Ai(x)dx < oo, für i = 1,2, ..., n - 1, 

xo 
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co 

JW)I (4.2) | ^ ( x ) | d x < c o . 
X0 

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) das Fundamentalsystem der Lösungen 

(4.3) yk(x) = £ H\(hy,k) 
f-=0 

und ferner es gilt 
00 

(4.4) ^ M * ) = I I I , + i(>«s+i,*)> 
i = 0 

wo der Operator Ls durch (2,5) definiert ist, mit L0yk(x) — yk(x) und die Formeln 
(2,9), (2,10) und (2,11) gelten mit at = oo für i = l, 2, ..., n und für alle xel 

(4.5) | Lsyfe(x) - |oHj+1(hs+1,fc) | < *s+U*) (l++?y™P {y.+ i(*)}, 

s = 0, 1, ..., n — 1, k = 1, 2, ..., n gj/t. 
Ein Beweis dieses Satzes ist in der Arbeit [5] durchgeführt und wir werden ihn 

deshalb nicht aufführen. 
Nehmen wir an im folgenden, daß die Differentialgleichung (2,2) nichtoscillatorisch 

ist, und daß u(x) ihre Lösung hat, die keine Hauptlösung ist. Vergleichen wir die 
Gleichungen (3,2) und (1,1) miteinander, ermitteln wir, daß folgende Beziehungen 

(4.6) Ai\x) = u2(x), für i = 1, 2, ..., n - 1 

(4.7) A„(x)= -<Dn(x)u2*-l\x) 

gelten. Die Voraussetzungen von Satz 4,1 können also folgendermaßen geschrieben 
werden 

(4.8) I iT2(x)dx < oo, jV2« 
xo 

00 

jW*)!..2*" .̂ (4.9) | con(x) | u2(n~ X)(x) dx < oo 

Die Voraussetzung (4,8) ist aber automatisch erfüllt, wenn u(x) keine Hauptlösung der 
Gleichung (2,2) ist. 

Satz 4.2. Die Differentialgleichung (2,2) sei nichtoscillatorisch, u(x) ist ihre Lösung, 
die keine Hauptlösung ist. Es sei con(x) e C0(I) und es gelte (4.9). Dann ist das Funda­
mentalsystem der Lösungen der Gleichung (2,4) durch die Reihen 

(4.10) >>*(*) = expj- f a^dtlu"-1^) t»i(Kt) 
xo 
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gegeben und es gilt ferner 

(4,11) [u\x) D + at(x) u\x) - (n - 1) u(x) u'(x) D°] yk(x) 

= expj- I aj^dtl«"-^)^Hl+iC».+i.»), 
* 0 

fur s = 1, 2, ...,« — l ,k = 1,2,...,«, wobe/ d/e Operatoren Ht und Funktionen AJjk 

ebenso wie in Satz 4.1. definiert sind, wo man die Beziehungen (4,6) und (4,7) einsetzen 
soll. 

Beweis. Nach Satz 4A hat die Gleichung (3,2) ein Fundamentalsystem der 
Lösungen 

**(*) = I H\(huk) 
i = 0 

und es gilt 
00 

- - A W 5 5 Zfli+i(fc*+i.k). 
i = 0 

für s = 1, 2, ..., rz — 1, k = 1, 2, ..., n. Die Formeln (4,10) erhalten wir unmittelbar 

aus (3,1). Bezeichnen wir <x(x) = exp {— J at(t) dt}. Dann ist 
xo 

Lszk(x) = L,«1 ""(*)«-H*)^*) = [u\x) D]s
 M 1 - "^ ) a-Hx)^*). 

Nach (3,4) können wir schreiben 

Lszk(x) = a-1(x) M1-"(X)[M2(X) D + a.(x) H2(X) - (« - 1) u(x) H'(X) D0]'jfc(x). 

Es gilt also 
a-1(x) ul-"(x)[u\x) D + a.(x) «2(x) - (« - 1) t/(x) «'(*) D0]* M*) = 

00 

= E HS+l( f c5+l,fc) 
1 = 0 

und daraus erhalten wir leicht (4,11). 

Satz 4.3. Es seien die Voraussetzungen aus Satz 4.2 erfüllt. Dann gilt für x e / 

(4,12) | yk(x) - e x p j - f a1(Od.tj«--1(x) £M(>U,*)i < 
.xo 

< exp I - J a.(t)dtl | «"-•(x) | x1>k(x) ,yJ + ̂  exp {^(x)}, 
* 0 
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(4.13) | [u\x) D + fl.(jc) u\x) - (n - 1) u{x) u\x) D°]J yk{x) -

- e x p j - [«l(OdtJ«n-,(x)jt//Ui(ns+i,fc)l < 
*0 

< e x p | - Jfl1(Od.||«--1(x)|x I+1(x)--^-^-exP{y.+ 1(x)}-
«0 

für k = 1, 2, ..., w, s = 1, 2, ..., « — 1. 
Der Beweis folgt aus dem Satz 4.1 aus (4,10) und (4,11). 

Bemerkung 4.4. Durch die Wahl der Funktionen ax, a2 in der Gleichung (2, 2) 
können wir leicht asymptotische Formeln für die Lösungen der Gleichung (2,4) ableiten. 
Als Illustration führen wir dieses Beispiel. 

Beispiel. Es sei in der Gleichung (2,2) at = 0, a2 = -K2 , K = konst. > 0. Es 
gelte 

ou 

I | <o„(x) | exp |2(n - 1) l-^rjKxláx < 00. 

Dann hat die Differentialgleichung 

In(y;0, -K2) + con(x)y = 0 
ein Fundamentalsystem 

yk = exp j(n - 1) J-^-Kx^t M(»i.*) 

und es gilt 

И2>/^ЧD - <» ̂ ^Jт^^^W^Ҷ]^ -
- exp |(n - l í ^ ^ ^ K x J д я U i ^ + i , , ) , 

für s = 1, 2, ...,я — 1, k = 1, 2, ..., л. 
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