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ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN
EINER PERTURBIERTEN ITERIERTEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG

IVO RES, Brno
(Eingegangen am 17. Dezember 1973)

1. EINLEITUNG

In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit den asymptotischen Entwicklungen
der Losungen einer perturbierten iterierten Differentialgleichung beschéftigen. In der
Arbeit [5] wurde eine Differentialgleichung folgender Form

(LD {4,050 . A7) ] Y =A%)y
studiert. Fiir das Fundamentalsystem der Losungen y,(x), k = 1, 2, ..., n und deren
Derivation wurden unendliche Funktionsreihen untersucht, die gleichmaBig am
Intervall I = < X,, 00) konvergieren. Ergebnisse dieser vorliegenden Arbeit benutzen
wir fiir die Bestimmung asymptotischer Entwicklungen einer iterierten Differential-
gleichung mit Storung.

Wir machen jetzt diese Verabredung:

Ist a eine reelle Zahl so bedeutet das Symbol [ 4,(¢) d¢

1. das Riemansche Integral fiir a; = a

2. lim [ At) dt, fiir @, = co.

Ist kein MiBverstindnis zu befiirchten, so wollen wir das Argument x weglassen.
2. DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN
Definition 2.1. Es sei die Gleichung
2,1) y"(x) +k; (Z) a(x)y" P(x)=0, aeCyl), k=12,..,n
gegeben und es sei
.2 W) + o [aa(x) = @4(x) = @] u(x) = O,
die, die Gleichung (2,1) eine begleitende Gleichung ist.
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Ist a,e C,_(I) k = 1,2, so nennt man die Gleichung

(2,3 y(x) +x§:1 (Z) fiay, a;) y" P (x) = 0,

die iterierte Gleichung, wo fi(a,, a,) das iterierte Polynom der Elemente a,, a, der
Dimension k darstellt.
Setzt man

1vsa ) =300 + £ (1) it a5,

so li Bt sich die iterierte Gleichung (2, 3) in der Form
' I(y;ay,a;) = 0
schreiben.
Die Gleichung
(2,9 L(y, ay, a3) + 0,(x) y(x) = 0
nennen wir die perturbierte iterierte Gleichung, s. [3].

Definition 2.2. Wenn A € C, ist und wenn jede nichttriviale Lésung der Gleichung
y" = A(x) y nur endlichviele Nullstellen in I hat, so nennen wir die Gleichung y" =
= A(x) y nichtoscillatorisch, s. [1].

Definition 2.3. Es sei v eine Losung der nichtoscillatorischen Gleichung y" = A(x) y.
Wir sagen, da 8 v eine Hauptlosung ist, wenn es eine Zahl b > x, gibt mit der Eigen-

schaft, daf v(x) # O fiir jedes x 2 b ist und da 8 das Integral |v~? divergiert, s. [1].
b
d
Definition 2.4. Bezeichnen wir D = ax und definieren Differentialoperatoren

2.5) L= 4;'(x)D .. DA;'®WD, firs=1,2,..,n
(2,6) L,=DL,_;.

Definition 2.5. Es sei f(x) € Co(I). Bezeichnen wirmit Q;,j = 1,2, ..., ndas Integral-
operator das durch die Beziehung

X

@) 0N = [ 40 50
gegeben ist. ‘ ?

Unter dem Produkt der Operatoren Q;Qy filr j, k = 1,2, ..., n verstehen wir den
durch die Beziehung

9 00 = [ 40 [ 449 5 asar
definierten Operator. “ "

150



Definition 2.6. Es sei a € I und man lege a; = oo, fir i = 1,2, ..., n. Definieren wir
die Operatoren H;, j = 1,2, ..., n durch die Beziehung

(2,9) Hj(f) = Qij+1 vor @uOnr oo Qn+i-1(f),

wobei wir Q,.; = Q; legen.

Weiter legen wir

(2,10) HY(f)=f, Hi(f)=HH '(f) i=12..
Definition 2.7. Es sei j, k natiirliche Zahlen 1 £ j, k < n. Definieren wir
hj, j(x) =1
2,11 hi(x) = QiQjsy ... Qu_ (1), fiirj < k

hix) = QiQjut - 0Ot - Qur—a(l),  fitr j >k
wo wir wieder Q,+; = Q; legen.

Definition 2.8. Es sei f(x) € Co(I) und bezetchnen wir q;,j = 1,2, ..., n den Integral-
operator, der durch die Beziehung

(2,12) a;f) = f [ Ay (1) | f(2)dt

definiert ist. Unter einem Produkt der Operatoren q;q,, 1 < j, k < n, verstehen wir den
Operator

(2,13) 9,9{f) = j‘ Aj(t) | fl A(s)] f(s)dsde.

Definition 2.9. Es sei j eine natiirliche Zahl 1 £ j < n. Definieren wir die Funktionen
(2,14) )’j(x) =4qi9i+1 - GuIn+1 --- In+y-1(1)
mit qu.; = 4.
Definition 2.10. Es seien j, k natiirlichen Zahlen 1 < j, k £ n. Definieren wir die
Funktionen x; \ durch die Beziehung
Xj'j(x) =1
(2,15) % %) = q;q;+1 - qu-1(1),  fiir j <k
%,0%) = 4iG5+1 - Gudns1 - mrr-1(1), fir j > k.

s i
Definition 2.11. Durch ein Symbol A =Y a,(x) D', wo a; e Co(I), D' = ~dc—l—i— , D°
i=0 X

ein identischer Operator ist, bezeichnen wir den linearen Differentialoperator. Dann
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q
definieren wir den Produkt von Differentialoperatoren A .B, wo B = Z b,(x) D,
bye C,(I) k=0

sta . min (g, /) s i o
A.B= z c/(x)D’, wo ¢ = Z Z (J k) abitk=
j=0 —

k= max (0, j—s) i=j—k

fir j=0,1,...,5 + q ist. Siehe [4].

3. TRANSFORMATION DER PERTURBIERTEN
ITERIERTEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Satz 3.1. Es sei die Differentialgleichung (2,4) gegeben. Durch die Transformation

X

G.1) y(x) = exp{—— Ja,(t)dt} ™ (x) 2(x)

E)

kann die Gleichung (2,4) in der Gestalt
(3,2) [D@*D)"" ! + u*" Vw,]z=0

dargestellt werden, wobei u # 0, u e C,(I) eine Losung der Differentialgleichung (2,2)
ist.

Beweis. In der Arbeit [3] wurde nachgewiesen, daB
(3,3) u*l(y;ay,a;) = [u*D + aw? —(n — DHu']"y
gilt, wo u eine Losung der Gleichung (2,2) darstellt. Bezeichnen wir a(x) =

= exp {— [ a,(t)dt}. Wir beweisen leicht

X0
(3.4) o« 'u'""[u* D + ayu® — (n — 1) uu’ D°] = (*D) «™'u' " DO,
Wirklich

u*D)a"'u' "D = u? [%—u"” +a7 (1 = n)u’"u'DO] +a ' T"’D =
= a"u""[uzD - %—uz + (1 =n) uu’Do].

Durch die Methode einer vollstindigen Induktion beweisen wir
(35 W' T'[urD + au? — (n — uw' DT = (W2 D) o'yl 7" DO.
Fiir k£ = 1 ist Beweis identisch mit (3,4). Es gilt also (3,5). Dann
« lu' " D + aqu? — (n — 1) u’ DO =
= @ D) o« 'u' " D[u? D + a,u® — (n — 1) uu’ D°].
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Nach (3,4) ist jedoch

o« 'u![w? D + au? — (1 — 1)’ DOJ =
= (W* D) @2 D)« ! =" DO = (u? D)*! o1yl DO,
Es gilt also

e 'u'""[u?D + au® — (n — 1) u’ D°]" = (u? D)" a”'u' " DO,
Die Beziehung (3,3) kann man also in der Form
(3,6) o'W (y; aa)) = @ D) a”lu! My

schreiben. Multiplizieren wir die Gleichung (2,4) durch die Funktion gn+1, Wir
erhalten die Gleichung

o Wt L (y; ay, ay) + o w  w,y = 0.
Nach (3.6) ist
@Dy o 'u "y + o "t lw,y = 0.
Dividieren wir die letzte Gleichung durch «*. Wir bekommen die Gleichung
D@Dy o'y + a " e,y = 0,
die nach Transformation (3,1) der Gestalt ist.
Bemerkung 3.2. Habe die nichtoscillatorische Differentialgleichung
Z"(x) + By(x) Z’(x) + B,(x) z(x) =0
hat sie ein Fundamentalsystem z,,z,. Dann kann man die Differentialgleichung
Y"(x) + By(x) y"(x) + Bx(x) y'(x) + B3(x) y(x) =0

in einer Gestalt
DA; '(x) DAy '(x) Dy = As(x) y,

ausdriicken, wo A, = z,, A, = exp {—B,} z; %, A; = — Bz, exp {B,}.
4. ASYMPTOTISCHEN EIGENSCHAFTEN

EINER PERTURBIERTEN ITERIERTEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG

Satz 4.1. Es seien A(x)e C,_I), i = 1,2,...,n, A '(x) = ( ) A, (x) > 0,
fiiri=1,2,...,n — 1. Es gelte

4,1 fAi(x)dx < 0, fiir i=1,2,..,n—1,

X0
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@2) j | A,(x)] dx < o,

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) das Fundamentalsystem der Lisungen

4,3) yu(x) = ‘ZOH i1(hms)
und ferner es gilt 4
4,4 Ly(x) = iZoH:+ 1(Bss1,1),

wo der Operator L, durch (2,5) definiert ist, mit Loy(x) = yi(x) und die Formeln
(2,9), (2,10) und (2,11) gelten mit a; = oo fiir i = 1,2, ..., n und fiir alle xe I
& i Yiii (x)
4.,5) | Ly(x) - Z Hgyy(hgir,)] < ”;H.k(x)mexl? {754+ :1(x)}
i=0 .
s=0,1,....,n-1,k=12,..,ngil
Ein Beweis dieses Satzes ist in der Arbeit [5] durchgefithrt und wir werden ihn
deshalb nicht auffiihren.
Nehmen wir an im folgenden, daB die Differentialgleichung (2,2) nichtoscillatorisch
ist, und daB wu(x) ihre Losung hat, die keine Hauptlosung ist. Vergleichen wir die
Gleichungen (3,2) und (1,1) miteinander, ermitteln wir, daB folgende Beziehungen

(4,6) A7 (X)) = wi(x), firi=12,..,n—1
4,7) A,(x) = —,(x) u*"~V(x)

gelten. Die Voraussetzungen von Satz 4.1 konnen also folgendermaBlen geschrieben
werden

o)

4.8) Ju—z(x) dx < 0,

4,9) J | w,(x) ] u*®D(x) dx < 0.

Die Voraussetzung (4,8) ist aber automatisch erfiillt, wenn u(x) keine Hauptlosung der
Gleichung (2,2) ist.

Satz 4.2. Die Differentialgleichung (2,2) sei nichtoscillatorisch, u(x) ist ihre Losung,
die keine Hauptlosung ist. Es sei w,(x) € Co(I) und es gelte (4.9). Dann ist das Funda-
mentalsystem der Losungen der Gleichung (2,4) durch die Reihen

X

4,10 yi(x) = exp { - jal(t) dt} u"” ’(x)i;ioH‘,(hx,,‘)

X0
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gegeben und es gilt ferner

@11) [42(x) D + a,(x) u2(x) — (1 — 1) u(x) w'(x) D] yy(x) =

x

=exp{_ J ai(t)dt} w 1(x)ZHH(hsJ,Ik)

X0
firs=12,...,n—1,k =1,2,..., n, wobei die Operatoren H; und Funktionen h;

ebenso wie in Satz 4.1. definiert sind, wo man die Beziehungen (4,6) und (4,7) einsetzen
soll.

Beweis. Nach Satz 4.1 hat die Gleichung (3,2) ein Fundamentalsystem der
Lésungen

zi(x) = i{_ZOHi(th)

und es gilt

Lizi(x) = Z Hs+1(hs+1 K

firs=1,2,...,n— 1,k = 1,2, ..., n. Die Formeln (4,10) erhalten wir unmittelbar

aus (3,1). Bezeichnen wir a(x) = exp {— jal(t) dt}. Dann ist

Lz, (x) = L' ~"(x)a™ " (x) yi(x) = [u*(x) D} u' 7"(x) &~ ' (x) yi().
Nach (3,4) kénnen wir schreiben
Liz(x) = a7 (x) u' "()[u*(x) D + a,(x) u*(x) — (n — 1) u(x) u'(x) DT yi(x).
Es gilt also

a7 u! T")[u(x) D + ay(x) u*(x) — (n — 1) u(x) u'(x) DY yi(x) =

= Z H:+1(hs+ 1,k)
i=0
und daraus erhalten wir leicht (4,11).

Satz 4.3. Es seien die Voraussetzungen aus Satz 4.2 erfiillt. Dann gilt fiir x € I

x

4,12) | (%) = exp{— j‘al(t)dt} n- 1(x)z H: W(h )i <

X0

<o | [aia 1) 10,409 B enp 1,9

X
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4.13) | [#?() D + ay(x) u*(x) — (n — 1) u(x) u'(x) DF p,(x) —

- {- f 0 )8t} ™) £ Hlhevs,) <

X0

< exp {-— jal(t)dt} |~ 1(x) | %44 1(x) (—i’gtﬁ% exp {y,, (%)}

X0

firk=12..,ns=12..,n—1
Der Beweis folgt aus dem Satz 4.1 aus (4,10) und (4,11).

Bemerkung 4.4. Durch die Wahl der Funktionen a,a, in der Gleichung (2,2)

konnen wir leicht asymptotische Formeln fiir die Lisungen der Gleichung (2,4) ableiten.
Als Illustration fiihren wir dieses Beispiel.

Beispiel. Es sei in der Gleichung (2,2) a; = 0, @, = —K?, K = konst. > 0. Es

gelte
|w,(x)]|exp<2(n — 1) Kxpdx < o
" n+1 '
X0

Dann hat die Differentialgleichung

In(y; 0’ _Kz) + wn(x)y =0
ein Fundamentalsystem

Vi = exp {(n -1) \/: Kx}iioHil(hl’k)

und es gilt
3

[3 ' 3 i
[exp{2 n+1Kx}D-(n—-1) n+1Kexp{2 n+1Kx}:|yk=
3 & e
= eXp {(n - 1)\/ n + 1 Kx}i;oHs+ l(hs+1,k)!

firs=1,2,....,.n—1,k=12,...,n
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