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Сотшеп"Ьа"Ыопе8 Ма"ЬЬетаЪ1сае 11п1уегз11:а1;18 СагоНпае 

1 1 , 2 (1970) 

ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ ЗНАЧЕНИИ ДЛЯ КОНСТРУКТИВНОГО ИНТЕГРАЛА 

ЛЕБЕГА 

Освалщ ДЕМУТ , Прага 

В настоящей статье доказаны теоремы о среднем значе

нии для, конструктивного интеграла Лебега и показано, что 

конструктивные аналоги монотонных функций, определенных 

почти всюду на сегменте 0 д \ являются конструктивно 

измеримыми* 

В дальнейшем мы пользуемся определениями и обозначе

ниями из [ 4 ] . Буквы Жь7 Ь7 ть7ль7ф, служат переменными для, 

натуральных чисел (НЧ), буквы <17 ^ переменными для це~ 

лых чисел а букве, /а, аг7 алг 7 х 7 гц^7 С&, 1 7 ^ - ДА& конс

труктивных действительных чисел (КДЧ)о 

Теорема 1 (первая теорема о среднем значении)* Пусть 

{ Т̂  }^ и { &л $1 последовательности ступенчатых о с т о 

вов ш М и N НДЧ такие, что КР^ е ^ & С ^ ? ^ е & & 0 & 

^{Т1118с{0у\сГ^\ ^ *(%% 4{0дг\<ГЫ%гТогдь существует 

последовательность ступенчатых остовов *-^^\ , А1Я к о ~ 

торой выполнено { К ^ е ^ & ^ К ^ * ^цЧ * * &г Ч и» 

следовательно, М * { Т̂  ?̂  -̂  * К^ ?̂  ^ N• { ^ ?/ и 
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Доказательство» Теорема является непосредственннм 

следствием частей 4а) и 5) леммы 1 и следствия теорема 6 

из [ 4 ] . 

Обозначения» Пусть 4 функция, 0>(ъ) однопарамет-

рическая формула с параметром X , {&1$1 - последова

тельность ступенчатых остовов, 1ш%?т - последователь

ность 5 ~ "-множеств, АЛ и V КДЧ, 0 & 44, & -1 а ^ 

один и8 знаков <$* ^ • Тогда 

1) 1>(лг,^ 7 лл) обозначает: V является значени

ем производной от +* в точке и, (определение см<> 12Л, 

стр»363), 

2) ЛХ ((Х(х>)) обозначает: множество всех КДЧ 

X , для хотормх верно (X (ее) 9 

3) ЪпД (пг, Аъ (0> (х>)) обозначает: пг я-

вляется инфимумом множества Лх, (0> (х,)) ? 

Вир>(пг, АХ(&(%,)) обозначает: ъг является суп

ремумом множества, л& (й (х,) ) ., 

4) V ({ О^л 7 44,^ пг ) обозначает: последователь

ность КДЧ КФСО^ 4X^)1^ определена и сходится ж V и 

5) А^аСг1}1 , {""^-Ц, ) обозначает: для вся

кого НЧ ть 5 ^ -множество'"*"'' ^ является часты» 

^ ; *op* "*<£ MeHbine <ieM -pse H пть, ~ выполнено 

Замечание» Последовательности ступенчатых остовов 

{О-Лл « о которых говорится в предположении теоремы 2, 
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являются конструктивными аналогами монотонных функций, 

определенных почти всюду на сегменте 0 д 4 . 

Теорема 2« Пусть { О, 2* последовательность с-

тупенчатых остовов А ** один ив знаков ^ и ^ такие, 
^>с что существует последовательность о^ -множеств 

\/т'^1т,джя которой выполнено АнИвг^ , < " " ^ ' - т Л 

Тогда существует последовательность ступенчатых остовов 

( Н ^ и последовательность 5 ^ -множеств { ^ « ^ 

такие, что имеет место 

8) Vm..x/^ COáoťí^.řA&. lnt(H„x)& ťčíH^y.) => 

z>'č(Hmx)*<#(Hmy)&3u'*>(0<u</l&-i(ue^)&P«CrtÍ£ ,">, 

<&(t£*)») , 

3)Улп.4гх1г(0<х4/1&-1(хе'т<у)&Т(-(НгЪ,х,1г)э 

о ЗЯЬЛА, о*ггц.'Х,(0<м, <х<ц.<1&-1(ие*у)&-1 (<ц.е*$)& 

&Р«6л}г,м,,тг)&Р«0^г ,у.,х)&1Г- ±^< «ыпС-иг,* ) 4 

4? /т«гк Со*/, х ) < 1Г + %$, У > 

4) для всяких НЧ /т,, КДЧ х. ж <у таких, что 04-

- б * -6 4 & - | < Г . х е ^ ) * Р « Н ^ , х ^ ) . в Ш 1 о л н е н о 0<х < А , 

1п1(^,лх(ЗЛт^.(0<у,</1&и*(^.&-1(ц'=у,)&-\(у.ев^.)& 

Ьиф.(тг,лх (Зк.<а,СО<у,й 4 & У* * & "I (* - V-)* "»<Ч ̂  >& 

и, ел едо вательно, верно (В Ль (п Сое е *%)) => Т>С<(% }л,ос,1г)) п 

5) если существует НЧ ̂ ь такое, что {О'гАсГ-ф.Ъ^ 
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Доказательство. Пусть С * 1 ^ ^ последователь

ность $0* -множеств такая, что Ам«0^^ 7 <'т^^>* 

а) Мы построим возрастающую последовательность НЧ 

^^т^ъ -последовательность НЧ {^^1^ и последователь-

ности аде 1*?^ ,{»2и и °*>2) ' 

Определим М0 -# У . Пусть лг НЧ и пусть уже по

строено НЧ Аь^,-* , ^п,.^ > Т1 + 5 • Ввиду того, что 

мера с ^ -множества п %г меньше чем ъ +& 9 

существуют ВДЧ х"* и ^с^ такие, что 

(см* доказательство теоремы 2 0 4 , [ 2 ] , стр.470-3). Но тог

да ввиду А*(<Сг?е ? ^ ^ ^ > существуют ВДЧ 

ОС* и х ^ и Н1* <Рт, > д л я К 0 Т °Р Ы Х выполнено 

(1)Р«С4^рС<'*р«41в,<.<)А1<-*Г1<2^ • 

Мм определим Л ^ .^ 2-' ^%ттЛ + <р>^ + -2* 6»и-40 , Ясно, что 

Лс > /и, * 6 * л» 

б) Пусть /П, НЧ. Ввиду А^аб^ , Г * < ^ т > и то-

го» что мера Ь§< -множества "* %> меньше чем 

Ж+1 , существу®? систем» ВДЧ { $?%Я1 * 1^*1-1 

такие, что выполнено V^ (4 --? А~ 4 2 э т т — + ~? * - т - ^ 
2 3 2 

Но тогда < * < , . * ~ < %•< . . . < 0 ^ < * ~ * , 
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и, следовательно! 

ж Л + ł /», ЛI. /?> oг+-7 Л 

мы определим н Л ^ ог^, г2*.— г^гг^^ТгЦ— 

* * /Л» 

# # # У^**,.* ^%*»* * Согласно теореме 1.3 не 1г;.»стр» 

399, существует алгорифм ^ ^ такой, что 

Ух (!П„ Сх) * Си„(х) жЛ э х < -^--г) & 
&с^с*)фл=> --4.Д < * » • 

Пусть %^ (соответственно ^ ) возрастающая 

система всех четных (соответственно нечетных) Ш ^ та-

шх,-ч*о2кН*±2Н~2**-1ЬЧЯ„(1Ч11-ч2„П4: Л , 
а пусть 0*Г число элементов систем» с , ( 'Яг ^ ) , 

Тогда ввиду (1) и (2) для А * ^ , 2 выполнено 

!Йг-< Т \<п0у - «К \ А-х*- ъ" \ < 2** 

* т л4Ъь + т'4'2 

и, следовательно» (^ -с 2 • Таким образом, 
число НЧ $. 9 для которых верно 

о ) У ^ 4 ф 4 2К^А %(Н1Г $„\)х Л А 
& -I 31 (р^ *• 2*:^.л ^ -^~ ) , 

больше чем 2 - 2 - 2 . -2-2 -

- 2. 2Лл-"> 2*~. (Л- 2'**-***) > А - и - -Ах?) . -

Пуст* 5Г* возрастающая система 2 "*• (1 ~ п/**»з) 

выбранных нами НЧ $. , для которых верно (3), а 

{ ^?' 11^1 возрастающая система всех НЧ ̂  та-
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*>» 
кад, что А < $• 4 2 & -7 ( ^ е .•О"" ) . Тогда 

(4) У^.1 (14-ф, < лъ & 0<1< 1*^ Ъ1М<1< 

Заметим, что для построенной нами последователь

ности { Н^ 1% вшолнено 2)* 

в) Пусть. /$,, $• и ъ НЧ такие, что ^. € 2)*А 

*$ЪГ<?Ь7 * 2 С • тогда п11"П?*п7+< * 

&#,* чГ4** -$* & « и п ^ - *&* о-* А 
к, следовательно, | * # - п Т ^ '<&< " ^ К ^ 7 7 • 

Таким обрааом, мы имеем ввиду V.* С О (<Х ) < А ) 

для любого НЧ гть 

7 4 о-и-г н^> -• ^ 'ф о. (н^ н^л) + 

и, следовательно, {Нд 1ц е 5 # 

г) Для любого НЧ гт, мм построим последователь

ность неперекрывающихся рациональных сегментов " п ' ^ < 

таК| что 

*эС) на первом шаге в "П'*<Й- включим все сегмен-

, 4?- А АТ , / ^ " т " - 3 

тм системы 4. тг Д — * * — 5 * ., н 

/2) для НЧ ^1 если мы сделали уже <р, шагов, то 

на (^г + 4 ) -том шаге в "т^Л> включим те иа сегментов 

- 254 -



систеныЛ-^Ь —- Д "~с—Г""" >* А . которые не 

содержатся в сегментах, включенных в т%'<€$. на преды

дущих шагах. 

Заметны, что для. НЧ Л суыыа длин сегментов, в-

ключенных в ""'^ на. Я -оы шаге, не больше чеы 

Ясно, что для всякого НЧ т г - "**€$* &# -ыно-

жество, ыера которого ыеньше чеы л/т," и ""^Ч^ я-

вляется частью " " ^ . 

д) Пусть пт НЧ а х и / ^ ВДЧ такие, что 0& 

4? х 4ц, 4 4 8сп(к е """{0.) &~\ (ц,е """ф ) ф Тогда 

ввиду того, что для всякого НЧ ггь выполнено (4), ны и-

ыееы У * ^ (0^2,42^-1 (х * ^ ) 8с ~-(у~~Ц> » 

~ в частности - 0 < & < п^ < А . Следовательно, су

ществуют последовательности НЧ *Г - ^ ?^ и { Ь^ Ът 

такке, что Ип С1 * 4* « # < ^ ^ <= * < " ? | Å 

Выполнено 

(5 ) У л й К - ^ х )-* < & * Ж Н „ у ) * Щш. А^О^х)*** (Нп^)) . 

Но тогда согласно в) для всякого НЧ т,, /т> ^ /П/ , иыеет 

-есто ^ Н ^ Ь ^ О ^ х Л 6 | ^ - ^ / < : ^ 

и, следовательно, существует ВДЧ х* такое, что 
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Для любого НЧ «г, гт, $ т, , выполнено 

2*_ _4-_ < ^ СЯ х) - ± т п~ -±. «г 

<<І+£~'*fH"*)+r;<^+ ž 
Итак, мы доказали 3 ) . Заметим, что ввиду 

^** ^Яе*.е 1 ^**$1<т> ) утверждение 4} является непо

средственным следствием 3)» 

Аналогично существует КДЦ х^, для которого вер

но Р (< Н& %1 , <у* 7 х* ) . Мы ввиду (5) получа

ем Ж* ** х^ . 

Таким образом» нами доказано А^ «Ие 1& , 

{"**ф}^). Дж* завершения доказательства утверждения: 1) 

достаточно заметить, что мы доказали в части в)4Иг1^е 

€ В и что из 4) непосредственно следует тН^^ яг •К^^ . 

е ) Если для НЧ ф выполнено -Г 0у Ас?-<р \ -*? ^ < * * ^ 

6 {0<х"\<?ф,1л , то мы ввиду (2) имеем 

У/л.* Г л в О Д т & / ^ ( Н ^ ^ ) э ^ ^ ^ ^ С Н Л 1 ^ ) ^ ^ ) -

Таким образом» ^ ( 0 ^ а 2 ^ ^ 4 ) * о>0 С Н ^ ^ ^ Н ^ ^ ^ ) ^ 

•" '*«4--л-м "5* " А + ^ - Ц Ъ ^ и ввиду аддитивности и моното

нности интеграла °Г из { Н^ ?̂  € в следует 

* ^ л - м ^ е € "Ц и 5 ^ Доказано» 
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Теорема 3» Пусть {"̂  |^ и { О^ ?̂  последова

тельности ступенчатых остовов, ^ ^ ^ € -Ц , М и 

N КДЧ а Л один и8 знаков --* , -> . Пусть сущест

вует последовательность 5 ^ -множеств {/т^}л '»»/ 
такая, чъАщ1{<ь11,<^\т)*Утх%(0<х<4Ап<*е&)А 

& Р # < й ^ , Х 7 ^ ) э М И X * Ю . Тогда существует после

довательность ступенчатых остовов { К^ ?̂  такая, что 

2) Л ^ / г К , ^ .< Л а , где А, м Хг адч, 

для которых верно 

1тЛ СЛ^ЛХ (Зх (Обх&Ых^М-^ТъЪ +Ы*$ГЛ 1е ))) А 

&$иГ>(Лй,лхСЗх(0ё,х44Ьъ-М.$Гл}е+Щ',Щ1е Ю и 

3} выполнено 

Доказательство» Пусть у{г Ш такое, что 

тьак (\М\,\N4) < >р, * Тогда согласно теореме 2 сущест

вует последовательность ступенчатнх остовов { НЛ* та

кая, ч*о<н^$4€3^^{НА1гш<<ь^л&<ци4^+41^ее^^ А 

&Ч&хк($(Нгх)~ъяМхх#Н#ЭМпф.(0*4&*4& . 

&-1(<у,е*#) &Р(«гл}л , ^ , * > » > 

и, следовательно» УЯ (Х0 С Н г , ̂ ) « у Н д > . Как пока-

вано в части 5а) леммы 1 ив Г4], можно построить возрас

тающую последовательность НЧ ^ О^ такую, что 
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*\*Ъг*Ж * Ъ< - Ясно, ччо{Нч$Ц^1с -

* ( < У ^ { % ^ . Мы определим \?Я ( \ & Н ^ 5, ^ > . 

Тогда верно 1)* 

I ) а) Пусть /П НЧ. Ввиду 1С X \\ • ̂  су-

ществуют система рациональных чисел { о,. 1* л и сие-

темы ВДЧ (от* ?.* . и -Г # . 3-* ^ такие* что 

0 = ав< а^<... ^«^АК^зса.^Г^'Г. .-^^^-. . 

Выполнено 

vtt. 

Не могут не существовать целые числа ^ и ^ такие, 

чтo 
ау Си> си 

04*4*&04Л,4л>&Ш04л,4*=>*/ \*УЕ "'-СЪ ) 
и, следовательно, 

Т*в* м . / \ ^ . ^ ^ к ^ . Г ^ ^ . ^ г ^ . 
ДЛЯ ВСЯКОГО КДЧ х , 0 & X ^ Л 9 по определению 

выполнено 

M ^ V ^ ť ^ ^ 
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Таким образом, существует РЧ Д^ такое, что 0 4 ^^4 

4 Љ^. ., *J _ . . Ą 

« 1 л 

Согласно частям 26) и 56) леммы 1 из [41, выполне-

нo 

i Ahk - %Kié -<K«fc- к л я s < -4-7 , 

и - аналогично •* л 

Таким образом| из (7) следует 

(8) \ПКЛ-(М-АР^Н-Л^)\<-Г^(2НМ\+Ш\) . 
о. о •%, * 

б) Согласно теореме 1 ив [4] существует абсолют

но непрерывная на 0 д 1 функция I такая, что 

Vxп^.(06*4ч,44 э4(у)-4Сх)= ^ {Р€1г) . 

Мы построим функцию (^ 9 для которой выполнено 

У«(0<о(64э9.Сх>«СМ-Ю-С^х)^СО))+А1-С*С^)-^СО>>) 

и, следовательно, 

Из абсолютной непрерывности функции -Р следует равно

мерная* непрерывность функций 4 и <%> , Согласно теоре

ме 5.4 из [ 2 ] , стр.435, существуют КДЧ Х^ 9 Х % 7 т^ и т> 

такие, что 

Ы(\,л*СЗ*(06х4 АЬфСм)**'))) , 
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5о^ (Х19 л ъ(3х. (0 &х^18сд.(х)** х,))) 9 

1<^(Ъ9л%СЗ*(04*4А&*<х)-*<0)-хт и. 

$*ир,('>>1,лъ(3х(04х41&4(х)-4(0)*х))) . 

Тогда 

^ / т ^ # С 0 ) - т Ч О > , Ш ^ 

Ввиду того, что по а) для всякого НЧ т существу

ет РЧ Л^ такое, что 0 & Л^ & 4 и (8) , верно ут

верждение 2) теоремы* 

И ) В следующем мы будем предполагать, что * 2: > « 

(Случай -* ас .^ рассматривается аналогично») Тогда 

М ^ и %к ш СМ-N)• т>ь+Н-(4(1)-4(0)) . 

Следует скавать, что можно построить{Е1^? ^ ^ / . € 

* Ц , такое, чтоУ,хС0$*.64 э э>. < 4(х) - 4(0) < ^ ) . 

Не может не иметь место один не следующих четырех 

случаев* Бели в каждом ив них докажем (6) , то верно двой

ное отрицание (6) и, следовательно, ввиду того, что фор

мула (6) начинается с отрицания - верно (6)» 

а * \ < 4 * ^1 *Л < ^Х * ^ОГА^ - по опреде

лении ~ существуют Щ1 ^ и $г на сегмента 0 л 4 Р 

для которых выполнено 9>С^) < /Р^1Ч < 9'($г^ 9 

и по следствию 3 ив С 2 ] , стр.377, верно (6)* 

б) М * N . Тогда согласно 2) ^ (4 (1) -4(0)) «* 

« М ' / ч г ^ ^ + N • ^ ^Р^ 1^ и (6) выполнено» 
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в) Имеет место 

Тогда мм докажем 

(10) П п Э ^ С О $ | < 4 * 4 Ч р - т Ч О ) - ^ > . 

Заметим, что из (10) сразу следует (6)* 

Допустим, что (10) неверно* Тогда выполнено 

(11) \/$(04 $ 41 Э *(()-4<0) < ^ ) 

и, следовательно, 0 < ^ & -РС4) - -9(0) < Т>% # 

В1) Мм покажем, что 

Ви^(Мрлх(ЗА^(0<^<^&ЫхеУ)&Р(<е^г^9^)))) , 

Ы(N9лx(ЗА^(0<x<1&п(xйк^)&^(<е^^I^^x)))). 

Действительно, допустим, что существуют адч М0 жN0} 

для которых верно 

ЧМхх(О<^<^8,п(у€^)&Т(<(х^С9^7хЪМ^М0^ 

>х*^ЪЮ&(М-Мфш Яо>.#) . 

Тогда. М - N > МЛ - N... и согласно части I ) на-

шего доказательства (с заменой М и N соответст

венно на М 0 " N . > /Ф\*1Ъ * СМв - Ыф >- » 5 + 

+ ^ - С+'С'^)-+С0))<СМ-N)'^+N•С-РС1)-+>С0))*Л^ , 

что противоречит (9)» 

в2) Для всяких ВДЧ^? ^а^Л * *$ * Ш *** 

определим 

& П ^ 6 ^ ) А Р С { ^ , ^ , ^ ) А П<ЬЪ,М.Л, п М ^ > ^ ) . 
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Мм построим последовательности КДЧ {лл*. 1^ и 

КгО'Т,\^ (4< «в 4* 2) такие* что 

&Р«̂ ,4,*Г>& <> «Г^-С1 -*7> ! ' ИГ-«Г» -
Ввиду М > N ^ свойств иифимума и супремума и 

А * «<* ^ , {""Я») «уществут ВДЧ «*, »\ } <о>* н 

-V* « Ш ^ такие, что С ( ^ , л*\ , ^ , ^ , Ле. ) , 

Пусть лг НЧ н пусть уже построены ВДЧ ЛА%, АЛ?', 

*•* и *% и НЧ ^ такие, что С йс* .«.* < \ - # ^ . 

Мы построим Н Ч Ь „ , % + , > А Л & - ^ <%•(*%-**?>. 

Мерк о»*' -множества >• меньше чем • м. ^ н, 

следовательно! существуют КДЧ цд, и V такие» что 

4тие^)АР(.&Л»л,у) . 
Ввиду АЛ<6А^ , •Гт^ З^) и о^* > -г/̂ 1- выполне

но от, > о г ^ -у̂ * & (*%'> от V V > 1ГЛ ) , причем сущест

вует алгорифм <6̂  такой, что !<&С(Л)& (<61(Л)ЖЛ э 

=> п%> V) & (<&1 (Л)^Л^1Г> г^).ая определим *%"Ф 

* А%А*г?1+и,&*?*'& <и>? А пг^ ^ у , если 

ЧК СЛ ) ж Л , а 42?*М,*4%1*А%& г?*1*-» *г<В <%% *?, 

если <ЗД (Л ) 4= Л . Мы имеем С (*С?\ ЛА%\ пг^*\ *?***, 
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Пуст» КДЧ X» " общий предел последовательностей 

{*Л и . А С - * . Тогда О < х 0 < А и ввиду (11) 

4 ( # 0 ) - -РСО) «< о>2 * Функция *Р непрерывна в точке 

•Х0 и, следовательно, существуют Ш с^ и ^ такие, что 

э К*)-тЧ0><эЬ - 4> . 
Можно построить НЧ /тг, РЧ О/ и "йг- и остов Г ? для ко-

торых выполнено Хв ~ ^Т < & < ^ < *0 ^ '"ь <*/'<х0 •*• 

+^*1=к0ув .-^Г*Г^ГЛг+^г^оГ^1 г 0 г _^ г 0 . 

Тогда 

Ухсссо^*.*хв-^хв+^«х*4)э.&гх>-&л»»0и 

* С х , - | " < х ^ х , + .^э|^Сх)-ЙС0)-0)|<1)), 

и ввиду (12) 
ЗалГА, ЛжСЗх СО^х ^ -/А^Сх)+.€гос)-С/Г<Э) + 

1 1 3 1 + & (0)) ш х ))) . 

Ясно, что 

Уоеу (0*х *ч>* 4 =>/*<• Ч * г*е -%>+Й^>-С«*>+&6. ))?> 

л, следовательно, ввиду { Н^ 5̂  в < (?̂  ?^ выполнено 

по следствию теоремы, 6 ив [ 4 ] 

&<Ы+<г* »*++<&-4<ЬЬ+/&* н»1>*Л ~ 

- Л - + к • А *"***•«'-" I ' -?*** '"***«?< * А* + г ' 
•^•^7-^)>\-Ш-АГ).7^+М.Г/«)-/(*0))--
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» ГМ - Н)<*а+Ы'(4('1) + $;(1щ>~С*СО) + 0Гг(О))) . 

С другой стороны ввиду (13) и части I ) нашего доказа

тельства должно быть 

Таким образом, мы доказали (10) и, следовательно, и (6)» 

г) Если М > N & / <К^1€ * \ , то (6) доказы

вается рассуждениями аналогичными части в) доказательства* 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначе

ниями ив [3]о 

Следствие» Пусть $ интегрируемая по Лебегу функ

ция, АЛ и V кда, 0 4 АЛ, .-<-" V 4 1 , (%> функция 

монотонная на сегменте АЛ> Д <Ы а М И N КД4 такие, 

что СМ т С^САА,)4 <} (<Г)4НЧМ* С^(АА,)^(^(<^)^ N ) . 

Тогда, если Л% функция, для которой выполнено 

(14) V* (Аъ(э<)** <},6та* (<тги<ъ (<><, >гг ) , АА> ) ) ) , 

то У1х (и>4*4<У"э М, Сх) ** %Сх)) 9 функция 4 * Яг, 

интегрируема по Лебегу и имеет место 

Щ <41 
(15) -п-1 Зъ САМ&'Ч 4<1Г& V<и^%С<и^^ 4 &х/ 1 э 

*СМ"иг+ И-х) / С4-М,))) . 

Доказательство., Пусть (#ж4\/#Ж^)&}4# N 

а М, функция такая, что (14)* ТогдаМ* Лг(0)4*ЛгС/1)#Ы, 

функция Ль является монотонной и, следовательно, соглас

но теореме 6*4 из [2],стр .446, Лг равномерно непрерывна 

и, таким образом, 1* С Ль) • По теореме 5 из [ 4 ] сущест

вуют последовательности ступенчатых остовов ^1^?/ и 

{ 0М%1 такие, что КТ&1€ е ^ & { ^ ? ^ е Ь 4 к для 
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почти всех КДЧ х ив сегмента 0 д А последователь

ность •1'#(^*х)?,е (соответственно -С1? С&о* Н * ) 

определена и сходится к -РС«х) (соответственно к 

НСх) ) . Тогда {ОуЧсГМ^ * { ( ^ ^ { О з ^ с Г М ^ , 

Согласно теореме 3 существует последовательность сту

пенчатых остовов { К^ \^ такая» что -СК^^ в -Ц & 

*^КеЛ~^^&^С. '^*Ъ?1 и * следовательно, для почти 

всех КДЧ я иэ 0 д А последовательность 

{^С1С*Яг# определена и сходятся х -РСх) • Я% Сх ) * 

Но тогда по теореме 5 ив [ 4 ] .Ц С4*Ль) « 

Существуют абсолютно непрерывные функции <р ж *у 

такие! что Ух СО<х < А э ЪС4Сх),<р9х)&$С4Сх)'ЯгСх),ф9мУ) 

и 

иб)Уух(06а4,4х44ЫСф(<х,)~д>Су,))А 

(см« 2 ив С3])0 Мы построим функции д?1 и т^ ? для ко

торых верно 

(1?) Ух С<%Сх) ж срСтихх, С/*плт, СХ,<У),АА,))& <у^Сх)* 

<ш п\т С<*гъах> (гггьигр Сх,пг)9 АА,))) » 

Ясно, что ф и *у абсолютно непрерывны и 

(18) \ГхС(С0^х<лА,ч<1Г<х&'\)э>Т)С09<р11х)& 

& Ж 0 , ^ , х ) ) & С 4 * < Х ^ г г : ^ 

Исходя от КТ^1 легко построить последовав 

тельность ступенчатых остовов I Т^ ?̂  такую, что 

^ -Ъ € Ц * Д** почти всех КДО -X ив 0 л А 
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Зъ(?С<Ть\1,х%1с)Ь((й&х*лм\/<»><* 4 4)э ъ=0)& 

& (АЛ/< х <1Г э х> в 4Сх )>> . 

Согласно теореме 3 существует последовательность 

{ К ^ такая, что <К\ ^ € Ц , <*&-<%% • <&^ 

и не может не существовать КДЧ ^ , 

С-Э) 0 4\4АЪ /*<К\ 1г =М-4<$Ъ+ Н'Г*<Ц!к • 

По теоремам 2 и 6 и следствия» теоремы 6 ив [ 4 ] вви

ду (18) получаем 

УухС04ч,4х4 Л=>% (-х)-Щ(^У = /*<Ъ\* % Сх> -

- ^зЧ-'-Л^Ч - -̂ «-ЗЪ - -» 
и, следовательно, для. всяких КДЧ ^ и *2, таких, что 

(19) и 12. «г /пга& (/тип (§ 9 *г) 9 лм ) 7 получаем в-

виду (16) и (17) 

*.ъ^шх(ю%&х*}4эт*<ш-+Н*х)/ (1'ЛъЪ . 
льду %&тг л**0» 

Как мы знаем, не может не существовать КДЧ ^ такое, 

что (19) . Таким образом, верно (15)• 

Следующий пример покажет, что в теореме 3 ж ее 

следствии нельвя снять двойное отрицание с формул (6) ж 

(15 и 

Пример. Можно построить функции 4 ж <р ж функ

ции двух действительных переменных су такие, что 
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1) ^(*ЖУх(0<х<4эТ)С1(х)7д?,х»&9(0)** О 

и, следовательно, согласно 26) мэ 13) Угу,(0 < <у, & 

2) для всякого Щ г ; ^ ^ ^ ^ ^ , 9 ^ 0 

монотонная функция, а ^ 0 (0)-» 4 & § ! ^ 0 ( 4 ) * 0 и 

Ц " ' » * о > и 

з) ^ * с | б х * | ^ С ^ ^ 

Доказательство * Для всяких КДЧ Л и % ., ^ ^ # ^ 

*̂  7" ? определим 

1-(*)-.-.1-з-(и-}|-и-||-и-}|+1х-};) . 
$;Сх).^л-|-Ги-|1-Сх-|)-1х-|1-Ссч-|>-и-}/-

•<х-}>+1*-}к*-}»-|- , 
9*СЧУ)-]-- <2> С-толе С/->1*гь ( х , 1), 0 ) ) , 

9.(«а.х).#|+-^-С-1.х1-»-1о<-г-}1+^-||-/х-||) и 

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что 1 

полигональная функция, выполнено 1) и 2 ) , 

(20) V* « | $ х .<} о ?>Сх)--9><"!>-- ^-> *С0.<х< 

< .}=>$> С*) < ^ > & ( } - < х ^ 4 -> -|- < д-СхХ» , 

Ль возрастает на сегменте Т Д Тс 9 ЛьС^ )) ** щ & 

* Л ( | - ) - = г | | > ^ | . Функция * * <држо полиго-
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нальна и, следовательно, интегрируема по Лебегу, 

(21) Уъ(%4х6%эМ,(ъ)<'У'(4'Ъ,л„)) . 

Согласно теореме 6*2 ие I2],стр.442, существует 

функция У такая, что 

(22) ^ С А С | ) ^ « ^ С | Ъ | « У Г / ^ 

Допустим, что выполнено 

{41 

Vя(^4x4^эЗ$<04$*1*ффо/(**%,,)>) . 

Тогда ввиду (21) и (22)V<у,(Л^, (% )4 п^4Н(^)э 

эЗ$((р($)*Л1,(1[(<у,))=:/у,)) м, следовательно, 

( 2 3 ) ^ 3 $ 6 ? С $ > ~ < т а * ^ ^ • 

Для всяких КДЧ .х к Ё выполнено ввиду (20) (ф($) = 

Согласно теореме 1*3 на 12!,стр#399, верно У$ ($ < 

< о у б К I * Таким обравом, ив (23) следует 

V* (о< 4 О V 0 4 &) Ф Однако, как доказано в Г2] (лем

ма 2 э стр.366), верно -1 V* (x40V^4^x) •. 

Итак, мы доказалм 3 ) . 
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