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Сопппеп-Ьа-Ыопев МаШешаИсае иптуегзИа-Ыз СагоНпае 

1 1 , 2 (1970) 

СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ В КОНСТРУКТИВНОЙ МАТЕМАТИКЕ 

Антонин КУЧЕРА, Прага 

В классической математике - по определению - по­

следовательность -СХ^З^ элементов линейного норми­

рованного пространства ЗТ слабо сходится к элементу 

-XI пространства Ж если для всякого ограниченно­

го линейного функционала +* в пространстве ЗТ выпол­

нено 

(1) -РСХ- )-г >4(Х) . 

В конструктивной математике неверно, что всякий ограни­

ченный линейный функционал в пространстве ЗТ облада­

ет нормой. Поэтому в следующем будем рассматривать два 

определения слабой сходимости* В первом определении бу­

дем требовать, чтобы отношение ( 1 ) выполнялось для лю­

бого ограниченного линейного функционала, и во втором, 

чтобы это отношение выполнялось для нормируемых функци­

оналов ваданных вместе с их нормами. Следует заметить, 

что не существует нормальный алгорифм применимый к запи­

си любого нормируемого линейного функционала и выдазащий 

по ней норму этого функционала* В статье доказано, что 

в конструктивных полных линейных нормированных простран­

ствах с базисом слабая сходимость первого типа уже сов­

падает с сходимостью по норме» 
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В дальнейшем мы пользуемся определениями и резуль­

татами на 1X1 и [ 2 ] . Натуральными числами (НЧ) называем 

положительные целые числа, конструктивными действитель­

ными числами (КДЧ) - вещественные дуплексы в алфавите 

Ч яг *С0; I, ~ , / , Ф $, последовательностями конструктив­

ных объектов определенного типа - нормальные алгорифмы, 

перерабатывающие всякое натуральное число в объект это­

го типа* Буквы 49 ф , Ль$ ^,'7*Ь %, слу**** переменными 

для натуральных чисел, буквы <и,,гг переменными для кон­

структивных действительных чисел. В следующей нормальные 

алгорифмы СИ называем просто алгорифмами. 

Конструктивным метрическим пространством навиваем па­

ру (Л 7 Ф ) где А заданное множество слов в алфави­

те А (не содержащем буквы О } и р алгорифм над ал­

фавитом А и Ч- и { р 1 такой, что 

1) для любых элементов Р и (X иэ А алгорифм р при­

меним к слову Р а (Л, и р(Ра (3) есть КДЧ; 

2) для любого элемента Р ив Л выполнено р (Р а Р ) « 0; 

3) для любых элементов Р, и , К иэ Л выполнено 

р(Ра а) * р(РаЪ) + р(ааК) , 

Элементы множества А наэовем элементами этого 

конструктивного метрического пространства» Для любых эле­

ментов X , У иэ «Л будем писать X ^ У , если 

р (X а У)-=0. Для упрощения записи формул опускаем 

знак метрики под знаком равенства там, где это не может 

привести к недоразумениям. В дальнейшем пользуемся тоже 

понятиями полного и сепарабельного конструктивного мет­

рического пространства ив [21* 
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Конструктивным линейным нормированным пространст­

вом называем систему! состоящую ив 

1) множества А в алфавите А (не содержащем бук­

вы а ) ; 

2) алгорифма р над алфавитом А и Ч. и < о 1 • 

3) алгорифмов + и • над алфавитом А и ^ а 3 

соотв. А и Ч и ( о ) $ 

4) элемента С множества Л (нулевой элемент 

множества А ), если выполнены условия 

а) (А?р) является конструктивным метрическим простран­

ством; 

б) алгорифм + определяет операцию сложения элементов 

множества А 9 алгорифм • определяет операцию умножения 

элементов множества А на ЩЧ и притом для всяких А ,У, 

2 шв А ш ИМ лл, ? 4Г выполнено 

Х + У ~ У + Х ; Х + С У + 2 ) « С Х + У ) + .Е; Х+(Г** Л ; 

Х - Х - С Г - , лл,. (лг-Х)** О с - ^ Ь Х ; 4-Х**Х-9 

ЛЛ - СХ + У ) ш ль . Л -*- АЛ, . У • С-«* +1Л-) • X * ^ - Х + -

+ аг.А' , ^ С Х а У) - $о (СГа У - X ) ; 

и если Я 1 обозначает алгорифм такой, что ЯХ 1 ~ 

& р«Га X ) , то 1А*. Хй - 1я*1 • ИХ II . 

Бели Л элемент множества А 9 то АЛ К наэовем нормой 

элемента. X , Прилагательное иконструктивный" в дальней­

шем часто опускается* 

Вели ЯГ метрическое (или линейное нормированное) 

пространство, то буквы X , У служат переменными для 

слов в алфавите этого пространства. 
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Определения» 1) Алгорифм V назовем алгорифмн-

ческнм оператором из конструктивного метрического про* 

странства С Л, р ) в конструктивное метрическое про­

странство ( Я 9 (&' ) 9 если внполнено 

>^СР# Л & й е Л э СГ УСР) А ТСР) а 03 & 

&ср^ а э у с р ) р у с а » ) ) . 

2) Пусть Л" и т линейные нормированные пространства* 

а) Алгорифмический оператор ИГ ив пространства 

ЗГ в пространство Т навовем линейным оператором, ес­

ли для любых элементов X , У пространства 4Г и л»* 

бого КДЧ Я4 выполнено 

УСХ+У)-*УСХ)*1ГСУ) и ЧТСа-Х)- ̂ -ТСХ) . 

б) Линейный оператор т* ив пространства ЯГ в 

пространство КДЧ назовем линейным функционалом в про­

странстве Я . 

в) Скажем, что КДЧ х, является нормой линейного 

функционала •? в пространстве Я' 7 если выполнено 

Л^СХе Я ' э 1тЧХ)1 ^ х - 1 X 1 ) Л У ^ З х ( Х с Я А 

А 1 X 1 * 4 & » * ( Х ) 1 > ж - ^ Б ) . 

Определения» Пусть Л' линейное нормированное 

пространство! { Х ^ } ^ последовательность элементов 

пространства Я* и X элемент пространства 5Г . Ска­

жем, что 

1) последовательность ^ Х ^ ! ^ *иг -сходится к эле-

менту X * обозначим Хд^ -^ » X , если для всяко­

го ограниченного линейного функционала *Р в простран-
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с* в е Я" выполнено 

2) последовательность { Х & ^ слабо сходится к 

цементу X и обозначим Х^—*—• X ? если для в-

едкой пары -Р И х , где *Р линейный функционал в про­

странстве Я' и г КДЧ являющееся нормой -Р 7 имеет мес­

то 

Определение г Пусть Л* линейное нормированное про­

бран ство» Последовательность "СЕ^?!* элементов про­

странства Л' вместе с алгорифмом /2 назовем базисом 

пространства Ж 7 если выполнены условия 

1) ^ ( Я Ь ^ И - 4 ) , 

2) для всякого элемента X пространства Ж имеет 

ме сто 

а) для всякого НЧ М, алгорифм /3 применим к паре 

Л ж Х , причем алгорифм /§4е# является линейным 

функционалом в пространстве Л* • 

б ) ^ \ ^ ( А > 1 * с 1 . - , Я Х - 1 / 3 ( * ж Х ) . Ь . Я - . А ) ; 

в) если {ЛА-Ь}^ последовательность КДЧ такая, что 

то 
У*, («-л» - /ЗС*, * X )> . 

Определение* Полное конструктивное линейное норми­

рованное пространство Л назовем Ь -пространством, 

если существует баэис этого пространства. 

Если Я является Е -пространством, то поеледо-
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вательность { Ь^.!^ элементов пространства Л0 и ал­

горифм /3 будут в дальнейшем всегда обозначать базис 

этого пространства. 

Лемма 1» Пусть 1С Е. -пространство» Тогда 

1) пространство 1Т является сепарабельным; 

2) линейные функционалы и линейные операторы в простран­

стве Т( являются ограниченными, т . е . например, если У 

линейный оператор ив пространства .Я" в пространство Л", 

то существует ВДЧ М > О такое, что 

Ух(Хе Я ъ 1 У С Х ) ! * М . 11X11) . 

Доказательство* Сепарабельность пространства Л" о-

чевидна. Затем 2) непосредственно следует из теоремы Дей-

тина [ 2 ] . 

Определение* Пусть -ГГ Е, -пространство, к и /ъ НЧ, 

л -6 * . Обозначим Л е А * А -# -Хс /ГАХ-,.21 /3<ЧжХ)'Ь- . 

Тогда посредством #*^ будем обозначать подпространство 

пространства Г̂ ., образованное множеством Л^ , Иногда 

подпространство 3?к ^ будем обозначать тоже посредством 

4.Б^? ^Е^?» Пусть т* линейный функционал в простран­

стве 2Г, Скажем, что КДЧ -х, является нормой функционала 

•Р относительно подпространства ЯГ если %, явля-

ется» нормой функционала "Р в пространстве Жш ^ , 

Лемма 2. Пусть ( Л р ) полное сепарабельное ме­

трическое пространство, и д> алгорифм такой, что выполне­

но 

1) для всякого НЧ М/ алгорифм 9Ц** является алгориф-

мическим оператором из пространства (Л7р ) в простран-
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етво КДЧ; 

2) для всякого элемента Л пространства (Л , р ) выпол-

нено 

\ -*«Л <А ><*, => I <р С*, ж X ) I * ±) . 

Тогда для всякого элемента Х0 пространства (Л^р) име­

ет место 

у^э^У^ХбЛ&рсХаХ^)^ {& л* г -> 
Ы^ГА,*:*) . * ^ ) . 

Доказательство» Пусть .73 множество слов типа 

X •& м, 9 где X € Л * и, КДЧ, Для любых элементов X , 

У пространства (Л7 (р ) и КДЧ АЬ^ЧГ положим 

ф ( Х # гс а У*Ф-) ^ ' " Ш ^ ф С Х а У ) , 1>сс~ 1г/) . Тогда 

( Я ? р ) является метрическим пространством» Так как 

пространство (Л 0 (О ) и пространство ЩЧ являются полны­

ми и сепарабельными, то пространство ( 7 3 , <р^ ) тоже пол­

но и сепарабельно. Можно построить алгорифм УИг такой, 

что для всяких X € Л , рационального числа О. и НЧ А, 

алгорифм об" применим к паре X Ж <2- и выдает по ней 

КАЧ, причем выполнено 

*У&(Х *^) *&(Х#-& - <р(А,*Х) и 

& (X * 0 ) - 0 , 

б) если 1а. I * 4 , то # С Х * а ) . « _ # с Х *</) . 

в) если 0 -с I а- I < 4, то 

# О С * а ) ~ Г-б-ОС*^) - Я - О С * ^ ) ) . * . 
•СЬ+4>.(Ы-^) + ^(-Хх^щ) , 
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где Аь НЧ, для которого ^^ & ( а | << ^ * Ясно,что 

для всякого X е Л алгорифм & является констру­
кт* 

ктивной функцией рациональной переменной, которая для 
>/ 

всякого НЧ Ль является линейной на сегментах ^~^, А 

Ввиду этого и предположения 2) & равно­

мерно непрерывная конструктивная функция рациональной пе­

ременной и, следовательно, перерабатывает любу» фундамен­

тальную последовательность рациональных чисел в фундамен­

тальную последовательность КДЧ. Таким образом,существует 

алгорифм ОД такой, что 

г) ЧХ, является алгорнфмическим оператором и а про­

странства (73 ; р^ ) в пространство НЦЧ; 

д) для всяких X € Л и рационального числа а, 

выполнено <0С(Х * а) » & (X X а) . 

По теореме Цейтина Г2] для всякого элемента Хс прост­

ранства (А7 р ) оператор €( непрерывен в точке 

Ха # 0 9 т.е. выполнено 

э 1 - « (X* и,)\4 ^ ) 

м. следовательно, 

УОЩ<х*лхр(ХаХ0)*кАь*г='19(**х)1*&-
Определение* Для любнх Е -пространства Л" и НЧ 

Лс пусть Ц* и VI линейные операторы не пространства 

Л в пространство ЗТ такие, что для всякого X € Ж 

- 292 -



выполнено 

\сю -^2 /зсч*х>..Б; и у^сх> = х - и Л с х ) . 

Лемма 3. Пусть Я" Ь -пространство. Тогда сущест­

вует КДЧ К > 0 такое, что выполнено 

( 2 ) ЧьЩХбЗГэиХь'хм* К-1Х1& 1 \ с х л * к • 

.1Хй&1/з(А^х)1-^.г-к»11Х«) . 

Доказательство» Для всяких X € Л к НЧ Ль опре­

делим д>(&# X) ^ 1\^СХ)1 „ Тогда алгорифм <р у-

довлетворяет предположениям леммы 2 и, следовательно, 

^Зг^\^СХб^А8Х1^|&Л^а=>«Ч,СХ)й * ^ ) -
Ввиду линейности операторов \^ существует НЧ о такое, 

что выполнено \ ^ С4*> ̂ & X € # э II \^СХ)!1-* # ' 1 X 1 ) . 

Согласно лемме 1 существует КДЧ М > 0 такое, что выпол­

нено У ^ С Л « 2 < * Х € # Э " Ч * 0 0 " * - М ' 1 Х 1 ) . * с м 
обозначить 1.У ^/пи^ СМ, ^ ) ., то имеет место 

^УхСХе ЗГэ I ^СХ)М Ь- 1X1) . 
Так как для всяких НЧ Ль, ж X е. Ж имеет место Ц^ СХ ) т 

~ Х - \ ^ С Х ) , и 1/?СЛмХ)1-1/ЗСЛ^Х)-Е А 1^1^Ш14 

+ 1\^СХ)| ; то определив К % Ь * ' ! > получаем (2). 

Лемма 4, Пусть ЗГ .& -пространство, Ж. и Л НЧ, 

/6 .6 Ь 9 а ^ линейный функционал в пространстве ^ « 

Тогда, существует КДЧ я> являющееся нормой функционала 

т* относительно подпространства. Ж^ . 

Доказательство» Согласно лемме 3 существует КДЧ 
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К -> 0 такое, что 

УнУх(ХеЖА1Х1*4*\&(А.*Х)\*2<Ю -

Ввиду атого можно построить последовательность { У^ 1^ э-

лементов подпространства Л1 . а для которой выполнено 

Согласно лемме 1 линейный функционал -р является равно­

мерно непрерывным в пространстве Ж * Теперь аналогично до­

казательству теоремы, что всякая равномерно непрерывная на 

сегменте О Л 4 конструктивная функция имеет точную верх-

нда> границу С2]стр.435 , нетрудно докааать утверждение лем­

мы* 

Лемма 5» Пусть Л Е -пространство, л- к А> НЧ, /С & 

-6 *>л а X элемент подпространства Л1 ^ . I X Й -> 0 * 

Тогда не может не существовать линейный функционал т* в 

пространстве Г̂ такой, что 

1) ВДЧ 4 является нормой функционала т* относительно под­

пространства Ж^ ^ • 

2) * ( Х ) - ВХ1 $ 

3) У (Аь < н, \/А > * з -р ^ Ь ^ ) - 0 ) . 

Доказательство» Положим ^г &* # - К 4- 4 0 Лемму до­

кажем индукцией по <р* . Пусть сначала <р, ж 4 9 ч.%* /с — /> • 

Тогда* X ш / 3 ( ^ ^ Х ) ' Ь ф ш, следовательно э /ЗС# п ХУФ 

4ь 0 , Так как имеет место У^САА + 0 э лл. < О у д > 0 ) , 
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то положим 1Г ^ т , ее** /3(* * X ) - > 0 , и г ^ - ^ е-

сли /ЗС/*, X X ) "^ 0 * А*я всякого элемента У про­

странства Ж положим -Р ( У ) ^г /Ъ(& X У ) • 1Г . Ясно, 

что +* является требуемым функционалом. 

Пусть ^1 НЧ и пусть утверждение верно для всех 

НЧ Ль Яь & 4Ъ * Докажем, что тогда утверждение верно и 

для НЧ <р, + 4 * 

Ввиду того» что II X II > 0 , существует НЧ Л та­

кое, что /^ * Л & /6 и / З С ^ < к Х ) Ф 0 , Н е теряя, 

общности допустим, что ^ а лс , Обозначим У^4? | — - X , 

и для всякого НЧ Л& -^ % Е ^ 9 если А, 4* /с , Очевидно 

существует алгорифм /3. такой, что последовательность 

{ У^Зь вместе с алгорифмом /2 является базисом про­

странства Ж, причем подпространства {УК9 ^У^З и 

-{-Е ,̂ ^ * * совпадают. 

По индукционному предположению не может не существовать 

линейный функционал ф, в пространстве Ж такой, что 

а) КДЧ 4 является нормой функционала а, относи­

тельно подпространства Же -% { У^7 , У^_^ I , 

б) $ , С Х ) = /! X I! > 

Допустим, что С^ линейный функционал обладающий 

свойствами а) - в). Тогда для всяких элементов У , 2 

подпространства Л^ выполнено 

н, следовательно, 
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О) - 1 2 * Е / > П - д . С 2 ) ^ 1 У * Е > 1 > 1 1 - д . С У ) . 

Заметим, что левая часть этого неравенства не зависит от 

У и правая часть от 2 * Допустим, что выполнено 

-I Зи, Уу (У е Яв => - I У-оЕ^ II- д.(У) *«.& 

А л е * Н У + Е А 1 - д , С У ) ) . 

Нетрудно проверить, что отсюда следует 

-1 3„У у -1 -1 С У еЖ0 э - Я У + Е,, I -<*СУ) &и,& 

А ^ ^ Л У ^ Е ^ Н - ^ С У ) ) 

и, следовательно, \^~| "7 З у С УбЛГ А С- I У+Е^ И-д,(У)> 

>хх V <б > ИУ+- Е^ 1 *" 9* СУ))) # Тогда ввиду сепарабельнос­

ти подпространства Ж0 , равномерной непрерывности функцио­

нала О, и нормы, и существования алгорифма *€ п̂рименимо­

го к паре КДЧ АМН V тогда и только тогда, когда хо <• 1Г, 

можно на основании принципа А*А* Маркова двойное отрицание 

снять и, следовательно» У^Зу СУбЖ0& С- I У+Е^Й- д.(У )> 

> лл* V ЛА, > I У <+• Ь^ Я — ф, (У))) , Таким образом, существу­

ет алгорифм ^ применимый к всякому КДЧ лм И выдающий 

по нем НЧ 0 или 4 , и такой, что для всякого КДЧ л4 если 

<#<^)згО, то З у ( У с ^ А - ^ У + Е ^ - д . Г У ) > х с ) , 

и если « « ( ^ ) х 4 , т о З у (УеЯ,* »У-иЬ^11-9.СУ)-=^). 

Из (3) следует V лж (АМ шпг О <Ш(и>) ж <б# (пг)) - Таким 
4*»Яг 

образом, с&1 является алгорифмическим оператором из про­

странства КДЧ в пространство КДЧ» Если теперь подставим в 
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(3) г « СГ9 то пожуы*шУу(УеЗГ0э1У+Ь^~ъ(У)*-4), 

и если У = (7% то получаем V (У € Ж0 => - II У + Е^ II-д, СУК 

.6 А ). Отсюда следует 

У^ССа,<-4э^С^)хО)*С^>^э^Са)х'/)) . 

По теореме Дейтина [22 *№ является непрерывным операто­

ром* Но так как алгорифм *&С принимает в точности два зна­

чения 0 и 1 , то это невозможно* Следовательно, не может 

не существовать НДЧ лм такое, что 

(4) Уу(Уе К ъ-1!У+Е^11~ъ(У)4г<,&4с*1У + 
+ Б*1 - <),(У)) . 

Пусть лл, НДЧ обладающее свойством (4). (Заметим, что Е^ *• 

«• У^ •) Для всякого элемента 2 пространства *̂Г по­

ложим 

*Ш^ъ(Лк{$л(ъ*Ъ).У4) + (1л(ь*Ъ)-^ . 
Нетрудно проверить, что -Р является линейным функционалом 

в пространстве ТС 9 для которого выполнено 

т Ч Х ) « д . С Х ) - /1X11 и У^ЬЬ <. Н, V Ль >*?* *<&*)-0). 

Из (4) следует Уу (Уе Я^** И (У)1 * «У// ) * 

Таким образом, линейный функционал ( удовлетворяет всем 

требуемым условиям* 

Но ввиду того, что не могут не существовать линей­

ный функционал ф, и КДЧ АЛ такие, что выполнено а) - в) 

и (4), то не может не существовать линейный функционал г* 

с требуемыми свойствами* 

Замечание* Пример в конце статьи показывает, что 

утверждение леммы 5 нельзя усилить* 
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Лемма 6, Пусть ЗГ Ь -пространство, к, и А> НЧ, 

К & А> , а X элемент подпространства ЯГ ^ , | У в > 

> 0 , Тогда существует линейный функционал •( в про­

странстве ЗГ такой, что выполнено 

1) I* (X )1 > {• 11X11 5 

2) Уу ( У е /Г =ПтЧУ)1-* 2 - ЙУЯ ) ; 

3) \ ( & < ^ VМ, >л> => ^ С Е ^ ) - 0 ) . 

На основании принципа А»А. Маркова утверждение легко сле­

дует и а предшествующей леммы* 

Лемма 7- Пусть Ж Ь -пространство. Тогда сущест­

вует ВДЧ М > 0 такое, что для любых НЧ /с и л», /с -& л>7 

иХеЯ1^л$ХИ>0 существует линейный функционал 

$ в пространстве Ж такой, что 

1 ) 1 1 С Х У 1 > | - 11X1 ; 

г) Уи(Яь^/с\'А>л>=>{ (Ь*,)* 0) •, 

з) Уу (УеЛ э И Ч У ) ! -* М- 11У1) -

Доказательство» Согласно лемме 3 существует КДЧ 

К > 0 такое, что VмV)((XеЯ'э И Ц ^ Х ) ! * К - ! * ! > • 

Обозначим М *? 4- * К и покажем, что М обладает 

требуемым свойством. Итак, пусть /6 и >ь НЧ, /̂  ^ И? , 

X € # ^ и Я X в >• 0 * По лемме 6 существует ли­

нейный функционал 4 в пространстве Ж , который обла­

дает свойствами 1) и 2 ) , причем выполнено "̂ Г, (У & Жл ь э 

О 1т* СУ ) I -^ 2 * I У I ) * Таким образом, достаточно пока-
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зать, что выполнено V ( У в Я' => 1-Р (У Л -ёг М * II У II ) . 

Пусть У € Л" и обозначим У 4? # 2 . /3 (г * У) • Ь • • 

Тогда ^ , € ^ / 6
 и $ ( У ) ** $ (У0) . ъ% следователь­

н о , I -Р С У ) I -* 2 < II У0 II * Но по лемме 3 имеем 

\\У^Ы1\ф1/зи*У)'К-Хаи^У)'^11^^'К<11У11 . 

Сложив теперь обе оценки, получаем 1^СУ)/-^4*К
#
(У// , 

что и требовалось доказать» 

Определение.ПУСТЬ ^Г .Ь -пространство» Будем гово­

рить, что последовательность { Х^!- элементов простран­

ства ЗГ обладает свойством (Д), если существуют возрас­

тающие последовательности НЧ ^%ъ)ь, и
 ^ А ^ А ,

 т а к и е
1
 ч т о 

выполнено 

(5) \%а> г^э(ьи^х^) - о) ; 

(6) \\\^(р*Ъо\1*1ьэр(11щХ1)- 0) . 

Л ем ми 8» Пусть 1Т ЗЕ, -про стран ство, { 2 Д 1 ^ по­

следовательность элементов пространства *Т такая, что 

выполнено 2 ^ и , Тогда существует последова?-

тельность { Х±1ь элементов пространства 7Г 9 для ко­

торой выполнено 

1) Х ^ - - » (Г , 

3) последовательность { Х^:?*, обладает свойством (Д)* 

Доказательство» Для всякого X е ^ выполнено 

Чг«З а \^(&,^ ^ э | у ^ С Х ) Н < ^ ) м, следовательно, 
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можно построить последовательность { Н ^ 1^ элементов 

пространства -7Г и возрастающую последовательность НЧ 

' С ^ ^ такие, что выполнено 

а) VМV^(^ > ^=>/3(г# \ )*0) ; 

б) Ч^аг^К^ к> < 
Очевидно, что \у^ * С/ и, следовательно, для 

всякого НЧ <р, выполнено ^ 3^ % СИ > # 3 'Л ^ * Н^ Л * 

< Тк Ввиду этого существует возрастающая последова­

тельность НЧ Ь%ь}*ь такая, что выполнено 

Уь%Ч^(р*А&л>гн*1/г(&*ыг)1<р ) . 

Пусть теперь Л НЧ« Воаможны два случая 

ъ} Л <. %^ и тогда обозначим Х^ ^ \^ $ 

б) существует НЧ Ль такое, что %* & Я < %ь+* * тогда. 

обозначим Х^ % \^ ~.,Е /3 С^ * \^ > * Ь ^ . 

Таким образом, построена последовательность ^Л* ?*и эле­

ментов пространства Я , которая очевидно обладает 

свойством (Д)« Пусть теперь р> НЧ* Тогда для всякого НЧ 

А 9 Ль *> # Л существует НЧ Л такое, что Л ^ ^ъ и 

а . ^ Ль <* %* . Следовательно, 

Таким обраеом, докавано У^ \ (Ль & % э 1Л^ ~ 

~ ^ ^ I ^ ^ ) , и так как выполнено 

\^ С Я 2 ^ - 1 ^ 1< ^ ) , то имеет место 2 ) . 
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Свойство 1) является непосредственным следствием 2)» 

Лемма Я. Пусть ЗГ .Ь -пространство, / Х^ 1^ 

последовательность элементов пространства Л* , а 

^9,%^Ь> и ^^Ъ^к, возрастающие последовательности НЧ, 

для которых выполнено (5) и (6)« Тогда существуют КДЧ 

М > 0 и последовательность И^}^ линейных функ­

ционалов в пространстве Ж такие, что для любого НЧ 

М, выполнено 

1) Ух(Хе Жэ \\(Х)\ 4 м* »хт >, 

2> 1^С\>1>|*«Х^«Х^0< I , 

3) а) если М < ^ , то \ (I > ^ э ^ СЕр ** 0 > ; 

б) если *ъ & % то \ ( 1 ^ \ V Л^тэ^м(\)» 0) , 

где т НЧ однозначно определенное условием ^т* & Яь <* 

* г 
До ка ват ель ст во» Ясно, что существует алгорифм 66 

применимый к всякому НЧ М, и выдающий по нем НЧ О или 

4 причем, если НК (Ль) ж 0 9 то IIXI < 4 « 

если «В* 6*0 X 4 , то ИХ^ II > ^ ц . Пусть № ВДЧ, 

существование которого утверждает лемма 7* 

Пусть М НЧ« Если <&1(Яь) Ж О у то положим ^ 

равно нулевому функционалу в пространстве ^Г ; т«е« 

^ ( Х е Я ' э + ^ С Х ) ш 0) . Если <еМ4г)ж 4 , то вов-

можнн два случая 

а) Аь < % , Тогда Х^«, 2 . /3 (# * Х^)* Е - , (Заметим, 
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что " ^ - 4 ^ 4 ? так как IХ^ I > ^ + л -) Согласно 

лемме 7 существует линейный функционал т^ в простран­

стве 7Х удовлетворяющий условиям 1) - 3 ) ; б) М, & #1 • 

Тогда существует одноэначно определенное НЧ ю, такое, 

ч т о Ъ» ~ & < %«*+< 7> следовательно, Лн ~ 

%-< 
= 2 Д и * Х- ) • Е • . (Ясно, что *. - 4 &тъ + 4 « так 

как IIХ^ II > |^~7 •) Если применить лемму 7, по­

лучаем опять требуемый функционал 4д . 

Лемма 10» Пусть Ж Ь -пространство» { Х^!*, п о ~ 

следовательность елементов пространства 1Г обладающая 

свойством (Д), и пусть выполнено X. - -̂ •• (X , Тогда 

последовательность { Х^}^ сходится по норме к & , 

Доказательство, Последовательность $ Х ^ ! ^ обла­

дает свойством (Д), и, по определению*, существуют воз­

растающие последовательности { § - ^ и ^ А * * , **** у А°~ 

влетворяющие условиям (5) и ( 6 ) . Таким образом, соглас­

но предшествующей лемме, существуют КДЧ М > 0 и после­

довательность "1^?* линейных функционалов в простран­

стве 5Г с приведенными свойствами. 

Аналогично доказательству леммы 2 построим полное 

сепарабельное метрическое простршство Ъ 7 элементы 

которого пары АА, .* X , где АА, КДЧ и X € -7Г? и алго­

рифм об* 9 который для всяких X е Я 9 Ш М, и рацио­

нального числа а, применим к паре а- н X и выдает 
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по ней КДЧ, причем выполнено &($: * X .) ** ^ (X ) 

и & (0 # X) ** 0 и пункты б) и в) упомянутого дока­

зательства. 

Докажем, что для всякого X €. ЗГ выполнено 

с?) У+з^(*,>г = нисх)1<Ъ ) . 

Пусть X € ТС и ^ь НЧ. Тогда существует НЧ /т, та­

кое, что Уг(Я>тъэ\\Ул(Х)$< т п х ) • Если те­

перь Ль НЧ, Я&, ^ р , то существует НЧ ^ такое, что 

^ .-* /пи и < 2 ^ > Л& ^ ф . Следовательно, 

1-̂ СХ>1* 1*ьСУ€(Х))1 *М-ЩСХП<$> . 
Таким обравом, (?) докавано. 

Теперь аналогично доказательству леммы Ш можно 

построить алгорифмический оператор <&(, ив простран­

ства *Ь в пространство КДЧ такой, что для любых X € 

€ ЗТ и рационального числа си выполнено 

^ (си * X ) я &(а * X) . Для всякого КЩ ли алгорифм 

Ч&4ьЖ является линейным функционалом в пространст­

ве Ж . (Это очевидно, когда лм -* 4г , где Ль НЧ; 

аатем это легко проверяется для рациональных чисел и 

наконец для любого НДЧ.) 

Для всяких КДЧ и, ж НЧ Яь положим ар (**> Ж и,) *%* 

^ЧЙСа *Х.).Так как X • (X р то ввиду свойств 

алгорифма ЯЙ получаем, что алгорифм <р удовлет­

воряет предположениям леммы 2 и, следовательно, 

^ 3

е Ч*Х* (М>ъ& 14+1*^ *\д>(Ь*А4,)\* -^). 
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Но дяя всякого НЧ Ль имеем <р (М * % ) т <0% (-> # Х-)** 

~ * ^ . % * Х^** 1 * ^ * - * и> следовательно, 

Согласно лемме 9 имеем % ( / -^ (Х^) I > |- // Х^ II V 

V ИХ^И < ^ ) 7 и, таким образом, 

Теорема» Пусть ;Л* .Е -пространство, {Ял.,?* ПО-

следовательность элементов пространства Ж X эле­

мент пространства ЗТ и пусть выполнено Я*ц > X . 

Тогда имеет место 

Доказательство. Очевидно достаточно ограничиться 

случаем X ж (X . Согласно лемме 8 существует последо­

вательность { 2 ^ \^ элементов пространства Я* обла­

дающая! свойством (Д), причем выполнено 2 ^ -* (Г 

Но согласно предшествующей лемме имеет место 

^ Д » ^ (М, & % _Э Л 2 ^ I < ^ ) и, следовательно, вы­

полнено VI Зр \ ^ С4Ь ^ ^ э Я Х ^ Я ^ ^ ) * Теорема до­

казана* 

Пример» Можно построить Ь -пространство Л! , для 

которого имеют место следующие утверждения» 

1) Неверно, что для всякого элемента X подпро­

странства ( ^ ) . 7 для которого /IX А >•* 0 сущест­

вует линейный функционал -р в пространстве Л такой, 
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что КДЧ А является нормой функционала г* относитель­

но подпространства ^^\ ^ ш ^^ ^ *" ' ^ ' * 

2) Существуют линейные функционалы 4 и $ 

в пространстве А такие, что КДЧ 4 является нормой л 

обоих функционалов, но что не существует КДЧ х явля­

ющееся нормой функционала $л + \ 

3) Слабая сходимость в пространстве / . совпа­

дает с сходимостью по норме (аналогично классической 

математике)* 

До кават ель ст во. Построим теперь конструктивный 

аналог классического пространства Л . Пусть Л 

множество пар записей алгорифмов *01 и & таких , 

что алгорифм *т54 последовательность КДЧ и алгорифм 

& регулятор сходимости последовательности 

{% \№Сф)1}* . Аналогично классической математике (есте­

ственным образом через координаты) теперь можно опре­

делить метрическую функцию, в множестве Л ? операции 

сложения элементов множества Л и умножения элемен­

тов множества. Л на КДЧ, а нулевой элемент О* мно­

жества А такие, что эта система образует конструктив­

ное полное сепарабельное линейное нормированное про­

странство} которое обозначим посредством Я * Ясно, 

что для всякого НЧ Яь существуют алгорифмы 1Й^ и &%^ 

и слово Е ^ такие, что выполнено 

Уь^(!%(Ш Щ^Шж 1 & СА^Ль^€ЛлС1)хО)& 

Ъ \С1) -» к, + 4) 
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и Е ^ является парой записей алгорифмов < $ ^ и &^ . 

Тогда Е ^ елемент пространства Л с нормой 4 * Оче­

видно существует алгорифм [Ъ ? который вместе с после­

довательность» { Е ^ Ъ^ь элементов пространства Л 

образует базис этого пространства. Таким образом, Л^ 

является Е -пространством* Следовательно, всякий ли­

нейный функционал в пространстве Л^ является ограни­

ченным. Как известно, КДЧ х, является нормой линейно­

го функционала -Р в пространстве Л* тогда и только 

тогда** когда % является точной верхней границей после­

довательности < 14 ( Е ^ ) I ?4Ь * 

Сначала докажем 2)* Согласно 1.21 стр.430 сущест­

вует последовательность КДЧ *̂Ча»̂ Ф такая, что 

У^ (0 & *&- & 4 ) и что не существует КДЧ ОС» являю­

щееся точной верхней границей этой последовательности* 

Пусть т̂  и т! линейные функционалы в пространстве 

Л. такие, что 

Ясно, что т\ и "г\ являются требуемыми функционала­

ми, и 2} доказано* 

Допустим теперь, что для всякого Х б . ( ^ ) г ^ 9 

I X II > 0 существует линейный функционал $ в про­

странстве Л^ с нормой 4 и такой, что т Ч Х ) » 1 Х 1 * 
7 

Пусть и ВДЧ. Обозначим X % Е ^ + х с ' ^ * Тогда* 

выполнено X е (Л^У л 8с йХ И 2* 4 * Следовательно, 

существует линейный функционал т* в пространстве Л^ 

с нормой 4 для которого тЧХ) » ИХ II =* 4 -*- 1*с I . 
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Ввиду этого выполнено (и, -> 0 э-ФСЕ,*) ** 4 ) & (и>«*-- 0-э 

Э ^ С ^ ) -ж - 4 ) и, следовательно! 

<^С.Б1) > 0 э л х ; * 0 ) & Г т Ч Ь 5 ) < 4 э ^ -̂  0<> • 

Легко видеть, что отсюда следует У^ (и, & О V лл* 2ь 0)0 

Но согласно 12.1 стр»366 это невозможно и 1) доказано. 

Остается доказать 3 ) . Пусть "СХ^||^ последова-

тельность элементов пространства Я. такая, что 

X у С 9 ш 4 линейный функционал в простран­

стве Л. • Согласно теореме Цейтина [&3 существует ВДЧ 

К ^ 0 такое, что V, (Хе -С э 1+ЧХ)1-* К ' 1X1). 

Обозначим &(Х) % 4(Х)+ (К-КЬ^)) -/5 ( 4 * X ) . 

Тогда о, является линейным функционалом в пространст­

ве Л и КДЧ К является его нормой* Следовательно, 

\^39У^(Я^<1э\д,(Х^)\< 4 ) . Но. ВДЧ 4 является 

нормой линейного функционала Д 1 ж

 и» следовательно, 

выполнено тоже ^ З с % (*& ^ ^ -=-> '"^^Х^)) < г; ) » 

Таким обраэом, доказано X > (/ и применив 

теперь предшествующую теорему, получаем требуемое ут­

верждение. 

Замечание» Слабая сходимость и ТАГ -сходимость 

й -Е -пространствах в общем случае не совпадают» Мож­

но доказать, что если Л" полное Гильбертово простран­

ство, последовательность *1Ь%-% * алгорифм /3 ор-

тонормальный баэис этого пространства (и, следователь­

но, У ^ ^ " Ь ^ Й ш 4 ) ) , то выполнено -Б^ > О*. 
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