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OOMMENTATIOIЯБS MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

16,2 (1975) 

0 KOHCTPУKTИBHЫX ПCEBДCЯИCЛAX 

0. ДEMУT (0. DEMÜTH ), Пpaгa 

Содержание: В настоящей заметке исследуется сходимость 
в себе последовательностей рациональных чисел, образующих 
конструктивные псевдочисла. Определены П*-числа - подкласс 

псевдочисел замкнутый относительно равенства псевдочисел, у 
элементов которого имеется некоторая еффективность упомяну­
той сходимости. 

Ключевые слова: Конструктивные псевдочисла, рекурсивные 
и рекурсивно перечислимые множества, конструктивные функции. 

АМЗ': 02Е99 Не?. 2.: 2.644.2 

В следующем ..-&,.&,/т.,т>>(7ъ,^,4> и ^ переменные 

для. НЧ (положительных целых чисел), Ь и $> переменные для 

ЦЧ, <ь %Ь% с , сб и к переменные для РЧ и х и /̂ - перемен­

ные для КДЧ. 

Определение. Слово Р в алфавите - { 0 , . , - , / , $ / мы 

назовем определяющим значащим словом (ОЗС), если Р являет­

ся РЧ или Р ас € % З Ф , где €1 последовательность РЧ 

(ПРЧ). Если Р ОЗС, то ^ ПРИ ( с р . 111), причем в случае, 

что Р РЧ, то У/г* ( . Р . ( т , ) ж ? )» а если Тж I €13 С , то 

В следующем € и ^ переменные для ОЗС. 

Пусть & алгорифм перечисляющий без повторений все не­

вырожденные рациональные сегменты, а 01 универсальный ариф-

- 315 -



метический алгорифм ( [23, теорема 1.1). 

Если а, ш Яг РЧ, то мы обозначим 

Са,^гЗ ̂  /т1пь (<ъ9&>) д мьах, (<х,9Лг) . 

В следующем, пока не сказано другое, под сегментами по­

нимаем невырожденные сегменты, край которых КДЧ. 

Обозначение. Пусть л, РЧ и & выражение представля­

ющее собой или объединение конечного числа (невырожденных 

или вырожденных) рациональных сегментов или разность таких 

объединений. Тогда 1И ( к ,Л ) обозначает: л* является ме­

рой Лебега множества КДЧ л л Гл е Л ) • 

Определения. Пусть Р ОЗС. Тогда мы скажем, что 

1) Р кваэичисло (КЧ), и обозначим Р б К , если 

1-1 Утг Зт,V^к,(<V^<М, э 1& (*,)-& (т,)\< -~) (см. Г1Э) , 

2) Р псевдочисло (ЛЧ), и обозначим Р € ТГ , если 

1 170) , 

3) Р П^-число (П..Ч), и обозначим Р в Л^ , если 

существует последовательность неинфинитных рекурсивных мно­

жеств НЧ - { С ^ } ^ такая, что 

4) Р П^-число (П^Ч), и обозначим Р с Л ^ > е с л и 

Р с П 9 < - 1 ( Р в П ^ ) , 

Мы заметим, что всякое П«-число является псевдочислом. 

Пусть V и # алгорифмы такие, что для всяких НЧ т> 

и т верно ? ^^л/т^ & VI ( I % ил1лп,'ЬД ^ ^ ' " Ь н ч» 
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*Ы с, стройный алгорифм и для всякого НЧ Ль выпол-
^ 1.5'-' ***Ъ1 О 

нено 

а) 1 ' И ' ^ ^ о ^ ,тогда и только тогда, когда 

Аз 

ЧИ4 4 А & М, о I 01^ а г , ) , ^ ь ^ ^ о ^ Л - Н система 

неперекрывающихся сегментов и 21 I ̂ < ^ 1 „ ^ о 4 д ' ^ "7т1 ? 

б) { %и

<Сит,/т1л о % ! э й и 5 ? ^ 1 г т ^ о 4 1 ^ х: % ^ о ^ , и 

в) 3-ь С У ^ / г а ^ д х Л ) » ЗА/(УХ ( 4 * X ^ &> э 

э111ит,и 1^) & п I и^^ппг^ о % ) . 

Обозначения. 1) Если {Г псевдоравномерно непрерывная 

функция, то мы посредством (Х^ обозначим псевдооператор, ко­

торый является продолжением функции *Г (см.СбД), т . е . такой, 

что 

У х ^ < $ еЛ 8с х . | э СГ С ? ) =- У С х » . 

2) Если С рекурсивно перечислимое множество НЧ, то 

мы посредством { С ^ ! « обозначим последовательность сис­

тем разных НЧ такую, что С пустая система, Уяъ (т, б С т 
(Л.) «ЛХОтьеС )) и для всякого НЧ Л существует НЧ т^ , 

для которого верно С -=• С 5 ь. и *-"-^ * . 

Лемма 1, Пусть {о/."}. А и 4>Агл\. А системы 

Я* 

Р Ч
» ^

 е
А,-* ^-Зх-л система неперекрывающихся рациональных се­

гментов, ти НЧ, а- н, РЧ такие, что « , Я и б' ЦЧ, 

& т (л , и с* д «I, \ Д С а- 9*у. 1) * л, -с ~^г . 
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Тогда существуют ЦЧ эе , 0 & эе , система дизъюнктных р ^ 

циональных сегментов -( сд, д &. г ?+ *> и рц л таки^ 
» -0- 2 я # + -1 * 

что «1 с^ .6 ^ ?^ в ^ система неперекрывающихся сегментов, 
^ г — ^ *е 1?+Я 

> !хЪ4 с ^ Л 0 ^ Ч ч Л^Г ** ^ » ^ 4 - - ^ > причем выполнено 

Све-ОжСЛ-С^Я-НАСС а ^ , д ^ , Л й-^с+А с*.))) & 

6+ зе б* 5+ае 
( ° ^ % ^ С * * Ы * е Ь * С ^ ^ 
где 

Ь * Стг^ С а ^
л
, ^

+ А
) - . ̂  , г ^ -Л,)) д Стиге С а ^

л
 , 

**.а
) +
 | '

 с
^ - ^ ) ) - Т а к и м образом, 2 - ( ^ - Х ) г ^ - л . 

Лемма 2. Пусть | ОЗС, «т НЧ, а С рекурсивно пере^ 

числимое множество НЧ. Тогда существуют последовательность 

систем неперекрывающихся рациональных сегментов 

Ч-Сс̂ , д оЬ }»
в4
 5^ и последовательность РЧ \к^Ъ^ такие, 

что для всякого НЧ Л выполнено 

0**е•***.>< * < ^ С " > с Х ( ^ Х С л + ^ П ^ А ^ ) 8 < 

тмc 

причем, если ^ с Л и \ С (т.е. дополнение С ) неинфй-

нитное множество, то 

т ч З ^ С У Х С ^ * Я>о4СЛ ж *е^) Ь ? е .\Тл с+ д Ы4 ) # 

Доказательство. Последовательность 44 сх д ^ Ь **, ?х 
У V Э» п 

мы построим на основании последовательностей систем РЧ 

"Х< л ) 1».с<*>** " <^1< л+ 4 )**-с<->ь согл*сЯ* 
лемме 1. 
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На основании леммы 2 легко доказать следующее утверж­

дение. 

Теорема 1. Пусть | Ш (соотв. ^ П 1 4 ^ Тогда сущест­

вует последовательность неинфинитных рекурсивно перечисли-

мых множеств НЧ *С Х© $о такая, что 

1) для всякого НЧ о 

а) сегменты &и&, • Л т. Л * $ неперекрываются и ^ 

кваэи содержится внутри их объединения, 

б> У^СХ в К%+4 э 34еЛ,**е Л^& &иЛа е 56-^*^)) ч 

(соотв. Ут ( 21 I Й ^ * , I *: - — ) ) . 

Теорема 2. Для всякого НЧ *Ь существует последователь­

ность рациональных сегментов 4 К* $ . такая, что 

1) VI С 33 IX* I < - ^ ) , 

г) Кх Эл> <Э Л СХ*) -с * -< Э^СХ* )) , 

3) для всякого ГХ̂ Ч ^ существует неинфинитное рекур*-

сивно перечислимое множество НЧ С такое, что сегменте 

Х ^ , /Ь с С | не перекрываются и | кваэи содержится 

внутри их объединения
у 

Л Л **± 
4) если кКси. д Яг, 2 . л %а последовательность 

систем неперекрывающихся рациональных сегментов такая, что 
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13 л л 
( ,23 I о ^ Л Лг^ I ) 2 ^ 0 } то существуют НЧ 

ЛЛ и система НЧ -С4>, 3. * такие, что 

5) если О ^ } ^ последовательность рекурсивно пе­

речислимых множеств НЧ (соотв. неинфинитных р.п.м. НЧ) та­

кая, что УтЛ С 23- I Як Ль , I «- — — ) Л

 т ° существу-

иш НЧ гт0 и рекурсивно перечислимое множество НЧ (соотв. 

неинфинитное р.п.м. НЧ) С такие, что 

V*, (Эр (^ в С -ко, в Х ) 8 3 А ( Л * Р # Ь ^ е ^ А ^ ) ) . 

Доказательство. Пусть * НЧ, а {^ о лп^ о Ле̂  }^ 

последовательность отличных друг от друга троек НЧ такая, 

что тройка НЧ ^ и лгь и к/ содержится в этой последова­

тельности в том и только том случае, если 

Ь + А '<*. ть & 1 ^^пъ о /т̂  & ^%^Си%^/т, о /т̂  /га, о к^ с* ф-) . 

Для всякого НЧ /Ь мы определим X .Ф &и<Ръл * 

Теорема 3. (ср. теорему & из С5]). Существуют последо­

вательность рациональных сегментов "^Н^!^ и последо­

вательность рекурсивно перечислимых множеств НЧ 4 В^ .Ц 

* такие, что для всякого НЧ "Ь 

4 
D Cla SB..J &<VJk,( 

'*•< ' ~
 w
 N Л * * '

 H
-Є ' * T-"

 }
 ' 

2) если | ПЧ, то существует неинфинитное рекурсив­

но перечислимое множество КЧ С такое, что сегменты Н^, , 

Л с ( С п \ 3. )
 н е

 перекрываются и 2 квази содержится 

внутри их объединения и 
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3) Ул> 31 (п (I вЗ^) & К-1 Ж Яг ) (см. теорему 2) 

и» следовательно, имеют место утверждения аналогичные частям 

2. - 5) теоремы 2; в частности, Уо< 3̂ 8 (п (Я е В^) & 

Доказательство. Существует последовательность отличных 

ДРУГ от друга четверок Ш 4 ^ , о/то^ а 1Ь а Ло^ Iм такая, 

что четверка ^ а гт, а А и Яъ> содержится в этой последова­

тельности тогда и только тогда, когда ! ОЪ^лги о ть+Ц-^ Ък 

&(Я * 4 \> 4 <с Я & Ут (ггь <• Я э / Ы^/т а лгъ+ т,- 4, & 

& Э ^ С ^ ^ т х ' 0 / г ^ + /уг-^/тп^2: А))) А ^ ^ А Л П - 0 ' » Л + ^ - 1 ' » » Ь О % ^ * 

К'З определим Ул> С Н^ ^ь ^^^ь^л) . Д л* всякого НЧ 

*Ь пу#ть 3-й рекурсивно перечислимое множество всех НЧ л> 

таких, что гт^ &Ъ + 4\,Л+4< ггги^ 8с 

& 3<Ъ ( У^^лп» а (ггъь* *<*- Ь^г^ ж Л ) Ы* ЛУЬ • 

В следующем мы будем без ссылок пользоваться обозначени­

ями из теорем 2 и 3. 

Теорема 4. Для всяких рационального сегмента си л Яг И 

НЧ Ь , ОТ -«с I си л Яг 1 существует последовательность 

неинфинитных рекурсивно перечислимых множеств НЧ 4.С^}^ та­

кая, ЧТО ДЛЯ ЛЮбОГО НЧ ф/ ' 

1) У1(Л*Сф^эЗЬ(к,*С^*&^В Я^Ль,)) , 

2) сегменты. Иг^Л^ , Л * С ^ , не перекрываются, со­

держатся в си л Яг и не имеют общих внутренних точек с сег­

ментами Н Л , 4 -6 А> 6 <р, & п (л> ш 3± ) , * 

3) Ус (& ъа,*Яг ъп-\(ЗЯ(1е С^Ьсв Ъв-^Л^) V 

3 * С 4 6 л> 6 & & -1 ( м е В^) & с е Н Л ) ) ) . 

• З&х -



Следовательно, выполнено У^( 2?„ I &иАа 1>1<ъ&<&'\ ~ 

~> 1~г) & Кх Зр,VЛ(ЛшС^ эп(хв & ^ )) & 

^^V$($е^^эпп З^VЛ(^ш С^эпС^е Я-^Я^))) . 

Теорема 5. Пусть 2 ПЧ. Тогда 

% б Л1 « У±пп Зл> (§ е К * ) . 

Доказательство. Ввиду части 3 теоремы 2 достаточно 

ограничиться следующим. Пусть ^ ПЧ и ± НЧ такие, что 

-л ЗА> (^ е К^ ) . Мы построим неубывающую последователь­

ность НЧ ^ ^ ^ такую, что для всякого НЧ М, выполнено 

Улг (А& т, & к, э % (пи) с и,Х. )& С .̂ < *г-^ э 

Э 1 ( ? а + ^)с и КЬ& ^- ̂ »л**С€ <*-Н) е (X*)0)) . 
«Л-1 Л Э 1 л *%44 1 | ^ * 

Тогда ввиду нашего предположения верно 

- п ЗМ, VI (к, 4ж I э г^ ж ъг ) . 

Мы построим рекурсивное множество НЧ 3± , для которо-

го верно Vт,(п(т,ш])^ь) зг(С€ (<п,\ 2 (т,+ 1)3& Ц К? )) . 

Тогда, очевидно, -0̂  неинфинитное множество и выполнено 

Vтя(^^Я(к^ и С | (т,), % (т, + 4)1) э л, -< ~ ) . 

Следствие 1. 1) Пусть | ПЧ. Тогда 

% в Пл = -.-. 3*1 (<ц с Л,, Зс ̂  - | ) . 

В частности, всякое кваэичисло является ГЦ-числом. 

2) Существует П^-число %0 такое, что ^ неубываю­

щая последовательность РЧ. 

До ка аат ель от во. Ввиду части 2) теоремы 2 достаточно 

доказать 2). Пусть О/ РЧ и "Ь НЧ. Мы построим ОЗС %0 
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такое, что для всякого НЧ т, - РЛ (т,) максимум всех 

РЧ Яг , для которых верно (сь- 4) д ЯУ <= С С* К-* и Са~ п ) д а^) . 

Следствие 2 . Пусть | ПЧ и ^ Ф ^ З ^ последователь­
ность сегментов такие, что 

I 

Тогда ^ € Л 1 . 

* > 
Таким образом, С ^ „ I Н. I ) - > + оо и для всякого 

ь*л *> Яь-ю> 
НЧ Ъ В.^ инфинитное множество. 

а» 

Следствие 3. Пусть Ч.вС | ^ последовательность 
А. 

5 ^ -множеств и |- ПЧ такие, что для всякого НЧ %ъ мера вС 

меньше чем —^ ж § в X . Тогда ^ е Л^ , 

Следствия 2 и 3 легко доказать при помощи части 5 теоре­

мы. 2 и части 2 теоремы 3 . 

Следствие 4. Пусть | ОЗС. Тогда ^ с Л^ в том и 

только том случае, если существует последовательность рекур­

сивно перечислимых множеств НЧ ^ЛФ1}ти такая, что для вся­

кого НЧ ть дополнение А ^ неинфинитное множество и верно 

ихспи.и а1 е (т,), е(т+1)1)эл < 4^) • 
' 46/Л&& ьЬ '--" 2!т' 

*>*Ат 

Доказательство, Мы используем лемму 2 и часть 5 теоре­

мы 2 . 

Замечание, Как известно, для всяких ПЧ ^ и НЧ лп, 

существует неинфинитное рекурсивно переч-ислимое множество НЧ 

С такое, что У/Ы Си (М, с С ) о ! ^ (М,)-$л(»1+1)\ ^ - — ? • 

Лемма 3, Пусть -Со^?^ последовательность неотрица-
т, 

тельных РЧ, а 2 ОЗС такие, что Чт ( % (т)ж Й < 0 & ? € IV , 
У »*• & , 4 л 5 *у 
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Тогда для всякого рекурсивно перечислимого множества НЧ. С 

существует ГЬЧ % , для которого выполнено 

Н(П (I) «г %„,&.) . 

Следствие» Пусть <ь л Яг рациональный сегмент и 

4 0 ^ } ^ последовательность рациональных сегментов такие, 

что ОЗС € , для которого выполнено \/т (^ (пг) ж&л \ ®>м)^ * 

является ГЦ -числом, и верно Улг С^С/п>)<1с1'.д<в')) # 

Тогда существует П̂ Ч ^ такое, что ^ е а, д ^ и для 
Л 

всякого НЧ Л ~ *1 не содержится внутри А-1 Д ^ . 

со 
Замечание» Пусть 4 $ ^ ^ в л универсальное е -

ограниченное интервальное покрытие промежутка - со V со > 

построенное в доказательстве теоремы 2*1 иа ЕЗЗ» Тогда вви­

ду следствия леммы 3 для всякого сегмента о* д &* , & •* 

< 1й/А^1 ,существует П̂ Ч ^ такое, что 1 | 1 Ф 7 * Я* 

А т З ч . С О ^ ^ Ь ^ с $4, ^ и» следовательно, -I 3 | С | бК& | * ^ ) . 

Аналогичные утверждения верны и для дальнъйших видов покры­

тий, построенных в теоремах 2.2 и 2.3 иа СЗ]. 

Определение» Покрытие § (см* [83) мы назовем П^-по-

крытием, если У | С | с IV & | с 0 д 4 э - 1 - | 3 ^ С | в $д^>) • 

Теорема б» Для всякого НЧ % существует П^-поиритие 

$* такое» что 

Доказательство» Пусть *Ь НЧ. Покрытие § можно По­

строить, мсходя от 4 К ^ ? ^ способом описанным в до'каа*-

тельствах теорем 2.2 и 8.3 ив ГЗЗ. 

• - Ш4 -



Следующий аналог теоремы. Д. Витали можно доказать мето­

дом близким классическому. 

Теорема 7. Пусть а, д Яг рациональный сегмент и V 

свойство рациональных сегментов такое, что для всяких рацио­

нального сегмента а, А & иРЧ л, , сйдЯгясьдЯгйс 

& 0< к < ( а л Яг ' , верно (2сЫ*(а><а<с1<ЯгВ<Х< < 

*\сд <1\ &. У(с&с1)) VI Зсс1(а<с<с1<&8<к<\с&<1\1к'1}'СсАЫ,))) . 

Тогда существует рекурсивно перечислимое множество НЧ С та­

кое, что сегменты «б^Л .̂ 9 Л е С . обладают свойством V * 

дизъюнктны и содержатся в а, V Яг и верно 

1сс1(а<с<с1<Яу&.У(сь<±)э 31(1 е. С & | - . 1 с д 4 1 * \&^18< 

й - 1 ( с д о 6 л ^ Х . * 0».)А. ^ ^ С | е П 2 & \ / г т - 1 - | 5 с ^ ( ' л < е - с : | < : 

< 4 < * & | с ^ с 1 1 - * - ^ * V (с д <*)) э - т З - « ( - е # С А | * 

е Л А , ) ) & ( ( / т а * „% ^ 1 Й : 1 П - : *>0) . 
*~ -* АшССс1>''н>\СС1гУ) 4*-->л> 

Теорема 8. 1) Пусть ^^±Ъ\жл система Ш-чисел и 

пусть для всякого ВД 4. , ^ ё? 4> 4* *ь 9 ШЧ 1 ^ яйляетея 
•в 

квазимонотонной. Тогда (.21^ §«2 ) б Л„, 

2) Для всяких П.Ч | и квазичисла ^ верно 

(§ +о&) е Л,, . 

3) Существует П̂ Ч | ^ и | 2 такие» что § 4 неубы­

вающая ПРЧ г ( ^ + ^ ) < П 2 • 

4) Для всякого "ОТ | существует П̂ Ч ^ и ^ . такие, 

что § *• ^ Ф <$а • 

Методом принадлежащим В.А. Кушнеру С 4 3 можно доказать 

следующее утверждение. 
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Теорема 9. Пусть Г алгорифмический оператор из Л^ 

до Л (соотв. из Лд до Л ) . Тогда Г является почти не­

прерывным. 
Я Л **& 

Лемма 4 (ср. С 7 ] ) . Пусть - Н * . <а %-^^^ЖА^1 после­

довательность систем сегментов и 4 4 &*<т, ^т. ^Ь после­

довательность последовательностей НЧ такие, что 

«та* 1x1 ^гЛ\)й * 0) & VI пп Э**У. (*-*г ^ ^ 1 * ^ 1 ) -
1кЬЬЪл + *+ Л-*со * * 1 Ъ * 

Тогда существует ПЧ г^ , для которого верно 

(-1 В^/д4^<^(V^,(<Ь4: $> Э 4^** #,&41^*т %) & СЪд < *р* У & & 

э УА,#, Спп Зь VI. (л> 6 # э ^А т #,) э 

Лемма 5. Пусть V НЧ, 4 # ч - Ч г 0 возрастающая сис­

тема ЦЧ, ^ 0 » О8€$0т ъ , т, НЧ, а 4<Ъ1%1 последова-

тельность НЧ такие, что Ы^а стройный алгорифм, который 

не является арифметически полным, 

УА,С111,и«ъаА, + 4, эV^,(4ь&6*э^%^„ии<^^аМь а*Ь» * 

ЛУ1Ибвх*6Г+4) Л п т З * У ^ ( Л ^ - е э ^ - ^ е ' # 

Тогда можно построить последовательность НЧ 44*21.1 Т|*~ 

кую, что Уе С 4 6 ^ 4 *?+ 4) & -1-1 ЗМ, VЯ(^ктЛэ4ъ^ь^^ <р>л) 

и если «̂  * % Н1** Для которых верно ЗЯь VI. СМ, т & э 

О фл е %> & %Р ш 9, ) , то >ц, наименьшее НЧ ^. такое, что 

Лемма. 6. Пусть Н л* д у\ \**л I& последова­

тельность непустых систем неперекрывающихся сегментов такая, 
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что уягм*&*ъл^о зь(4&*, & ъя& Х?АЦ?В 4 А ^ » 

Тогда 1) З ^ е Л & У ^ п т С ^ е ^ х* А ^ * )) 

(Н-А .Шанин Ш ) , 

•Чe 

2) Vот-i-,3£cДl4л'У-íl<p-)-'VfffєЛ8<VІ-nC|є 

*VXA<Й,Э И ^ ) 
3); п*т-1пЭ1(А&,\4*'&1'е4с):з3*С*вЛ18' 

Доказательство, Верность 2) ясна. Ввиду того, что мож-
л Л 

но без ограничения общности предположить (тицс Iх>А/и-. I) -1—* О, 

иу ввиду лемм 4 и 5 для доказательства 1) и 3) достаточно за­

метить, что существуют алгорифмы V и <&Ь такие, что для 

всяких НЧ Л , 4* и 4 верно 

\^и1^з(и1^^3к,а<Л^&пЗф(1^^^&^лщ в 

*4 + *\>» « 
! фьАЬЬ ж(1*1бълЬЭА,(1<сА,В<У4('1б4,бгьЬ 

Лемма 7. Пусть си & Яг рациональный сегмент, <иг НЧ, 

44 А л ^^Ъ^и последовательность последовательностей рацио­

нальных сегментов, а 4 С^д-, последовательность неинфинит-

ных рекурсивно перечислимых множеств НЧ такие, что 

^^а^&^с^^а^--^) . 
-i C/ ш C^) 

2 

Тогда существует ПоЧ е , для которого верно ^ е а, V Л- & 

V* л 2т, (-1 (т. 6 С^) & § е Л̂ . ) . 
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Доказательство. Мы определим для всякого НЧ Л - ЪоЗ* 2, 

и °^1^^1^ (*+^ЧЬгф
 1ЛАХГ1)Д со,4--р. 1а-дА-1) а±Х ± г1)* 

построим НЧ "Ь и возрастающую последовательность НЧ ^ ^ , ^ ^ , - л , 

такие, что ряд 2? — г — сходится и верно 
лп. 2 л п ' 

+ 2 ——•.'•д— + — г < \а> А Аг \ . Мк обозначим г л ^ 4 , 
2*0" 1Л*4 2 ***** 2 *-»-"• л -*. * 

& о ^ 0 и V™, ( ^ ^ 4 ) . 

Пусть X НЧ и пусть мк уже имеем последовательность НЧ 

^Фгт^ггп, •> д л я К 0 Т ° Р ° Й верно иЗл> \/# (А>&# э ^ . -=- ̂  & ъ^^ ) . 

Тогда мы при помощи леммы 5 построим последовательность НЧ 

А<$, \^ такую, что не могут не существовать НЧ ^ и ^ь , 

для которых выполнено 3/9 У$> (л> -* $. э /^^ = % & /р,. -=- ^ ) и 

/(г является наименьшим НЧ -I таким, что А & Ъ -= /в^ & 2(^ — /1^ 

& Ь & % (^ и для всякого НЧ *у верно 

й2 1х!п4,Д **•+к-зЛ-3 _ ! а 2 > 4 - ' * * '< ^ ё + 

<, ъ ^ -1 Слг«Со.) 

Остается применить лемму 4. 

Н.В. Петри [6] доказал, что для всякой последователь­

ности псевдочисел можно построить псевдочисло неравное ни 

одному ее члену. Ввиду теоремы 1 и лемм 4 - 7 верно следую­

щее. 

Теорема 10. Пусть •( ^^ ?^ последовательность псев­

дочисел, а о* д ЯУ сегмент. Тогда 3 ^ (̂  б П ^ ^ 6 П
2
 ^ 

& | е с и ^ А тгел<7/в*& -п 3& ( | * ^^ П = ?*,>> • 

Введенные понятия возможно и полезно кспользовать в 
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конструктивном математическом анализе. Ведь Ц-числа образу­

ют своего рода "универсальное множество нулевой меры". Поэ­

тому можно ожидать, что Пр-числа ведут себе лучше чем ГЦ-

числа. С другой стороны в случае ГЛ-чисел помогает наличие 

последовательности неинфинитных рекурсивных множеств НЧ, ко­

торая явллется своего рода регулятором сходимости в себе по­

следовательности РЧ соответствующей И,-числу. 

Обозначение. 1) Пусть Т функция, а Г к 0, слова, 

которые являются или ЩЧ или псевдочислами. Тогда мы обозна­

чим 

ЦСА(&,&9?) & Vт-^-1 3<пVа,Я^<а,<^< * $< Яг- а, < ^ э 

<Г(Яг) - Г (а,) л I 4 
э -Фт^> 

Теорема 11. 1) Бели функция У обладает свойством 

Ш * (см. СИЗ), то ^ ( | е Л 1 э Ор(§)е Ъл ) . 

2) Если 7 равномерно непрерывная функция, существует 

*?тЛт*Ъ такое, что Д(?9 <Тп%}^ (см. СУЗ) и верно 

У | ( | « Л^ э 0^($)& П^), то & обладает свойством ( Ю * . 

Теорема 12. Пусть 3* функция, которая не может не быть 

функцией слабо ограниченной вариаций на О Д А и пусть ± 

НЧ такое, что для всаксго НЧ А» верно & к * / ^ ) (см.С103), 

где V* ( 5 Г ( л ) л . &С«шп,(<та*(х§ Эл СХ.*)),Э„СК*)))) . 

Тогда СЬКЛ ( У) . 

Пример 1. Существуют неубывающие функции 3^ и Щ^ та­

кие, что 

32 У 



и вместе с тем -1 &к<д. ( ^ ) • 

Теорема 1 3 . Пусть У равномерно непрерывная функция, 

которая не может не быть функцией слабо ограниченной вариа­

ции на О д А . Тогда для всякого ПгД ^ не может не сущест­

вовать ЦЧ ^ такое, что 0 * ^ и существует в точности <& 

ПЧ ^ , для которых верно V С ^ ) -= ^ • 

Пример 2, Существует равномерно непрерывная функция 

У слабо ограниченной вариации на 0 д А такая, что 0 -6 

& У .б А и для всяких &.Ч 71 ив 0 л А и Н Ч ^ не может не 

существовать возрастающая система ПЧ ^%А,Ц,ЛА 9

 д л я которой 

верно У*, (А 4*4, &<р, э §г е ОдА к О^С^) ж Ч}) -
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