
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Osvald Demuth
О кoнcтpуктивнпм aналoге тeopeмы Дaнжуa-Янгa o пpoизвoдных чиcлax

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 17 (1976), No. 1, 111--126

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/105679

Terms of use:
© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1976

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/105679
http://project.dml.cz


OOMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAKOLINAE 

17,1 (1976) 

0 KOHCTPУKTИBHШ AHAЛOГE TEOPEMЫ ДAHEУA-ЯHГA 0 ПPOИЗBQДHЫX 

ЧИCЛAX 

0. ДEMУT ( 0 . DEMUTH), Пpaг* 

Содержание: Пусть Т всюду на конструктивных действи
тельных числах определенная конструктивная функция и пусть 
для всякого псевдочисла {" выражение { Р ( ^ , ^ ) значит: 
хе может не быть или нижнее производное число Т в точке 

? равно - со и верхнее производное число ^ - ^ равно 
* оо или Ф конечно псевдодифференцируема в точке \ • 
Тогда, как доказано в настоящей заметке, а) для почти всех 
псевдочисел % верно 3>(&>$) и б) если У равномерно 
непрерывна, то для всех Ги-чисел Р выполнено &(<?>€) . 
(Ср. [ 1 ] , стр. 271 . ) * * 

Ключевые слова; Конструктивная функция, псевдочисла, 
дифференцируемость, производные числа. 

А№: РПтагу 02Е99 Вех\ 2 . : 2 .644.2 

Зесопйагуг 26А24 

В следующем мм пользуемся бее ссылок определениями и 

обозначениями ив [23 и [ 3 ] . В отличке от [21 мы для всяких 

РЧ со и Лг обозначим 

1ь%Ы ^ юлт, (а,%Ях) Д тшх(*>&) • 

Определения. Пусть У функция, а р слово, которое 

является или КДЧ или ПЧ. 

а)) Мы обозначим. 

Е > * > Д Р ) * У А п п З * * ^ 
*"* 2 * ЛУ~О, 
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б) Если \ л и со., ЯГГ Е ) (соотв. р к л 6- со, Г, Р ) ) • то 

мы скажем, что • оо (соотв* - <х> ) является верхним (соотв. 

нижним) про вводным числом функциж & В Р о 

Обозначение. Пусть & равномерно непрерывная функция, 

ш ^х*^^ последовательность НДЧ. Тогда мы обозначим 

%л .(&, ^ъ$^гь,) * е с л и ввРнс # (&9 ^Ъ&)&? (с**1-33> стр. 

586) и для всяких РЧ <ъ0 у сц , .Яг и. с , Ох0 < .а2к< с < са^ , 

последовательность» 4, а ^ ^ не может не содержать члены рав

ные супремуму и инфимуму множеств 

где 0 ^ г ^ 4 & 0. * ^ -ё 4 . 

Лемма 1. Пусть &... равномерно непрерывная функция. Тог

да существуют последовательность ВД1 4 а ^ } ^ такая, что 

%л (&, 4>&1ъ}яь^ * ш а л г о Р и Ф м ^ - *** которого для всяких ВДЧ 

^ , Щ Ф , рационального сегмента Яг д с . Ш е , 

О б ^ ^ 4 & 0 < ^ ( - 4 Л ^ & п З Л ( x - = ^ ^ ) & ( е < ^ К V с < е ) , й слова Р , 

Р з Е Ф о ж а е а ^ г д с .,верно 

( ^ ^ ^ Л ^ Х Л или зг^р,, ЙДЧ, 

% и Р , 1 Л = п3<* С^* А * с & | - ^ • (-А )1> х • С~ 1)Ъ) &(-, С% Р . г Л Ъ 

э У а < 0 < ( л > - е ) . ( е - а , ) э ( З Л Г ~ ^ * ( Ч Г > х*(-\)* & 
<х-а> 

& Л г ^ о 1 ^ с ) г а б / т ^ ( е > ^ Р ^ ) д /тлг Се, ^ Р _ , ) ) ) ) . 

При помощи рассуждений, использов*шных в доказательствах 
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теоремы ? ив [2.] и леммы 4 ив С 33 легко доказать следующее 

утверждение. 

Лемма 2. Пусть $ равномерно непрерывная функция, 

А %>&1%, последовательность КДЧ, # один и8 знаков < и. > , 

а П1/0 и. ъхА ЩЧ такие, что 

г ^^%V & п 3 ^Ч = ^ V ^ * ^ А (7(4)- У(0)) * <̂ 0 * ^ . 

Тогда существует р.п. множество НЧ С такое, что 

ХСО&УХ-асСэ^. \^^^й(^9»игл))^аЯг(0<Ф<^^>1 & 

415. . а д * ! * &(?9**Я>)аЗЛ(Л€СЪ±'1о,А;Ь>и \&и^\ к 

пСад&л ^ Х , - ^ ) ) ) * У*/^С0**<^*>1:э Д С Е ^ С З , * * / ^ , ) * 

^ С/^-х)) . 

(Определение С 9^ С 3 см* в Г 33, стр. 585 . ) 

Определние. Мы скажем, что последовательность рациональ

ных сегментов -( -И^т^ соответствует р.п. множеству рацио

нальных сегментов 1Ъ , если а) всякий сегмент последова-

теьности •{ Еъ,5& содержится в объединении конечного числа 

сегментов и а дЬ и б ! всякий сегмент из 9Ъ содержится в 

объединении конечного числа сегментов последовательности 

Лемма 3. Пусть -Есь-З- ^, **ф» I. А и -1с.?. и системы 

РЧ, а л,, у к„ ч х** и ©с РЧ такие, что 

и1 (-14г*>*э\Ко,.9с. 1 I * ос - 1 На. * . Л ) & 

Тогда л 2 6 ( 2 ©с + 4 ) . ^ к Кг & 2 ос . /ц , 

Замечание 1. Пусть ^ функция, С Р-п, множество НЧ, 
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а % Ш такие, что Ж (О & V* ( I У ( х ) I > Оэ ЗЛ (Л е С Ь 

* е (&^)°))&-13Л(Ае СЪ$*»^) . 

Тогда если для РЧ а, к Яг к ВДЧ ж верно а < § < -^& АСУ, 

&&Яг)> х • \&дА\ ,то не могут не существовать Н а , , I ^ та

кие, что ъ&а^к ^<А^тАгАМ%а!1^А^)> х*\си &Аъ1\ & 

т З . Л Л С С е С Л А с С Л а ^ е С * ^ ) в * >^€ СИ^Дк^)0) . 

Теорема 1» Пусть У равномерно непрерывная функция* Тог

да для всех П^-чисел. ^ верно 

Доказательство,. Пусть ^-«^5^ последовательность ВДЧ 

такая, что ^ (*Г> <х^^) Сем* лемму 1 ) . Мы построим 

ВДЧ V г I ГС'!) - УСО) 1<*г&тЗА (<гж х^) 9 и для всяких НЧ 

•Ь ш Ш Ь > 0 й. л, й А , согласно лемме 2 р.п. множество НЧ 

С^ + такое, что 

Ж(С4^)ВсУЛ(Л€С^гэ±^Л^Л^^й(^ё&иЛ^'(-/1^) & 

Чй,&1Ъ<а<<А<\Ъ\>*ЛььА\<Ш,<ъьА)^ 

Л ( С ^ С ^ З , Ж А ^ ) . М ) * < * . 1 Г - ^ 4 . - 1 ) . ^ - л ) ) 

и, следовательно, ввиду следствия 2 теоремы 5 ив 12Л 

Д(^А**).МЙЬ-пал (ЯшС^Ь ?е^Х^)) . 

Для всяких НЧ * и ЦЧ 4, , 0 _?-1 ^ 1 , мы обозначим 

^ <ь З*- С У, С. 3 * заметим» что С У С, ] функция 
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слабо ограниченной вариации, которая равномерно непрерывна, 

и согласно теореме 3 ие ГЗЗ верно У^(^«П ^ ^ ( Е ^ С ^ р ) . 

Ввиду схаванного и леммн 2 ие ГЗ] ясно» что Уь^СОбЬб 

42с$сП аэс5ю лс+ш,М)^ 

и для всяких Ш *в и * верно У^С^* П2& т 3 4 ( 1 с 

Для завершения доказательства достаточно показать, что 

для всяких Ш Ь , Щ 4, , 0 ^ ^ ^ 4 , 1 й-Д § , 

| с Од 1 З о 31 (I € Сг г & | € &-^А^ ) , выполнено 

У Л п п З т ь У о Л г ( а <€<>&Л г - о , < 4 1 э 

э Д ( ^ , * / ь в О Л - Н ) * < - ^ %,*> | ) • 

Не теряя общности мн можем ограничиться исследованием 

функций %^ , 4 4 ь . 

Пусть 1> Ш, а ^ П ^ Ч ^ ^ С О А ^ ^ Т З Х С ^ Й С ^ ^ ^ € ^ ^ ' 

I ) Мы построим последовательность ВДЧ -Ся* §^ , К-Щ 1^ 

и для всякого НЧ б' согласно лемме 2 р.п. множество Ш ]) 

такие, что 

(г) У Л ( А « Т ^ э Д ( С Г , С 0 ^ З э ^ 2 и ) < - ^ . ^ . 1 * ^ , > ^ 

У л ^ ( 0 < а < < ^ < ^ Д ( Г У , С о ^ . 1 , а , д ^ ) < - 2 Г ' 4 Г о . } * * 4 1 э 

- 115 -



и, следовательно, ввиду (1) верна 

V (.$ | & А I < 4 ) • 

Согласно следствию 2 теоремы 5 ив .2] не могут не сущест

вовать НЧ в0 л для всякого НИ ^ нат. числа -#0 I » . та

кие, что 

-1Н.есХб])^&^€^_2,^-'-3-ес-е0<.г&.гб<:с0^^-1^)8< %..• 

р- < М-р* & М е е * г 0 ь г & сс0>ьи \ ) о 

Пусть. &0 , <^, Л0 ш т0 Ш таюш, что (3) • 

Пусть си л Яг рациональный сегмент,. 

0 < а , < ^ < ч & . Д ( С х , ^ д Л ) . > 4 г • ^ - 2 °+ 1Г.*) • 1 0 , ^ * 1 . 
0>"Ь' Л З.у ° 

Тогда ввиду свойств множества- С0 ± и (2) выполнено. 

Ввиду этого и (3) видно, что 

34(íeCC u]3 s )8c!a, . t . irU2 a^létV_4 J l8« - i (a , . i irAi6L^ J=^)) . 

У*АгГа< ^< А & ^ г - ^ < -4нг э / 1 ( ^ , а д ^ ) ^ 

4 А^.Сы.Ь6** пг.Ь)' 1а,А&1) . 

И > Согласно лемме 1 мы для функции 3 ^ построим ^ 

последовательность ВДЧ К%^}^ , алгорифм ЪЪ и ОДЧ ж-

такие, -что %% С%^ ,**%)&)& 0<^^пЗЛг Ы* *<%) и а л г ° Р и Ф м 

1Я? обладает свойствами описанными в названной лемме. 



Ввиду I ж следствия & теоремы 5 и» [ 2 ] не могут не 

существовать НЧ. /ш0 м Л0 такие,.,что 

Чо,Ь(си< ̂ <&& (&-а,)<-~^ о 0<<%<&'<4&&(%^,<ъ&&>)< 

( 4 ) 2 . 1 а д # 0 & У 2 С Х о < : ^ ^ € ^ 

+• 5 . \&1ттЛл\< у т ^ т т - ) • 

Пусть т 0 м „&0 ВД такие> что (4), 

1> Пусть А, Щ « 

а). Мн построим алгорифм. <%
 р
 ЧЯ С С! ̂ 2 ^ г С^< X & 

^ б С ^ ) ) & у ^ ( ! ^ х ^ 5 с * * » ^ * о * * , * • ) ; > , 

обладающий свойствами огшсанннми ниже« 

Пусть X Ш* Х 0 < Х & Х е С п # Мн обозначим для ЦЧ 

4 ^ Э Л СЛ^Х^)-С2+^).С-4)*.1*^1 

р Л * * . * а <-1)*. а*'"*^. *п«#о # Л, , 

Об) ПуСТЬ д- Щ% 0 4 & ё: 4 . 

Если Р^ » Ж. Л з т о м ы определим С; Ф а-̂  ж 

à>« . җs а 2 
1-4. ^ «м--}. • 

Пусть, л <р/, ж: Л > . Тогда. ^ (Р^ , х Л) и 1 р / . ~ 4 , ! < 

которых верно 0< Ц ~ р Д ) . С Р Д - * * ) 8с 0< С ^ - с Ь ^ ) • 

ш$ следовательно., I с. - а . I <: — ^ 5 • I <±. . - а^ I • 
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/&) Если с/д с* <= Ы.%& с1* , то мы определим Ч Й ^ * ^ 

к V-*. СО 4 * * 4 - э ЧЯ,,_Л\_ *=ь Л ) . 

Пусть $. Щ, О й ^ ^ л Ц е «.-о д ^ ) . Тогда 

с̂  6 <*$б<1* и мы определим ЧЯ^ .-ь п , ЧЖ .̂20, .* 

б) Мы на основании равномерной непрерывности функции 

^ ^ построим во враставшую последовательность НЧ ^%^}м. та

кую, что для всяких Ш /р , А> и Л верно 

Л 0 < * * л с « ^ * Ы л С « и ^ з с Л ^ к 

вел (<аиЛ,жЛ) э 1 П.М I < ^ 4 

^Лч-З " 2~ь+~1 

Пусть 4 к ^ М , ^ < - е А 4 < ^ А 4 с ( Г С 0 ^ ) ^ \ (С^)^'). 

Если ^ ^ ЗЕ: Л , то пусть Е^ пустая система. 

Пусть л (*Я>иЯ>_1 зг Л ) . Тогда Б ^ система дивъюнктных 

рациональных сегментов, содержащихся в Щ^ЯЙ^ , и такая, 

что сегменты из Б^ не перекрываются с сегментами 

<5) т ^ т ^ ,, 1 ; 0 < л в с ^ с ( ^ ) ^ \ п С а ^ л 1 Л ) к 2 4 б / 1 1 , ^ ^ , 

и 

(6) « ^ , 4 0 < * А л е (С09Ь)%^\ п №и*и ж А ) , 

и сегмент ^ ^^2^ содержится в объединении сегментов сие-
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темы Б# и сегментов (5) ж ( 6 ) . 

Пусть С Л ^ \^ последовательность неперекрывающихся 

рациональных сегментов, соответствующая множеству сегментов» 

образованному сегментами К^* , А & гти (см. теорему 2 из 

С2]), Ы^ЛЭ^ и М^ЛЬ,, 10<гВ<1еС0)Ь^п(се^иЛ^ж Л) 9 и 

сегментами систем Б^, Х0-=/Й&Х с С0 ± . Тогда мы на основании 

леммы 3 получаем 

(7) *ц,С 2 1Е^1< -4-> . 

2) Ввиду того, что ^ € ГГ- и для всякого ВД Яь имеет 

место (7), мы на основании следствия 2 теоремы 5 из Г2Д полу

чаем п V*.- п-1 Эпг С| 6 Я ^ ) . 

С другой стороны ввиду (4) и замечания 1 выполнено 

( 2 № л С - « > , ^ , ? ) = У А ч - . - Э т . С ^ . В * ) ) 

Итак, мы доказали т 5 Ю д ^~а>, ^ , р . 

Лемма 4. Пусть /Ъ Ш г 1/"С^) свойство псевдочисел, 

"̂ ^ Т^ $^ } ^ последовательность последовательностей рацио

нальных сегментов, а <{ Ъ^ 1^ последовательность неинфинитншс 

р.п. множеств НЧ такие, что У§т, (% е И $< 1 ЗЯь(-1 (А, вЯ^У&^е 

е Т ^ Ь ^ ф ^ п п З т ^ С ^ 2 • ^ % 1 т Г | < 4 : > * 

Тогда существуют последовательность рациональных сегмен

тов { Т^ ?ь и неинфинитное р.п. множество НЧ Д) такие, 

что 

У^С|вТТЬ-1аА,С-!САг«В)8с|вТ
л
)э 04$)) & 

&
 ^

(
1^*Д<^*1>)

 ,Г
^

1 <
 ^6

 )
 • 
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Замечание 2. Если для всякого Ш т %ь{-§) свойст

во псевдочисел, которым обладают почти все псевдочисла- то 

для почти всех псевдочисел Р верно У'ъ'ЪГСС) , 

Лемма 5» Пусть У функция. Тогда существует алгорифм 

^ такой, что для всяких НЧ X, Л и -6 . РЧ с ж Ы, а ЦЧ 

О б ^ & А ) у и слова Р, Р а с - ^ о - ^ а ^ о ^ о ^ о с ао1 а-ЬаЛ, , 

выполнено 

^ Л » <А« +ь*гъ<М,*ЪЪ*си(ей € С ^ ^ ) ° & 9(а,).(-А)*-> 

с .((А > -Ф^-Х 4 ) -с1+Са,-Э Л (»в^2^)-^- I #чА,1> '(-А?1))) 

м ^ 4 . Р л э З л г ( ^ Р | х : л п . & ' ( ф ^ « Л ь э / т * -ОАС^-с А .э 

э Уа,Гав # и лп, « а , с Г Э л ( ^ г ^ + *Ч* ' # 1 А * ' + ГА - *-4^) • 

• Л . Г - 4 ) ^ , Эл<&^) + 4,1* 1Л>иЛ,1 + 

+ ( А - * 4 ) . а 1 - Г - < ) ^ 1 ) ) > . 

Замечание Э. Если ?* функция, ^* алгорифм из лемм» 

5, 1 , * , < ^ и ** Ш, с и об И , 0 < с & Л а г ~ . | А ^ Х | | , 

-Ц и -^ Щ, 0*<1^4*АЬ0 44,2б4 , а р^ , Р^ и Р3 слава. 

такие, что Р ж ^ о ^ а О а ^ о ^ а с о с ^ о - б о } 

\ж^ а \иА а А о Л а с • — а об а С*+ 2 ^ ) . д ^ о -и 

Р 3 x ( 1 - Ф 1 ) о ^ 2 ^ ' 1 о 0 о ^ ^ с а ( ^ о ^ ^ . 2 о ^ 

а *%̂  ^ А й » А 3 НЧ, ДЛЯ которых верно 

V* С^^^ЗэГ^.Р^Л^Яг-1 ! ^ Р ^ (А^+4), ) ; Т О Г д а выполнено 

а) д и Ш | , 4 6 ^ 3 , ^ ^ . Р ^ А ^ } ^ ^ систем* 

неперекрывающихся рациональных сегментов и 
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6) ^\^^и?лЛЬи\4.2т*4.^1А^и^М^\ 

Лемма 6о Пусть С р^и* множество Ш, УС ( С ) , ос РЧ, 

4 & ос , а <в& алгорифм такой, что для всяких НЧ ^ , X 6 С , 

мЦЧ Л^ м Л д , 0 ^ А ^ т 4 0 Л А А ^ 4 , верно 

^ и А ^ о О о - в о ^ ^ - е а с / я а ^ я ^ о ^ о - в о ^ , 

е ЭД* „,* 0 стройный арифметический алгорифм, который не 

является арифметически полным, и такой, что если ж,л . НЧ, 

Л 
для которого верно ! й . 1 а Хла Л а &,л * , , *о 

• ( ^ ^ ^ А ^ о Л ^ а Л о Л ,̂̂ .} "^^2 система неперекрывающихся радио-

надьннх сегментов и существует РЧ <&й * такое, что 
I 

К^&С, %^пЛ.чЫл л 1 является объединением сегментов этой сис-

темы, причем в случае, что Ч$.(0&&&Аэп. ^.Ы^&^а^оЛаСЛъд *+^2^ 

выполнено 1 1 Г ^ А 1 а 4 , ^ ^ 1 ^ ^ - 1 1 Г ^ А 1 а 4 > ^ ) 0 3 I . 

Тогда для почти всех ЦЧ | верно (Ч3.4С4еС&.| € Яг^Л.) э 

( ^ с ^ э ! © ^ ) ) , где для 1Н ^ , 0 * ^ * * > 

Щ ^ А ^ ( ^ е ТТ& V/»* и -I 21 Лк, ( 0.* г ^ 4 Л Л е С к \ Ы^а? а 

доказательство. Мы построим алгорифма (9* и -ё такие, что 

для всяких ЦЧ Л, , 0 * Я„ -б 4 , НЧ ЛЬ Л и -Ь и РЧ с , 
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О < с , верно 

Ф*и\оЛ о ^ а (1-Н), 2: Л ЬУ/яг Сли<А, э ( ^ Я ^ а Х а ^ а ^ з : 

з : Л))к(ийС^^^^^^^Оа^оI^)жЗъС(д^Xл^^а^ка^xА))^ 

1) Пусть ^ , ^ и л> ВД. 

а) ЕслипЗА,ЛЛь(0б1* 4кЛ&ък&6.Ъ&(&^пЯйкаЪлж& ) , 
т о мы построим последовательность неперекрывающихся рациональ-

ных сегментов *С К* 5& , которая соответствует мнохест-

вы, образованному сегментами Х ^ , 4 & ль , и ^"и^и р 

Э+Л)к,С0б + &4асЛеС&1М^а4аЛа^&Уа(о,*1б1ъ** 

а,*{^*и^а4ага^п*и1пЛа-^тЛ») . 

Тогда, очевидно, Ч%(% * П& § с ^ э -п ВЯь (§ вЖм ) ) . 

б)? Пусть Ч Я^ п ^ о ^• }. . непустая система всех троек 
о" 0" д* <?** * 

Щ X а Л пЛ } дяя которых верно О ^ Я . ё ^ & ^ - г ^ б ^ & ^ ^ . ^ г 

^*& (р^^аЛаАа^жАк^^г^п(()>1ЛаЛа(^^4)а Ъл ж А)) . 
(X 

Мы построим систему дизъюнктных рациональных сегментов «С й^^4 

% ВД оГ такие, что 
V.*, Со, € и й. « о, е .Ц (Си ЯЫ^Х-а ОаЛ>аЛ^^)п %Лл.а&а-гл» 

& 
л расстояние любых двух сегментов системы -1 Ф^З^в* больше 

А 
чем —р . 

Пусть сГ и с( Ш такие, что 2 + сГ< <.Г & 2 * б*<: 2 & 
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Лос-2 < 1 и пусть -С Л ^ } ^ последовательность 

неперекрывающихся рациональных сегментов, которая соответству

ет множеству, обрадованному сегментами Х^ , -1 ^ т, , 

ж &и4Ъ>31ЛМ,(0*+б4Ь<1*А&ЛеС21!и^а4аЛ,а^ & 

( >•. ^ < „/т̂ ю* /гтлр | *(Ц1 Ь оЛ.-а,1) &УаСа 6 &^4Ъ. ̂  си е 

Тогда, очевидно» У| С§ 6 ТТ&т З^СХе С & $ 6 # и Х . ) & ^ € 

€ ^ & п З ^ С 1 ^ ^ ^ 6 Г Й с | б а ^ э п п З ^ С ? € . 3 1 2 , М ) ) . 

21 Для всякого НЧ Ь не могут не существовать Ш %0 ш 

•Ь такие, что 

í8> ^ ( Å l л * '" ť^ ' 
Действительно, пусть ^ л и * 0

 т и ****** } 2,**Ч** 

последовательность последовательностей РЧ такие, что 

У^ЯЛСО** * 4 &^е С&Х-*д0& . ^ а 0 о Л о 4 , эЛь*±0 & 

(-^^ а . 1 2 а Л г а ' й 0 _ | ; 2 : Л ) и для всяких НЧ о и ± , 

А * о Х о Ь о * , Х Л / 

к л л . < >tл 

4 
"г^ "* '"ЙOI*O 2 A + 3 * 
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Тогда при помощи леммы 3 легко доказать (8) . 

3) Ввиду 1), 2 | и леммы 4 доказательство закончено» 

На основании лемм 5 и 6 и замечаний 1, 2 и 3 легко усмот

реть, что верно следующее утверждение. 

Лемма 7. Пусть У функция, а С р.п. множество НЧ та* 

кие, что Ж СО 9с Ум С! ГСос) I» 0 э ЛЯ СЛе С & х в Я^Л^ >> . 

Тогда для почти всех ПЧ Р верно С п З Х С Я с С & ^ с ^ Х ^ ) э 

Теорема 2* Пусть У функция. Тогда для почти всех псев

дочисел | выполнено 

-"Я**'-«.^'«У^.^^-^г^Чл^.*;?^ • 
Доказательство. Мм построим КДЧ 4Г , для которого выпол

нено 1944)- ^СО) I -г ^&У^^л-ЛгС0 .бФ .*4&а,<^.э 

эл(Д(Г,о,^^)- гС-^) - 1.Л,. 1г, 1 О , А > 1 >> • 

Согласно лемме 4 из СЗ] мы для всяких ЦЯ -и, 0 & <1 & 4 , 

и №1 -Ь построим р.п. множество НЧ С^ ^ и функцию 3% г та

кие, что ЖСС^ь)$,У1,СЯйС^±э±^. \^ЛЛ\< А($;&иЛ;)-(~4)'1)В< 

<Г.Д - У - Г Г, С ^ 1 и ГУ, С ^ 3 функция слабо 

ограниченной вариации. Тогда ввиду леммы 7, замечания 2, тео

ремы 3 из ГЗ] и того, что - очевидно -

V^%с<^6<^6'^&<^€п%<V^-ч-^ЗА и еС^$± 8 * § с ^ ^ > э 

3>кд(+*»,(-'?> • У.. | ) ) > доказательство закончено. 

Пример 1» Существуют псевдоравномерно непрерывная функ

ция ^Г и П.-»-числа & и ^ такие, что Икл (+ лэ, &, ^ ) &. 

^клС; »,*• ^> -.воин; | а > * -,р^сг, е а) . 



Пример 2. Существует функция 3", (ХС&) (см. С53), 

такая, что для всяких ^ ^ . ^ ^ е 5 (см* С41), последователь

ности рациональных сегментов *$&&?&, и П̂ Ч ^ , для ко

торых верно р. С<Ш^}1Г1)<: А&Ут, С^СтЛ « ^ 1 ^ 0 *< и < 4 > 

существуют КДЧ л и П̂ Ч ^ такие, что 

х е 0<?4 8с-1 <Х€-Ст л | #» л ь)ЬВв1С^д<)8с ^ \ л < ? > > 8с 

? * 0 ^ Ь п Э * ^ е й ^ ) 8 < В « С С Г , ? > & -г .В к л С Г, Р • 

На основании [21 и [33 легко доказать следующее. 

Теорема 3. Пусть ф равномерно непрерывная функция и 

^ ПЧ. Тогда С | е Т Г | & С ^ С | ) в Т Т а э п п С 1 Г с л С - « > , ^ р & 

<С§еТТ^О^Ср€ ТГд)8спп 3/тп.^^С^с 1Т& 1-^- 11 < — ^ & 

&СГ,С^)« р г , С | ) э Ч - ?>=>-1СЭ^ Л С~ до,:?; р & 

& $ К Л С + а > , Г , § > ) ) • 

В связи с примером 2 интересно заметить, что теорему 2 

иа [31 можно усилить. 

Теорема 4. Пусть Т функция и пусть существует после

довательность функций 4 9 /̂т̂ /т. такая, что для всякого ВД 

пл, функция Су/т, н е может не быть полигональной и вшолне-

но VлV С , 2 I А С ^ - Си^,-~г Д -^-*) I < ~^~ ) « Тогда существе*! ъти% 2**> ъ**1 0(Ш 

вузот последовательность последовательностей рационалных сег

ментов «С-С - 8 . ^ $ ^ $ ^ , последовательность П̂ Ч -С ^ ^ и 

последовательность неубывающих последовательностей НЧ 

Иль7Ъл 5 такие, что 
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Пример 3 . Существует функция У, й С У ) , которая 

удовлетворяет предположению теоремы 4 и вместе с тем 

* * С * « О А 4 Э П 2 > К Л С 0 ; * > > . 
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