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COMMENTATK>N€S MATH€MAT1CAE UNtVERSITATlS CAROUNAE 

21.4 (1980) 

0 СВОЙСТВАХ НЕ01РЕДЕЛЕННЫХ КОНСТРУКТИВННХ ИНТЕГРАЛОВ 

ЛЕБЕГА-СТИЛТЬЕСА 

С ДЕМУТ (О.ВШШН), В. НМИНЕК (V. К11ХЫЕК) 

Содержание; В эаметке приведены необходимые и доста­
точные условия абсолютной непрерывности конструктивных функ­
ций относительно функций ограниченной вариации. В ней также 
исследуется (аффективная) дифференцируемость конструктивных 
функций ограниченной вариацих по функциям того же типа. 

Ключевые слова: Конструктивная функция, интеграл Лебе-
га-Стхлтьеса, абсолютная непрерывность относительно функций, 
проивводная функции по функции. 

С1азз1.Г1са-Ыоп: Ргхшагу 03-?6.5, 26А42 

Зесопдагу 26А46, 26А24 

В дальнейшем мы пользуемся определениями х обозначениями 

ив 133 я [ 1 2 3 # Вуквк &,/в ,/т, . т , ,/}» ,^, >$> к ± служат пере­

менными для натуральных чисел (НЧ), -I и -̂ - переменными для 

целых чисел (ЦЧ), си и Яг - переменными для рациональных чи­

сел (РЧ) и букв» 1Г, «г , х » -у* я л - переменными для конст­

руктивных действительных чисел (КДЧ). 

Мы напомним, что а) ступенчатыми остовами мы навиваем 

слова вида <ьй<х <ь4<... у <ьт <%} Г%.'*'Т%п, , где яп, НЧ ( т . е . 

положительное целое число), * С ^ ^ Ф * 0 воэрастажедая схете-

ма РЧ, сь0 ** О Ъ<ьт ~ А , « -С <ЦЬ$И 1 с * с т « * * ВД11? 
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б) для любых последовательности ступенчатых остовов 

и ВДЧ * и от мы посредством V (чгч { &~ \„
 4
 «* ) обовначаем: 

существует последовательность НЧ \ ^о^ ЪГЛ/ такая, что 

в) операции для ступенчатых остовов и для их после­

довательностей введены в [3], где также находятся определе­

ния и результаты, связанные с измеримостью и интегрируе­

мостью по Лебегу, в частности определения 5^ -множества и 

классов 5 « Ц ; 

г) функциями мы навиваем всюду определенные конструк­

тивные функции действительной переменной, которые постоянны; 

на /\«х ( х ^ О ) и на л х ( 1 ^ х ) . 

Определения. Пусть $ и <р функции, -ЦТ равномерно не­

прерывная функция, Н сегмент, я КДЧ и ̂  и ̂  НЧ. Тогда 

1) В У5 (я, &, Н) обозначает: % является верхней 

границей вариационных сумм функции Ф на сегменте Н *. 

Уал(«,^Н)^(ВУ5(«,Г,Н)&пЗ^ВУ5&-Г я и ;У,И)) | 

2) мы скажем, что & функция ограниченной вариации на 

О д 1 , • будем писать VВ ( 3 0 , если .3^ ЧаЛ, (<у,,&, 0д4); 

3) #Ж у функция такая, что У* (^Жу (х)*3*(<р(*»)$ 

Ла, функция такая, что V* (^(*.)-«25•лпл^С'тб^/Сх,'}), 0 ) ) ; 

о о ( Г ? у ) ^ У а , У Б ( ^ < ь - 9 ) ) и Д(^Н)^(^(Э / г,(Н))-'Г(9 / г(Н))) | 

4) если У В С у ) , то V С? 1, V"1" С <р1 шУ~19]' 

неубывающие функции такие, что VЕд>-1 ( 0 ) « V"4" 1Сд?-3 (0) -

- У * С у 1 ( 0 ) - 0 и для всякого сегмента К КДЧ Д(УЕд?1,К) 

(соотв. Д (V4" Ед>1, К ), соотв. Д(^"Еу1.,К ) является ва­

риацией (соотв. положительной вариацией, соотв. негативной 
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вариацией) функции у на К ; 

5) С 6 ) , ^ ) ^ [^ КДЧ, являющееся колебанием функ­

ции у не Н ̂  

6) Я.- (3*, -у, >}->, <̂  ) обозначает: для любой сис­

темы неперекрывающихся рациональных сегментов -СЙ^Ь^ вер­

но 

^ <^>Г > ^ <
 2
^ Д ' Л СУ, % ) I < 2'* ; 

7) а С?, -у ) ^ \//ш Зпь 0/ (&7 у , /т,, <гъ ) и 
&кл С ^ у ) Ф Уяя/ -л -1 Злг С1 С'У, у , /щ,, /и,) ^ 

8) I (», Г, у , > ) (соотв. 1)к^Сг,^, д » * 5 > 

значит: для всякого НЧ Яъ существует (соотв. не может не су-

[ Л ществовать) НЧ Л такое, что Яь & Л &. ВсиЛг Ох - 2Г •< <ь < 

<,х <А<х + Т &-|СуСс2,)«9С^)\/уС^) = 9С^ ,)^)& 

& ^ С 1 ^ - л 1 - * 2 ' Х э | Г С ^ ) - Г С х ) - * - (<$(^)-<?(х))и 

± Г**. | ? С ^ ) - д > С * ) 1 ) ; 

если х е 0 у 1 , то ЗЭ С ж ., ЗГ, к ) ^ Ж » , ^ , А , , * ) и 

^кл С»,$ х ) ^ 3 ) ^ С», У, Л , , х ) ; 

9) в случав, что УВ (<р) и ^ свойство КЦЧ, мм ска­

жем, что У выполнено для V[<$1 -почти всех КДЧ из И , ес­

ли для всякого НЧ Яь существует 5& -множество <-& мерм мень­

шей чем Т*> такое, что V* (х € Н Всп (V С^-Нх)^) ;э ̂  Ы ) . 

Замечание 1. 1) Согласно теореме 6.10 из 1Ъ] любая 

функция ограниченной вариации на 0 ̂ - 1 является равно­

мерно непрерывной. 

2) Пусть 4. У^/п, последовательность функций и 

^ т̂̂ /п/ последовательность КДЧ такие, что 

У/г.УаЛ(хл,^.Од4)&У/Л^вУ8С2-Л;^--а5ч.^од'ч). 
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Тогда существуют функцхя & я ВДЧ ъ , для которнх выпод-

нехо Чт, СВУЗСГ*-, %,-$, 0-М) & 1 ^ - « 1 ^ лГ"*) * 

&Уа*С*,#;0д '1)&2'СО) - 0 . 

Определения. Пусть <р х у* функции, УЗ (у*)? Р сту-

неичатхй остов, 4. Р^ ^ последовательность ступенчатых 

остовов х 1Г КДЧ. Тогда мы 

1) определим Р^у^СРтгО^'/сГаг') **&%,,-*^&**$„,,•, 

2) посредством ^-^ обозначим алгорифм такой, что для 

любых ступенчатого остова б , б ̂ ^ / л , » . ^ ^ Л ^ Л ? 

и КДЧ -х выполнено 
^са^гз ***** 

3) для любых КДЧ л * <#- , 0 ^ х. 4/и. 6. 4 , определю* 

7 * Р«Ц * <^р («р - ̂
Р
 Ох >), 

* 4) 0 в 0 8 н а Ч « . € ^ 6
, ^ ^ 5 ^ V ^ ( ^ ' ' | ^ ^ ^ о ^ V ^ ^ ^ < ^ ' я ' ) . 

Замечание 2, Для любмх функций <р и у , уз Су), сту­

пенчатых остовов Р и @ , КДЧ от* и последовательностей 

ступенчатых остовов - С ^ } ^ и -Сб^?^ выполнено 

^ -> в> Ч*,̂ -*-•»> \ Р С Ч . 
Чг*б) = ̂ ^ « 9 , Х = Г̂ <«• -Э->, ^ р ( ° ) = °' 
УВ С^р) & V* (0 ^ .ч^ 4 о V Г^г Л (*) - °$*\ Г,0<1 V Сг2 ) ; 

•71' «V Ф /I» Т ' 

8) е с л и - . Т ^ е ^ З « -СС̂ З̂  в ̂ 5 , то 

а) И Р Л 1 « Т - - , « 1 ^ - а г ) Л з , о г . ^ З ^ . ^ З « 

и, следовательно, последовательность равномерно непрерывных 

функций { *€а I равномерно сходится; 
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б) для всяких КДЧ х я ^ , 0 & х * у,* 1 9 т* посред­

ством /^"Сг^^с^у обоеяачям КДО, являющееся пределом по-

следовательностн КДЧ «С
Г
^р (у,) ~ Г

^р- (^Н^ • 

Определения. Пусть ^ , у и у функция, У В ( у ) , м 

^ }
л
е ^ § • Тогда мм скажем, что 

а) Т на О А 4 абсолютно непрерывна относительно ср , 

и будем писать АС(.Т?«д?)? если существует последователь­

ность ступенчатых остовов -Гб^}^ такая, что 

V*, ВУЗ ( 2 - ^ - 3 % , 0 А 1 ) | 

б) 3" является и* 0 д ^ неопределеннмм интегралом 

Лебега-Отмлтьеса от «Г Р^ 1^ по у , я будем писать 

Замечание 3« Мм ввиду вамечанми 1 и 2 получаем: 

X) бинарное отношение А С является рефлексивнмм м 

транеитнвнмм, в классе равномерно непрернвкмх функций теми 

ха свойствами обладают бииарнне отношения О, я й^д, ; 

II) для любмх функций 3^ , 31 я у , равномерно не­

прерывной функция у я КДЧ V внполиено 

1) если АСС^у) &АСС^,у), ** АС(3; + ̂ , у ) & 

&,АС(1Г-̂ ,Ср) ^ ( - 1 ( ^ * : 0 ) . Э АС(^,1Г.9)^ ; 

3) если УВ ( у ) , то 

а) вмполяано АС (3^ , <р) тогда м только тогда, ког­

да су-**с*»У«* ***,*,*, «*--5 , Д** которого верно 
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б) если для -I!г*Г1,$/п, & ^СЗ имеет место 

^9(3;,•(РЛ?/Л,9),*0 \1ВС$,)ЫеС\11%1,\1^\,\/19])Ь 

& Ул^т^-к-о- ус-»] (^-. ^ ( . х ) - ^ ^ ) ) л 

V^^5(^- I ^ .у,•С1^^-^ар^ и, следовательно, оо ( ^ , у ) ; 

4) ( с ь С З ^ у ) э УВСу) & о о ( у , ^ ) &(АС( .^,у ) з 

Э о С ( ^ , ^ ) ) ) . 

Определения. Пусть у и ср функции, УВ(9), " ^ }
Л
в5. 

1) Мм скажем, что ^ на 0 ,д 4 V С ̂  ^ -почти равно­

мерно дифференцируема по у , и будем писать VI (ф')
 ?
 если 

для всякого Н Ч ^ существуют 3^-множество ^ мерм меньшей 

чем 2.
_/уП/

 , равномерно непрермвная функция а- и последова­

тельность НЧ * С ^ ^ } ^ такие, что У«х^М* е 0 д4 &~1 (УГуЗЫе 

1-^. 1д>С^) -д>С*)1) • 

2) Если У С ^ З И ) -* 4 , то мн посредством ̂ Д (^ -Сг̂ }̂ ) 

обовначим: верно ^Д (У) , для У{Гд>3 -почти всех КДЧ «х иа 

О д 4 вмполнеяо ЗяСРСг,*^}^ , \11у1Ы))ЬТ)(я,У, д>,*У> и 

для почти всех ЮТ ^ из 0 д Л имеет место (УС^рЗ (4)^^э 

Мы заметим, что для любой функции ^ вмполнено 

САС(^ ; А ^ ) : = Е А С ( Г ) ) & ( О С ( ^ ^ 

(аклС#,^)~(1м($))к(<Д(Я)^ Д(<П) (см. С63, С83, 1113 

и С123). Ввиду етого обстоятельства следующие реаудьтатн 

являются обобщениями результатов не СЗЗ,163,С^З и 183. Контр-

примерм можно найти в [53 и С73. 

Соответствующие классические определения и рееультатм 

содержатся в книге А. Лебега С13* 
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Лемма 1. Пусть у функция, УЗ ( у ) • Тогда 

АССс?, ]/1<?1) 8с А С С У Г с у З , у ) , 

Доказательство. Пусть <гу НЧ. Тогда можно построить воэ-
_. -г...

 г
 4Т ;

 ЛП
>П/ IV л л -П/ 

растающую систему РЧ -С а,, з^
ж 0
 такую, что О/

0
 = О &. а ^ » 

= '1&УС^М)-2-*- 3 <. |^1ДСу,а^ . ; д о!р1 <-*1>:.Ш . 

Ввиду теоремы 1.3 ив Г23 существуют дизъюнктные системы: 

НЧ Э
0
 , ̂  « ?

г
 , для которых вврпо^^Л^^^т^^ЗИО^И: 

Тогда 0 ± ^ Ш 1 ч \ ^ Ь с % ) * ^ Ш + 1 ? \ ^ д ар + 

Мы для любых ЦЧ -*> и ^ , 0 ^ ^ - = . 2 . & ^ б 7 - о̂пределим 

^ ( - ^ « Е > - # Г < - 7<С Л ^ у > * . , у . С . Тогда, оче-

видно, выполнено ВУ6(2~
/п
"
/|
, ^^ёр - Ф . О д ^ - х 

ВУЗ С2-
та
-\ «!&. - VСо,], 0 д А ) . 

Можно доказать следующие утверждения (ср. лемму 2 из 

СЮЗ). 

Лемма 2. Пусть у неубывающая функция. Тогда 

У^(у(0)^^- .бу(' | )йс-|3бь(у(а)=-^)э .3х(«<е0 чН&уЧ*)-

= ̂ &^|г,.а
г
УпгС1уС^)-.^и .2-^о1/1Г-л I * 2"^))). 

Лемма 3. Пусть у неубывающая функция и 3̂  равномерно 

непрерывная функция, пусть у (0)- О&у ('О̂ И & V д ^ Су (х)-у%.),э 

^(*х) ̂ 'ЗЧ^)). Тогда существует равномерно непрерывная функ­

ция 3̂  такая, что 

(1) ЗГ-=г?*у &Км.(у(1)^^о 3^^) = ЗЧу ОП)) . 

Замечание 4. Пусть д? функция, УВСср) -

1) С помощью теоремы 1.3 из С 2 3 легко доказать ̂ Д (9) • 
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2 ) Пусть М1<?3(1)*/1 ш Щ и 3^ функции, для ко­

торых верно *Д(^)Ъ*Д (%) 8,VЗ (%) &VxVС\V^%1и) ~ 

-\^^Щ^1(ъ)\±\V^<$ЗЫ)-V^93(«^\) . 

Пусть (ггь НЧ. 

а) Согласно определению и ввиду замечания 1 иа [4], 

замечания 2 иа [93, теоремы 1.3 ив [23, лемм 1 и 2 и заме­

чания 3 существуют НЧ ̂  м г , 5.- -множество ̂  меры мень­

шей чем 2~™ь-^ , равномерно непрерывные функции с%л я &2 > 

возрастающая последовательность НЧ ^Ф^ь}%ь и последователь­

ность дизъюнктных сегментов ^ ^<Ла такие, что 

|̂ 1А*ла(УСУа],^,№+1,*)ЛУх^/1ос-^и.г- ло 
^\<^2и)-^2(^)\<2'±л)^1х^М,(^^^28,хс0л^ & 

а т ( у с 9 з ( х ) б ^ ) ^ ! ^ - л и 2 н * ' э 1 ^ ( ^ ) - ^ ( о < ) - ^ ( х , > • 
С 2 ) •(9С^)-9(л))1*2 - 4-Л"^. 1?(^)-9Сх)П4('«-'»=>УС9Л1)< 

<2^2^\^x^&4)8ки<*э2-*~г<V^9К^))&VxЫе 

еО^>12<(УЕс?ЗСл)б<^уЗа,и = ф) ,)-эЭ^(хбСК г)
0)) , 

ряд Х Д С У С ^ З , К^) сходится к НДЧ меньшему чем 2 ^ / г п " " 2 , 

верно Ж « К а $ г } (см. 1113), если А <• V , т о Э л С К 1 ) - 0 & 

З п , ( К 2 ) - * ' 1 и Е УГд>3?-[|/< Ь З ( с м . [ Ц З ) возрастающая на 

О д 1 функция. Следовательно, существует 5^-множество 

^ меры меньшей чем 2.-"*—* равномерно непрерывные функции 

•Л- и ^ и последовательность НЧ -С ^^Яг, * д л я К 0 Т 0 Р Ы Х в ы -

полнено 

^ х ( д С € К а э У С ^ З ( л и ^ ) 4 ^ * ^ С 1 у - У С у З И ) и 2 " А | ' г ) ^ б 

6 <^)4 У*^А, (-! С V Е9Их) 6 ^ ) 4 I V[9>1 (у > - УЦ>] (*>} ^ 2 ^гэ 

э 1 > - л к 1***)<кЧ1 (4 4*1, &2ъ (ъ ~4 э^ ~ 0)& 

ЪИ<х э<ъх = -Р; * С У С ^ 1 , - С К г ? г - 1 Л ^ ( У С у З С 1 ) .6/м, * 
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-М&пЦе<рэ^(^)--0))) . 

б) Согласно теореме 1*3 иш 121 можно построить систему 

рациональных сегментов * ®и Ч * 4 и систему НЧ4-1х,$. ^ 

такие, что У^ И - ^ - * 2 % (<3̂ зг (0,-4)-2%.^-2** >*«$,-« 4 э 

< \^Г2Р1)\^^% ( й * * К * ) ) ) ) . 

Тогда ввиду (2) X <со9^\ 0,1 .< 2"* и, следовательно, 

5 \Ш1%3.&*)\<Т"т-/{ и существует 3^-множест-

1^-гаг|&-1,̂ *1 *• тг ° 

в * оС мерм меньшей чем 2~'Г П /, для которого верно V* (л *. 0 л А & 

са^ ^(ос€^^)Vа^с^^^А2 1 члг^-'IЛxе^ ^>)эVс^^со^)*^:) 
и, следовательно, можно построить равномерно непрерывную функ­

цию <%, такую, что 

У*С1иП$К*)б«С)эаСх)-* -^т) • 

Пусть *> НЧ и'* и п$, кдч такие, что п (УГ^И Сх)е оС)& 

^-«иг
-
** . Тогда ввиду свойств «С и (2) х е О V 4 & )<&0х)1> 

>2-*"Н|^Ц>-^(*)1 >2-*-*
#
 |уС^)-<уСх)1Л19(^)-Чр(*)-

- ™ 0 « С^(^>-^С«))1^Г
Л
^. |^С^)-$С*)1 

и, следовательно, \% (<̂ ) - ̂  (л)-д-Сх)- С% Ои,)-%С*)) I 4 

2"*-1%(^)-3;Сх)1 . 

•Г «у 
Итак, мы доказали ^ ( у ) ^ *д ($ ) . 

Лемма 4, Пусть у неубывающая функция, # и <Г функции 

и
 '

(
^ ^

е 5
 такие, что г|г (0) = О & у С4> * А и (1). 

Тогда 

1) АСС^
^
)«АСС?

;
)

>
VВ(?') = VВ(5

;
)

;
ос(?;

т
)«осСI

^
), 

символ?), ^ с г , у ) ^ а ^ ( ? ) , 
г)^Д(^)«д(?)

?
Уос^

Ь
з^

(у(л)вуГа))зШ(х
д

гг
^

ь 
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^ 1 > ( ^ г , т ( * ) ) ) & ( : ^ ^ 
к, следовательно, * Д С » И 1 ^ ) е ДС?,*1^ > 5 

3) АС СУ,г^ г (осСТ-уО & Л(^
Г
)} « ( о б С ^ и а к * ( ^ гг))« 

С
Т
ДС*)*Ч(1С*;*0). 

Доказательство. Ввиду аамечання 3, части 2а) замеча­

ния 4, леммы г, аамечання 1 на С83 н аамечання 1 на С123 наш 

достаточно доказать АС С?) _э АС (У, у ) . Но ато легко следу­

ет на определений х леммн 2 на 171* 

Лемма 5. Пусть $> функция, УВС^)&,У СсуЗС^) *Ь А . Тог­

да существуют функция 'у я * 1 $
л
^ б \~л такие, что 

сэ>лссу)*»«у*УС9Э&^ 

(4)V^(0^г^6 1э^(^)-уСОЬ^$^5^)8сV/лС€^С§^^'/) 

Сем. [ЗЗ) и, следовательно, 

А) Д (у, "С ф ^ $ ) к для почти всех КДЧ ̂  на О 2Ь 4 

выполнено 3# СР(х,4 ф ^ 5^ , ^ ) &3)(2,,9,/^)& (04-^-6 

АУС9-1С1)з1*1=1)&СУСуЗС4)А-у,зг- 0)), 

б) ^ЛСуИ^^^^Д^СуЗ/^З^). 

Доказательство. Ввиду лемм 1, 3 и 4 н замечания Э мож­

но построить функцию у" такую, что (3) и, следовательно, 

УВС9)8с^
< с 0

-1^-
у с
9

]
С4>эУС^ЛС^)*у)&СУС93СЯ^ 

С5) 

* 6 А | О У С ^ Э С ^ > * УС^ЗСУИ9»3(.>1>))) . 

Согласно следствию теоремы 2 и замечанию 3 из С8] сущест-

Ухе* г о V/г«^^
л
.^- г2| 

вует - К З ^ ^ е и
1
 такое, что 

V̂ (0_..*& 1 oy Ĉ)-y 10)-r Í C A Í ^ - ^ - J X U 1 & 
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ЬДС9,^6^5/л)&ДСVС§р..1>К6)V5/>>\
,). Мм для всякого НЧ т, опре­

делим ф ^ ̂  А
0
 СС^

9
4). Тогда ввиду леммы 1 не СЗЗ, вамеча-

ния 1 ив I 83 и теоремы 6 ие СЗЗ < $ ^ ^
 6
 *-1 и мы на ос­

новании (5) получаем {§^1^, » -16^^,(4) н часть а) утвер­

ждения лемм». Для завершения докаеательства достаточно исполь­

зовать лемму 4 и аамечание 4* 

Замечание 5, Пусть -С Р ^ е ^
1
,•^<Ъ

|
\ е 5, а -{ф^е ^

1 

такое, что \Лл> (̂  (&-,,) ^ А ) . Тогда легко докаэать, что 

«ЪЗ
Ж
-".$Д.>Ц *«Ыъ-*ФМ*$ Сла-ма 1 и. 133). 

Теорема 1. Пусть о> х 5" функции, УВСд) &. УСдОС-О* 1 , 

Тогда существуют функция у и "̂ Ц̂ З,̂  © Ц , для которая вер­

но СЗ), (4) ж
 ус

*^ЦСд>, -Сф^З^) н выполнено! 

1> для любог» -С 1̂ 5̂  е **..& существует Ч̂ ,,.,̂ * .-•( 

такое, что а) С ^ } ^ . *$„**) € Ь^ , 

(
 V* (04 ос * 4 э ̂ -С Р^<Ц- = ̂ ^ С Ч Р ^ . « ^ и 8с 

и для почти всех КДЧ ̂  ив 0 А \ верно УГуЗСЛ - ^ -э 

б) если имеет место ^5 С^4г^5^,ср), то внполнеио 

**Д С#) , для УЕдО -почти всех КДЧ * ив 0 д 1 верно 

З ^ С Р С М Р ^ Х ^ Р ^ ^ 

и, следовательно, лЦ С У, «С Р^}^) ; 

2 * для любого -С г̂  5^ 6 ^ 1 существует 4 г^\т е ^ ^5 та­

кое, что (6); 

3) верно АС СУ, дО в том и только том случае, если 

существует фуикцият'̂  такая, что АСС?1) & У - у * \/Су>1 . 

Доказательств/о. Пусть у функция к 4 $ ^ ^ 6 ^^ обла­

дающие свойствами, описанными в лемме 5* 
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1) Легко построить нормальный алгорифм 7Ь такой, что 

для всяких ступенчатого остова Р Уж %!!'%'''7%^^^^*'^^^ 

и НЧ А выполнено / ^ Р о ^ , ^^Уо>*, ступенчатый остов, 

АУЬ^г пт^ \^ е 1.^ и для почти всех КДЧ п^ ив 0 л Л вер­

но Вх С Р С ж , т и Р а т^$^,^) &СЗ-1 С4^ ^ * п , & VС9-^Са^^) < 

<^<V^уК^<с)&x~<у,^V V^<$К'\)<<ъ>^2>= °» -

Тогда ясно, что выполнено V* СО ^ * ь ^ -э **€- С«х) -= 

2) Пусть ЧР^Зф, С ^ЬБ . Тогда для всякого НЧ ^ь имеет 

Согласно лемме 2 иэ [3] и теореме 2 ив С4Л можно построить 

*?<*,**, € |-1 такое, что 

и для почти всех КДЧ ^, ив 0 л А существуют последователь­

ность КДЧ \%А^^ к КДЧ 2> , для которых верно VII Р ( # ^ , 

Ул(УСуЗ(л)*^эР&Дг^;?«»)& С У С ^ - Ш ) - * ^ . : ) * -*0) . 

Но тогда ввиду замечаний 2 и 5, 1), леммы 1 ив ИЗЛ к (7) 

выполнена часть 1а) утверждения теоремы и для V^^3 -почти 

всех КДЧ у из 0 д 4 верно ЭцЧРГ^ ̂ ^^^^СуКх^ЯсРЦ-Сг^Ц,,^')). 

3) Пусть выполнено ^8 (У, Ч Р#»,-<>|,
 7
 ср ) . Согласно теоре­

ме 1 ив 13Л и следствия теоремы 2 ив С83 существует функция 

С^ такая, что V* (О** ̂  4_э (^Ы-дЛО) = 1*С<^ъГ ^ 1 >
) }
 * 

АСС9 ) 4 Д ($,4 Г ^ * Ч ф ^ ) вс % СО) » УСО) и, следовательно, 

^= (̂  ж УСдгО и ввиду лемм 4 и 5 и замечания 4 выполнено 
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к ^Д С ЗР Ч Р ^ ^ ) . Итак, мм доказали часть 16) утвержде­

ния. 

4) Части 2) и 3) утверждения теоремы следуют ие выше 

доказанного, замечания 5, теорем 1 и 2 ив 13), лемм 1 и 4 ж 

замечания 3. 

Лемма б. Пусть Т и у функции, УВСер)&У Су3 (4) -» 4'. 

Тогда существует "Гф^}^, е ^ ^ , обладающее свойствами, 

описанными в лемме 5, и выполнено 

2) если ^Д (ЗП , то существует •{ Р^ }л в 5 такое, 

что *Д<У,«С1^:и)& УС*ДСУ,<1^$„-*$„**,) , 

и верно N3(30 -э ос (3^9^ • 

Доказательство. Ввиду леммы 5, замечания 4, теоремы 4 

из С 3 3 и ТОГО, ЧТО Уа, С*Д С<П г> Д̂ (а• ;Г )) и ос С9̂  ср ) ~ 

= Уа/УВ Са-"?"- V СорЗ ) (лемма 1 и замечание 3), мы можем 

ограничиться следующим. 

Пусть (у функция, у неубывающая функция и х, КДЧ та.» 

кие, что у СО)-г 0 й у СП.* 4Вс гД(ср 8, УОЛ/СД:,0-,0А1).ТОГД» | 

как мм покажем, УВ С(̂  - у ) . 

Пусть /яг НЧ. Тогда существует НЧ *Ь0 , для которого 

выполнено С*0~Аэ у М) < 2 " ^ ^ ) 8 . 1 < < * 0 э 2 ' / т - 2 ^ у « Ж 

(8) ЪЧ$(хт+2 ,(*-у,0д4)ЪпЪ\15(гт-2~™^-Ч/ 0 А 4 ) . 

Пусть 4 -*г "Ь0 . На основании части 2а) замечания 4 лег­

ко доказать, что существует последовательность дивъюнктнжх 

сегментов Ч К ^ } ^ такая, что 36ОСК^? )̂ , рад -ЕД6(г.,К^) 

сходится к КДЧ меньшему чем 2ж Л П"*2 Ду.ЧК $^3 возрас-
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тающая иа О д 1 функция и 1чЛ *** **Д С СС̂ -1 К% 1^3 ) . Ввиду 

\/ал/ С.Х, С̂ 7 0 л 1 *) и замечания 1 ив [113 выполнено 

VВ^[(^:Д К^З^З ") и существуют НЧ А> , последовательность 

неперекрывающихся сегментов *С($%$& * возрастающая систем» 

ЦЧ -С^З^о и НДЧ от такие, что ч,0 = 0&Ус̂  СС4 ̂ с^^/Ь э \С -= 

Х-2 -< V. Согласно леммам 3 и 4 существует функция ^ та­

кая, что С ^ Л К я Ч 1 ^ ^ ж С ^ Ч К ^ 2 : 1 & Д С 9 - ) ^ У Б С ^ ) и» с л в ~ 

довательно, ос С(̂ ,) (теорема 1 иа С83) и осССС̂ ? ЧК^^ 3 , 

Су^-СК^5^3) (лемма 4) . Но тогда существует ВДЧ а ^ , для 

которого выполнено 

Чшь с*^, с о,, < а А » л з - с т , < Ч * * , д > ° д ^ • 
Ввиду отмеченных выше свойств последовательности •( Ф^З^ мы 

получаем (8). 

На основании лемм 1, 3, 4 и 6, теоремы 1 и замечания 3 

и того, что У В С с у ) а ч а
к л
С ^ 9 ^

э
^ ^

С У [
9

З С А
^

У С
^ ^ Ь

?
^ ^ 

«- т(^У)-,верно следующее утверждение. 

Теорема 2» Пусть ? и у функции, VЪ Сар) . Тогда 

АСС^,<у>« АССЗ^С^Э)** (*&,<$)& О, СТ,<р)) -

(^с^9зааклсг,ср)) -сЧдст) &ас#79о) . 
Теорема 3» Пусть Т и о? функции. Тогда 

о с С ^ д О в . СУВСГ) 8 ^ В Ц > ) & ^ДСЗО) . 

Доказательство. Ввиду леммы 6 мы можем ограничиться 

следующим. 

Пусть сС С3̂ ,д>) . Тогда, как мы знаем, верно VВС#')& 

&^ВСср). Не теряя общности, мы можем предположить, что 

Ч/С^ЗС'!^ ч-УСс^ЗС^^ ̂г м . Мы обозначим г$г ̂  ^ СГЗ-*Л/[с$>3). 
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Согласно замечанию 3 и лемме 1 выполнено об ( ^ \/Гср 3 ) 8с 

в б ( ^ у С Л ) & У л С А С С ^ л . \ / С ^ З , У ) й А С С у - а ^ Г у З , 9 ) > 

•и, следовательно, сС (#ргу) &с ее (с$? ту) , Ясно, что имеет место 

й ( % ) & а ( 9 , у ) 1 У * ^ ( 1 У С ^ , 

и тогда мы ввиду теоремы 2 получаем ^ Д (3*) Л^Д Сер) и, та­

ким обрааом, ^Д СУ) (ааиечание 4 ; . 

На основании выше приведенных результатов и [53 можно до­

казать следующее утверждение. 

Теорема 4 . Пусть 3* и о? функции и ^^1^^ & такие, 

что У В ( ^ ) & УСсуЗ С/П-М $. Л С ^ в р ) * *** ^СуЗ -почти всех 

КДЧ л из О Д 4 выполнено Зя ( Р О М ^ З ^ , УСс̂ И (*<)) & 

5 к л ( л » ^ * » л ) ) • Т 0 Г Д в А С С ^ У ) -
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