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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROUNAE 

22,3 (1981) 

О ПСЕВДОДИФФЕРЕНДИРУЕМОСТИ РАВНОМЕРНО НЕПРЕРЫВНЫХ КОНСТРУК

ТИВНЫХ ФУНКЦИЙ ПО ФУНКЦИЯМ ТОГО ЖЕ ТИПА 

0 . jlEMYT ( 0 . DEMUTH) 

Содержание? В статье исследуются свойства верхних и 
нижних псевдопроизводных [01-равномерно непрерывных 103-
функций по I О]-функциям того же типа. 

Ключевые слова: Арифметическое действительное число, 
С03-конструктивная функция действительной переменной, про
ке водные Дини функции по функции, псевдодифференцируемость. 

С1аэ81.Г1С.а11оп: ОЗР65, 26А24 

Настоящая статья посвящена основным вопросам конструк

тивного варианта теории дифференпируемости функций по функ

циям, которая используется в теории интеграла Перрона-Стилтье-

са. Основные классические результате из этой области содер

жатся в "Теории интеграла" С. Сакса С11. В статье показано, 

что на основании [ 4 ] можно для [01-равномерно непрерывных 

[03-функций и для арифметических действительных чисел - даже 

для [01-КДЧ ( т . е . рекурсивных действительных чисел) - получить 

результату :^авнимые с классическими, в частности, аналог тео

ремы Данжуа о производных числах. 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначениями 

ив [ 2 ] и [ 4 3 , в частности, переменными, перечисленными в [ 4 ] . 

Для любого арифметического действительного числа (АДЧ) 
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Р мм посредством Л'р обозначим ЮЗ-отображение ([23) та

кое, что для всякого АДЧ X выполнено 

Ли (X) & ?• та* С0,тил, СХ,4)). 

Воераетающие всюду определенные [03-равномерно непрерыв

ные [03-конструктивные функции действительной переменной Ц О ] -

КФДП), значения которых содержатся в сегменте О А 4 , мм будем 

называть [03-КФДП типа А. [01-отображения, являющиеся для вся

кого НЧ т, операторами типа (1) — > 3) ) .. мм будем на

вивать ЮЗ-КФДП типа В. 

Согласно вамечанхю 5.4 на [23 для всякой всюду определен

ной псевдоравномерно непрерывной [01-КФДП $ существует Ю З -

КФДП (̂  типа В такая, что Чх~0Л С$СхШ ) ~<^Схш)) и, сле

довательно, если *& 1о]-функция (см. [43), то О- также 103-

функция и УХ(С^СХ) ~ &р 11?ЗСХ)) (теорема 4.1 на 

[2]). 

Определения. Пусть $ и (л, псевдоравномерно непрерывные 

[О]-функции и X АДЧ. 

1) Мм определим 

к^см^^з^ио^^^уссу-хьс/^ х+с-Мг**)^ 

1 ^ л , ( ^ , Х ) ^ - 1 п Э ^ У У ( 0 ^ 1 У - Х 1 ^ Г / т ' з 

0<СУ-ХЬ (<3}гтСУ)-<2/2ДПСХ))), 

Ъ*ииь С#,Х) ^ 1тлуь С- % X) 

( фр, - см. 141). 

2) Для всякого АДЧ У мм посредством вС'Т, О^Х,/) °б°* 

аначиы выражение 

еп (%ЕЯ(У)-е^тш 
%щ)су)~ е̂ сдзсх) 

- 498 -



причем, если знаменатель (1) равен нулю, а числитель положи

телен (соотв. отрицателен), то мы будем считать, что 

6(#,0^Х.
)
У) принимает значение + оо (соотв. — оо). 

Замечание 1. Пусть '̂  и С, псевдоравномерно непрерывные 

Г О]-функции и X и 2 АДЧ. 

1) Мм напомним, что псевдопроиаводннми мы наэываем про

изводные в классическом (т.е. неэффективном) смысле. Что ка

сается односторонних и двусторонних псевдопроизводных Ф по С/ 

в точке X , мы пользуемся определениями, приведенными в ИЛ, 

стр. 108, причем учитываются значения в С#\, (^7 Х ?
 У ) толь

ко в тех АДЧ У , для которых или числитель или знаменатель 

(1) не равен нулю. 

2) Легко покавать, что существуют 0 -отображения 

С 2 )
 М^\М^2,Г1^2,^-1^1,ЪЧ^1 , 

$
+
С *,<*], 

являющиеся для всякого НЧ ль операторами типа (Ъ^ — > 

±) ) такими, что для любого СогЗ-КДЧ х
С л г

^ , для ко

торого верно Кл-о, С(
:̂
,;х

с
'
пЛ
 ) , значения (2) в #Спг^ явля

ются соответственно значениями нижней, верхней, левой нижней, 

левой верхней, правой нижней и правой верхней псевдопроизвод

ной У по ̂  в точке х
С/п
' * 

3) Мы определим 

З ^ С Я ^ , Х ) ^ ( К е ^ 

^ л С 2 , ^ , Х ) ^ С Л > к л С Л ^ > Х ) 8 с 2 ^ , ^ С Х ) - 2 ) 
и заметим, что Ует-х1^1 ($КщЬ С?\С%,>х1'г*'1) з 

Следующая теорема является конструктивным аналогом тео

ремы 5.2 из ЛИ, стр. 273. 
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Теорема 1« Пусть 9 и (^ СО]-равномерно непрерывные 

СОЗ-функции, Тогда существует возрастающая всюду определен

ная. [03-равномерно непрерывная СОЗ-КФДП Ж такая, что 0 4 ЭС^ 

* 1 и для всякого АДЧ X , ~*$кл (+Ж, X, С(г ЩК* )) , 

верно 

1) 0<Х*4ЪЩ,С$,*)Ъпп(&М9(+1Ш*-оо8< 

5с^<^^СX)«+с^V-^<5^2^,^^СX)=5С^9^СX)< + а>) * 

2) если 

о) 11 Э Л Л у у с . у - х и г ' ^ л е ^ с ^ с у ) - %ссрсхь 
э У - X ) , 

то - и СХ/пеН/ С̂ > X) V 1-€<^ СС Х̂ )) и не может не иметь 

место одна ив следующих четырех возможностей: 

а) выполнено 

(4) 5^1У,<^сх>-5-сз;^кх) «^+с?;^1сх) -= 
- 5+Г?;срСХ) 

и 

(5) - с о <ЛГ 1&9$,И.Х) < + до . 

б) выполнено 

(в) У СУ,$ЛХ) - - * о & 5 + С$;<}0СХ)« +«> & 

5-с#,срсх) = в+гя;срсх) 
и 

(7) ~ о*<1)+С?,С^СХ)< +а> ; 

в) выполнено 

се) 5-су,одсх)- + в о А 2 П У ^ т - -а>& 
]Гс«;^сх) в5+св;д.зсх) 

ш (5); 

г) выполнено 

(9) ^ И ^ З С Х ) * ^ С У ^ С Х ) - - а ) & 5 - С 1 ; ^ С Х ) -
5 + С в # 3 1 Х ) - + * . 
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Доказательство. Мы можем бее ограничения общности пред

положить, что У и &, являются ЮЗ-функциями типа В и что 

0^ <1
7
<^>(0д4) ̂  <В,^>(0 д 4) < 4 (см. 142). Существует 

возрастающая [03-последовательность НЧ {тЛ^, такая, что 

э\'?(х101)~Я(ЪШ)\ < - " * ) • 

Пусть { И., 3^о:з
 пересчет всех (конечных) систем натураль-

ных чисел. 

I) Пусть ^ диадически рациональный сегмент, ^ 5 0 & А г 

10^ <и,1С31*(ЭлСи~1Л * * Э^СЫ = * . 2 Л)) 

и пусть для всех НЧ Ло и м% й ^- . д ^ « . 

Мы заметим, что 

(10) Мр^^Ч^1 *<*,%> (Ь^ эЭх^+^Сх*"**^ 

Существует [03-последовательность систем [01-НДЧ 

-сЧятМ. л ^ . для которой выполнено 

&(.^("^=<I,сV>са^(V)V•^м = <в,9.>с^) ) ) ) . 

Легко построить [01-последовательность Ю]-последователь

ностей дизъюнктных ПОЗ-сегментов, содержащихся в 0 А 4 , 

И^ 5^ ^ такую, что для всякого НЧ ть *-*\^\ $# -

-множество (см. 123, стр. 58) меры меньшей чем 2"/пи

7 

З
л
СН^)= 0& Э„СН™) = 4Л У** с о * * * * * ^ С я ! * 6 

е (Н^)
0
)) & №. 3 ^ С̂ -Со,) е ( Нр)°) . 
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Согласно лемме 1*16 на 133 существует возрастающая на 0 А 1 

[03-функция тр. такая, что у, СО) «. 0 & у. С* ) в 4 & 

УХС0<Х<4& У ^ - п - Э ^ С Х в Н ^ ) э \ Л С + ^ , ^ , Х ) ) . 

Для всяких НЧ /т/ м ^ м н определим 

< * 1 - < э Л с н ~ > + э^снр>, к ^ 0 ^ э Л с н - ) л ^ 

Пусть для любых АДЧ Р , ЮЗ -сегмента Н и НЧ А и % 

М(Р>)^тЗ*(0**.*^&Р-#*') , 

Ы(Н>)^пЭгС0^^^^8с^б Н), 

о^,р г&)^ш .геи г~^^^ 
* р€<о;9.->сй^д))», 

Х(г7Н,Ю^\/Лаеи^ (йА>г д, &̂-1-̂ с•̂  сн е<сг,^>а)) V 
нС<а^сй^)пН-0)))), 

З ^ Л ) ^ ^ < 1 # Г > С ^ г ) , 9'(яЛ)^/^<5>^>СЙ^) -

1) Мы заметим, что для всяких НЧ Д , Ь , ^ о и ^ ч 

АДЧ Р и ЮЗ-сегмента Н , для которых выполнено Яь„ < А, & 

имеет место 0 * Ж ^ , А^) - ЗС20,&0) * 2 ~ * • * & 

Для любых НЧ /п, и А , С^З-ВДЧ ц***1 , Е01-КДЧ * С о : 1 

и ЮЗ-сегмента Н таких, что М ( л т , А)&М(ЭА(Н) ,А) & 

& М СЭ̂  С Ю,. Лс,) , существуют НЧ ^ и ^ и [>гь 4- 4 3 -после

довательность НЧ {"6^$^, , дяя которых выполнено 

^(&,*Г 0 Л,А)&ЛСя;, Н , ^ ) Л У&оГС-Ь^, п^^1,^) и, следо

вательно, С/иЛ^е Н э Ш 5 й Л СЫСН,^)эг1. « и _ )) 

и 1т+ 43 -последовательности Ю1-ВДЧ < ^ С ^ , ^ И ^ * ^ и 

* * " * ' ^ П ^ ° ЮЗ-сходятся. 
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2) Ввиду 1) существуют I 0) -отображения Зи , ^ , 
<0С1 и и в , обладающие следующими свойствами. 

а) ^ и # являются для всякого НЧ т, ЕОЗ-операто-

рами типа Ц)1""-1 > «рЕян-чЭ) ^ причем для любого 1т,3~ 

ВДЧ / у ^ верно: если -г (у1*1 е < &,&> <:^)) , то 

\(ус'»1)~<1,3'>С1) Л ^ С » 1 ^ - < 5 , У > с Х ) , 

а если у ^ 1 е < ( Г > 9 . > С ^ > то \ ( ^ с ^ ) (соотв. 

Уи(уСт'3) ) является инфимумом (соотв. супремумом) мно

жеств* АДЧ л У С - п э х с х в ^ ^ ^ с x ) = ^ : | & ^ ' с x ) - У » 

(см. (10)). Следовательно, 

(11) 0*V^-3^ЬVШе^эV^^Ы))**(X)±VиС^,СX») , 

Кроме того V ^ в д С У ^ . М С л с 0 > ) э Э ^ С ^ ^ С ^ Ъ - ^ 0 О ) 

и для всяких НЧ Ль ш ̂ 03-сегмента И таких, что N С Н, к ) , 

V/» * $ ^ * ^ V * 1 * Н &л^3е И г> I З ^ С * ^ - ^ Ц ^ > I ^ 2 '•' 4 ) -

Ввиду (10) и лемм» 5.9 иа С2Л верно 

(12) У / п , у ^ Л С ^ в < ( Г » 9 ' > С 1 - > э Э л С * + 3 : , С д с Г * + ^ 6 1 & 

<*Схс**,д)-*>ГлЧ#С*с~*3')- ^ с у ^ ) ) ) . 

Аналогичными свойствами обладает и У , 

б) Для любого ^О]-сегмента И такого, что 

V^^^СМСЭЛСН),̂ )̂ МСЭ^СН).̂ ^^ )̂), имеет место I Ыг СИ) * 

! ^ 6 ^ СИ), ^ С Н) 101 -НДЧ, являющееся инфимумом 

множества АДЧ д У С~. п ЭХ СХ в Н & ^СХ)*У », и 1 » 5 СН) 

ЮЗ-ВДЧ, являющееся супремумом множества АДЧ 

лУС-п ЗХСХе Н & ^ СХ) - У)) . 

3) Ввиду выше отмеченных свойств 10}-отображений 0^ и 

<8^ легко покавать, что существуют 0 -отображения 

С13) ЪГ1\19Ъ'1\19 2*1^1, 5 + С 3^3, 
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(14) Ъ-1*^1, Ь^1^29 Ъ+ИГи1, У + 1 ^ 3 , 

являющиеся для всякого НЧ пг операторами типа С])1'*2 .• 

3 т " г ) такими, что для любых Гт^-кДЧ * С о г 3 я /и.^-3 

значения (1») в ос^ 3 и значения (14) в <у1пг1 являются 

соответственно значениями левых нижних или верхних и правых 

нижних или верхних псевдопроиаводных З ь в точке х1"*'1 и 

5/ в точке уСт'1 . 

Для любого АДЧ X мы определим 

к^сх)^ с\сх) = ^сх)&-л? <:3г1::^зсх)~ д+1^лсх) < 
< +а>& - со <ДГ[З^СХ>~]> + Г ЗрСХ) < + л>) . 

Мы заметим, что для всякого АДЧ X такого, что С?и(Х)~ У^СХ), 

верно ф , |"ЕСГ1вЗ(Х)^^Г^Л(Х)^5+С^ЛСХ)& 1ГГУ ЛСХ) -6. 

^ГС^ЛСХ)-=3)'"Г^СХ)и> следовательно, К ( Х ) з - со <: 

Б-С^СХ)»1+ЕС^ЗСХ)«В-С5ГЛ(Х)*5+С^ ЗСХ)<: + а>. <r 

4) а) Пусть <т НЧ. Ввиду 2) существуют Е01-равномер-

но непрерывная [Ш-функция 3-^ х СОЛ -абсолютно непрерывна» 

{01 -функция дЗт, такие, что для любого НЧ ц, 3 ^ и <д^ ли-

нейнм на СО]-сегментах КТ0 ш К Г*, » 

<т» ^р х т* 7 "*1 '7-' "Т* 

« С Н " * ) ' ' ) - * (о.-»1).- Д Сс*"1) * » С * " ' ) - О) . 

Согласно теореме 2 на С4], замечанию 1«2, теореме 1.2 и лем

ме 1.16 не [3.1 существуют возрастающие на 0 А 4 ЕОЛ-функ-

цин Ж^ ш Я ^ такие, что #^С0>* Ж^С0)« 0 А # ^ С 4 ) « 

« Я ^ С П * 4& VXС0<X< Л э (1$нлС+со, аС^,Л)э-п(-оо < 

<$~Е^КХ)^ + Г^ЗСХ)<- |-а? ^ ~ Е З к Н Х ) ^ а э & Р П З ^ Н Х ) -

в-<х>>3& С1Р к л С+ л?, #^,Х-> & -1 Зр,СХе Н™ ) э 
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Легко доказать, что 

УХ (0 < X < 4 & т Э<1 СХ е Н™)& -1 \ л (+ *>>&<*, Х } 3 

з ^ ^ С ^ 1СХ) =3~Г.^ЛСХ)^^Г^ЗС^)^.гЧ"^ :^ : | с Х > > * 

б) Пусть и* т СОЛ-функция такая, что 

^ , х % | 0 '2™+2 ' ^ ^ ' Т ° Г Д а * М возрастаю^ 

на 0 л А С01-функция, г|Г_ 1 СО) = 0 & 1 | ^ # 1 С4) = 1 & 

У Х С 0 < Х < 4 4 п п З / т , т З ^ С Х е Н ^ ) А л З ) к Л С + ^ , ? й . , 1 » Х ) э 

- л С- со <с хг- С С^ ЛСХ) -= Д)/ С3ЬЛСХ)< * <» V 

.ЗГСЛ^сХ) = +л> &Ъ+ 1йиЗМ) = - сю"» • 

в) Аналогичным способом можно построить возрастающую 

на 0 д 1 СоЗ-функцию -̂ц в такую, что ^ > 5 ^0)*=0& у^$С1)« 

= 4 & У Х С 0 < Х < ^ п л З / т , п З ^ С Х е Н ^ ) & 1 1 ) к Л ^ + ^ > ^ , 5 , Х ) ^ 

- л С- оо <2Г1-.^..КХ)* Р^С ^иЛСХ) -с + оо V 

Е Г Г ^ - К Х ) = - АЭ & Р + С ^ Л С Х ) * + «>)) • 

5) Мы определим г^ . ^ -1. (у ьн- ^ х ч- г^ $ )„ Тогда ^ 

возрастающая на 0 А 4 С 0^-функция, ^ С О ) = 0 & ^ С 4 ) - = ^ . 

Пусть ^ НЧ н у 1т]-ЩЧ такое, что пг е ^ & 

"* ^к*г ̂ 4"л>?'1г19 ф - ^ ) ) , и ПУС Т Ь /иг ^ (^ (тг) л Тогда 

О < <и/ < / ) , 'Ш* Ст/З-КДЧ, -1-» .Зст-1 Эр, (ш е Н^ ) и, сле

довательно, 

(15) ШМ (п*7ЮкпЗъЫ^^^&ъ-е Си°& Кс^СС^,*-). 

Согласно 3) и 4) не может не иметь место одна ив следующих 

трех возможностей а) - в ) . 

а) Выполнено У^Сплу) < У^С^) ,Тогда ввиду (15) и (12) 

существуют Спг.]-КДЧ п? из С^)° и С01-последователъность СтЗ-

НЦЧ ^^^^°2 , Д л я которых выполнено С^С1г)-='иг = <^С'гг)& 

п С У О в О - ЗЧлгУ)2с^С11?-<1^| < 4 2 - ^ & ^ С > ) - 2 ^ / > ' < 

* С ^ + 1 > < ^ у > < * ^ ^ < & ^ > + 2 ^ ) -
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Следовательно, 

(16) V^ЗXУ .̂X€^&Уе ^ & 0 ( з ; с ^ , ^ x ) > ^ & 

вС<Г,С^,У)<-2>. 

б) Внполнено У^ъг) = У̂ С-кО &. -,-. (])~СС^З бит) = + ое> & 

ЪЧЭ^М = -соV]Г^^]М = -соЪЪ^^•^'#^1С«^)= + оо) . 

Тогда ввиду (12) легко доказать (16) . 

в) Внполнено К,_ С-иг) - Тогда согласно 3) п (11) верно 

- со <Т>1%(рМ = 51?,(р(лг)=-]>+13и1(<иг)-< + оо. 

в) Пусть и н /иг АДЧ, для которых выполнено V е СХ)°А 

/го-=:С}.(/.-)Ау^М(^,Ь) & V Х (Хе ^3<С^лX)--мгэ X = чг) . 

Тогда, очевидно, -^(лИ = У^(/»>,)&. - л (ЪУКЛ- (С^,л^)V 

VЛед* СС^,И)&У^-пЗ^^ХСХб Г&. \<^(Х)-^ \< 2"% (Х'-у I < -Г*) 

к, следовательно, ввиду (11) и (12) верно (Ъпсл (0,7V)-Э 

эЗЧГ,$Хг) = 3-С^К™)Ь11+^ЗЫ)^13^&)&2-СЩ](г)= 

= 2 " Г «^ 3 (гш-) & 5+Г 3, ^ Ы = 5 + Г «4 ЛСосг)) & СД)ес* С&, г-) => Ъ~[.Щ1Ы)** 

=5+с ̂ . Л М Й . ; ^ ^ д, 1М=згг ^ с̂<̂*-) & зг с $$.:. с̂ ) -

=5+1:^*_-:' 1-^)&5+сз,5.э (от) ^ - г а ^ б и г ) ) , 

II) Пусть •{ ̂ 0 } пересчет всех диадически рацио-

нальннх сегментов» содержащихся в 0 д 1 , а ЭС Л 0.1 -КФДП 

типа А* Согласно I мы для всякого НЧ % построим, исходя от 

\~а , возрастающую па 0&1 СО.]- функцию тьг, , обладающую 

описанными там свойствами* Пусть 

х^^гФ^\% 1*+* '**-г

) -
Тогда ?б 103-КФДП типа А. Пусть /п, НЧ и пг и 4<г ГогЗ-КДЧ 

такие, что 1 РК^С+»^,^, (^ 0* )̂) .*-иг ~ ^О*/-) . Тогда соглас-
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но I 5) верно 0<*г<№п3<ь(пг~а) &Ъгф(&,пг) &>(п ^(ъ € 

е^фЪ^(пгЪэЪЩфМ~~<ю^ 8с 

^Ц(лгб\%Ь^Ь*Ъ 

Есдн дополнительно выполнено т» За (V € (1~о)° & 

УХСХ^^&С^СХ)***^ Х - ^ ) ) , 

то ввиду I 3 - 6 ) верно н то, что требуется в части 2 ут

верждении » 

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 1. Пусть ^ , (1 н 96 псевдоравномерно непрерыв

ные СО]-функции, у возрастающая на О & 4 ГО]-функция, 

<$(())» 0&д?0О=-'(э а X и У АДЧ. Пусть ДС любое не выраже

ний 

(17) Г Д ~ , Ё + Д + • 

Тогда выполнено 

2>^у#я^,х)ло<УрК|^(^х)ласс^,гл(Х)-- $• 

•ЯС«,$КХ), В^СУ, Л ^ Х ) * ^ ^ Г | ^ Х ) в . 1 ^ ( . у , - У 1 ^ Х ) г 

2) К<^С<^ ;Х)з1^Сс^^9-^^Г9-1СХ)) & 

хс*,<^кх) = Х1?*9~\^*<рНсФр,1с?Ш)) -

Замечание 2« Пусть / СОЛ-равномерно непрернвная С03-

функци* к {а, & Яг } Ш пересчет' всех рациональннх-сегмен-

тов, содержащихся в 0 а А * Д** всякого НЧ ъ, мы построим-

неубывающие 101-функции ^ * 9 ^ ****** что-для любого -

СОЗ-КДЧ х ш выполнено ^ ( у С 0 Ъ « л п л ^ С а ^ / т ^ 

9 » < * с в 1 ) - ^ М ) + < в ^ ^ ^ 
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Для любо* неуо^твжще* [03-функции у существует во»рас-

тажвдая на ОД4 ЕОЗ-функция у такая, что 

9* 4- А^Л\ л , / САвв + Г-Г^» - 1 " 

< ^ о 1 ^ ' А(9*,,0д4) * (9<*-9<»(0)) • 
Ясно, что <у СО) « О А 9 С4> а 4 , ф~* удовлетворяет усло

вна* Липшица я для всякого АДЧ X выполнено 

^ с я и у Ч к х ^ + о ^ ^ 
- + л з У ] ) + [ ? * у - ^ С Х ) = ~аэ) & СЗ>е<^СУ*уЧХ):э~я> ^ 

< ] P[5'*y-''j(X))&CI'nc*C3*5,-' í ,X)^5cy*y 'jCX)< + <») 

Теорема 2. Пусть У « й {^-равномерно непрерывные [о]-

функции. Тогда существует воарастажвдая всюду определенная г 01-

равномерно непрернвная [ 0] -КФДП X такая, что 0 6 96 &1 я для 

всякого АДЧ X • Для которого верно "\\л(^со^7€^ь 1ТИЮ) 

я 

(18) - л Л/я* УУ С | У- X 1^ -г^^Л Фр,1<#КУ)~ 

^ % С 9 К Х ) э У ^ Х ) & п ^ а М а , < Х < > € г & С < 1 , д > С а , л ^ ) = : 

. Ф / г [ с р 1 Х ^ < 6 , < р С а , Д ^ « ©/гГ^ЗСХ»), 

выполнено 0 ^ X < Л & Я-г̂  С<̂ , X >&-11 С1пс* С ^ X)чЗкси, ($,, X » 

я 

С19) -,С^С^;(^КX>^0V5"•Е^,9.КX)*0V^+Е'^,^^СX)*0V 

Р+СЗ;срсХ>==0) 

я не может не нмегь место идя (4) идя (6) идя (8) ядн(9)« 

Докааатедьство. Мм исподьеуем замечание 2 я построим> 

исходя о* Т (соотв. о * С ^ ) э ^ Н й г н а д и » у*' (соотв. <р ) $ 

обладающую описаниями там свойствами• Мы определим 

9*1-<»Г+»«) ,$,&**Г1 • <*,&$*9'*-
Согласно теореме 2 яа С4] осуществима возрастающая ва 
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Од4 СО]-фУ**ШШ -*|Г такал, что у СО) в 0 & г̂ СЛ)* 4 в ддв 

всякого ДДЧ X » ддв которого верво ~*2>кл(+со у,®р>1<$1(Х)) в 

(18), имеет место \ л (^ , ®р, 193 СХ ) ) (см. еамечавве 2), 

Мы исподьауем теорему 3 ме [4] в построим, исходя от % 

(соотв. от ^ Л у"* ), [ОЖФДП &0 (соотв. ^ ) , облада-

мщую опмсаннннм там свойствами. 

Мы определим X ^ «|. С Х0 + ^ ) . Тогда Эб С 03-Й&ДП ти

пе А. Пусть X МЧ, для которого внполиено 

п 1 ) к л С + о о , ^ ( ! ^ - : Г К Х ) ) в (18). Тогда 

О < X < А &. -11 С-ЬШ!* С^, X) V Ъ*АК «+,Х)) & г?^С#*, X ) -

Определив У ^ Ф/1/ГуКХ ) 7 мы получаем 

№0) 0 < У < 4 & п # к л С + < х > , # , ^ 
ПТ11/ПД1* Сф^У) V 2 )гс^С^,У) ) . 

Тогда 

(21) п(^с^ку)=0ужс^^т-^с©^1:улсу»« о>, 

где X любое ве выражений (17), в ве может ве бнть верной од» 

ва ве сдедупцвж четнрех формуя 

(22) ^ С ^ . У ) , 

С23) 2~СЗ;КУ)*-оой5
+
СгГ

г
З(У)* + а» & 

-оо-<$-Е.Г
1
КУ) = 3

+
Г.?:ХУ)< + <» , 

(24) 5 - С ^ Х У ) = + Л & 1 2 + С З ; . К У ) ~ - < » * ( 

-оо<Ь-[У
у
,КУ) = 5

+
СЗ.)ЗСУ)<+ <», 

(25) 1ГСУ1КУ)-])+С?.1КУ)<--е»Э& 

И- с«;з су) * 5+ с .я, ЗСУ) = + <» 

(см. теорему 3 на [4] ш вамечашше 2) ш, сдедошатедьшо, аашду 

(20) внполнвно 
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Пусть,например, имеет место Ъпд&С!^,*/)* Тогда ввиду аа-

мечания 2 и свойств [О]-функции у верно 

С27) 0^^Щ^(У)±31^(У)<^оо % 

В следующем мм полъеуемся частью 2 леммн 1. 

Вели Ъ^л, ((#4 I 3 ^ У) 9 то согласно частя 1 ламмм 1 н (26) 

треЯуеиое внполнено. 

Пусть ~\Ъцл С§~1 1%,У)* Тогда ввиду (21) и (27) на мо

жет иметь место (22). 

1) Пусть верно или (23) или (24). Тогда ввиду (27) и (21) 

выполнено -Р л̂, С^-мУ)-

Если Л>кЛ, ( 0 ^ ; У ^ т о - очевидно - имеет место \УССЩ7(^^СУ)1" 

=»+.%>,где ЗС любое не выражений (17), на (23) следует (6 ) , а 

не (24) следует (8)* 

Если пЗ^к^СОуСфу^У) 90 согласно части 1 леммм 1, (21) н 

(27) не (23) следует (6) и (19), а на (24) следует (8) и (19). 

2) Цусть верно (25). Тогда ввиду (27) и 1*** С^ •> У) вн-

полнено ( 9 ) . 

В теореме 2 нельея заменить формулу (18) формулой ( 3 ) . 

Пример. (Существует Со] -равномерно непрерывная 10]-функ

ции С%> такая, что для любой воерастающей всюду определенной 

10Э-КФДП 96 можно построить Ю1-ВДЧ ^ Ш такое, что 

эвм^ЗСУ) >$<*«")> * 3 ^ ° ; 9 ^ т > 

и, следовательно, %л СО, ( ^ * Л Ь К«^ С$,*Ш) и со

гласно лемме 1 ш 
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Замечание 3. Предположение ЮЗ-равномерной непрерыв

ности С О)-функции У и (^ в теоремах 1 и 2 является существен

ным* Согласно примеру же Ц4Д, стр. 471, существует псевдорав-

*:омерно непрерывная СОЗ-функцжя $ слабо ограниченной вариа

ции иа Од А такая, что О & $4 А и для всякого СОЗ-ВДЧ 

/у,С01 , 0 < /^ с о л < 4 ? не может не существовать 10]«-КДЧ 

у с о : 1 , для которого выполнено 

0 < * " л < 4 8сУС*1"о:,)== ^%,0<^Г1^,К^ЫС02) < 

] ) ^ ^ З С х С 0 3 ) < 5 - ^ 

и, следовательно, $ является [1]-равномерно непрерывной и 

Ке^^^x
ш
)&0<Ь

+
[^

1
ДЗ^

С о 3
)<^Г^

^
^З(^

^ : < ? : ,
) < 

3+1М,^П С*™*) <%~ 1^,?](*№)< + со . 

Замечание 4. С помощь» классических рассуждений (С 1.1-

стр. 277) легко построить 5 ̂ -множество ^ меры меньшей 

чем -̂  ж [01-равномерно непрерывную С03-функцию Су такую, что 

для. всякого АДЧ X , 0 < X < А &-, (X € #), верно 

^гдзсх)«х&^1:дз(Х)<о<^[о,зсх)«^« :5
+г^.](Х) 

ж, следовательно, 

- + а ? ^ 0 ^ ^ Г ^ ^ 3 1 Х ) ^ 5 + С А , 1 , д З ( Х ) ^ ^ 
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