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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 

XIII: 41—46, 1977 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ Л И Н Е Й Н Ы Х ОДНОРОДНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ВЫСШЕГО ПОРЯДКА 

1АЯОМ1К 8^СНОМЕ^,В^по 

(Поступило в редакцию 13го января 1976 г.) 

Пусть / любой непустой интервал на действительной прямой Я. Множество 
всех функций имеющих к непрерывных производных на / обозначается через 
Ск(1). Через Мк(1) обозначим множество всех п х п матриц с элементами из 
Ск(1). Через р1 = (рп, ..., ры) обозначим /-ю строку матрицы Р = (ру) е М1(1). 
Это обозначение применяется и к другим буквам. ди — символ Кронекера, 

Пусть Функции у19 ...9упе Сп(1) образуют Фундаментальную систему ре­
шений уравнения 

(а) / , ) + 2 > | / - 1 > - - 0 , а,бС°(/),1-1 и. 
1 = 1 

Обозначая ^ = (у{-~1) е М1(1)9 переводим (а) в систему IV' = А\У9 где А = 

= Р — ( 1, где Р = (<5| + 1./) — л х п постоянная матрица, а = (а19 ..., ап). 

Матрицу А будем называть сопровождающей матрицей уравнения (а). Ана­

логично В = Р — I . 1 е М°(1) — сопровождающая матрица уравнения 

(б) 2(и) + X Ь ^ 1 " " = 0, Ъ,еСУ)9 г = 1, ..., и, 

где 6 = (Ь19 ... йя) и / — любой другой непустой интервал на К. 

Теорема 1. Пусть У = (уи) е Мх(1) является фундаментальной матрицей 
системы У = СУ, где С е М°(1). Для того чтобы функгрш ук1, ..., укп образовали 
фундаментальную систему решений уравнения (а) необходимо и достаточно, 
чтобы существовала регулярная матриц Рк = (ркц) е М*(-0 такая, что на 
I имеет место 

(1) РЬ = АРк-РкС9 рк2 = (6ки...,Зкп); 

к = 1, ...,и. 
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Доказательство. Необходимость. Пусть ук1, ...,уы - Фундаменталь­
ная система решений (а). Тогда на / справедливо •% = А \Ук и ёе1 ИУк =- щу 

..., Л я ) Ф 0, где \Ук = 04!ГХ)) е М'(/). Обозначая Р, = \УкУ~\ получим 

р; = И^У"1 - И^Г^ГУ-1 = АРк - РкС 
и 

Р ш = (с!е* У)"1 X Л (У ; ( = 5„, у = 1, ...,«, 
1 = 1 

где Уц — алгебраическое дополнение элемента уц в 7. 

Достаточность. Пусть Рке М1(1), йе1 Рк + 0 на I и (1) вступают в силу. 
Обозначая №к = (Щц) = РкУ, получим 

W\ = P\Y + PkT = (APk - PkC) Y + PkCY = AWt k 

**-/ = ЕР*1.Л1 = X 5 «^1 = Уц> у = 1, ..., п. 
[--1 1=1 

Следствие 1. Для т0г0 чтобы г^, ..., укп е Сп(1) и Щук1, ..., укп) ф 0 на I не­
обходимо и достаточно, чтобы существовала Рк е Мх(1) такая, что 

Рк1 = й ь •••А„), Ри+1 = /^.С + />**> * = 1, ...,л - 1 
и Ае1Рк Ф 0 я#/; к = 1, ..., я. 

Доказательство вытекает из теоремы 1 при обозначении 

я = -РкпСРй1 - р'ыРк1. 

Замечание 1. Следствие 1 является эффективным признаком приводимости 
системы п линейных уравнений 1-го порядка к уравнению «-го порядка. См. [1], 
с. 150-152, [2], с. 230-237. 

Определение 1. Пусть существуют функции I, ие Сп(1) такие, что г' Ф 0, 
и Ф 0 на I, / = 1(1) и функция у = т(1) е Сп(1), [у(х) = и(х) х(1(х))], является 
решением уравнения (а) для каждого решения х е Сй(/) уравнения (Ь). Тогда 
скажем, что уравнения (а), (Ь) эквивалентны и будем писать 

(«)~(Ь) {*,{}, где С ^ ^ е С * " 1 ^ ) . См. [4], с. 6, 7. 

Лемма 1. Для того чтобы (а) ~ (Ь) (I, 0 необходимо и достаточно, чтобы 
существовала регулярная нижняя треугольная матрица Р е МХ(Т) такая, что 
на I справедливо 

(2) Ри = 1, Рц = 0 для I = 1, ...,п - 1; у = I + 1,..., п и 

(3) Р' + СР + ГРВ(1) = АР. 
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Доказательство. Пусть 2еМх(3) - Фундаментальная матрица системы 
2' = В2. Обозначая V = и2(1) е М1(1) получим 

и V « и'2(1) + Ш'В(г) 2(1) 

(4) V' = (СЕ + 1'В(г)) V, 

где Е — единичная матрица порядка п. Применяя к (4) теорему 1 при к = 1, 
получим из (1) рх = (1, 0,..., 0) и (3). Используя 

(5) 
,-"4 c £ + ř ' ғ -' 'Q + p;, / = i, ...,л - i 

индукцией по / получаем (2). 

Лемма 2. Пусть матрица Ре М1(1) и вектор рп + 1 = (рп+1л, ...рп + 1гП), где 
Рп+\]е С°(/),у = 1, ..., и, определены уравнениями 

(6) P' + ÇP + Í'PҒ = FP + [ , p. =(i,o,...,o). 
\Pn + lJ 

Тогда Р удовлетворяет уравнениям (2), (3). 

Доказательство. Из (2), (3) вытекает 

(7) р% = (1, 0,..., 0), р1+1 = р&Е + 1'Е) + р\9 / = 1, ..., п - 1, 

но тоже самое получится из (6). 

Замечание 2. Матрица Р определенная в лемме 1 зависит только от выбора 
Функций I, %. (7) дает эффективно строки р1 матрицы Р. 

Теорема 2. (а) ~ (Ь) {*>, }̂ тогда и только тогда, если имеет место 

(8) (1')пЪ(1) = аР+рп+1, 

где Р = (ри)еМ1(0, 

(9) рг =(1,0,. . . ,0), р1+1 = Р&Е + ГГ] + р'„ / = 1,...,л. 

Доказательство вытекает из леммы 1 и леммы 2. Именно из (3), (6) 
получится 

<оНо)ч:> 
1'РтЬ(1) = аР + рп+1 и в силу (Ю) (8). 

Замечание 3. Обозначая Р„+х = ( <у у ) ' п о лУчится (8) в виде (г')\Ь((), 1) = 

= (а ,1)Р я + 1 .См. [3], с. 419. 
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Лемма 3. Пусть 1е С(Г), I' Ф 0 на I, С е С" '(I)- Пусть векторы р1 = (рп,..., 
/>.»). РцеС~'+1(1), / = 1, ..., и + 1, } - 1, ..., и, удовлетворяют (9). Гог&х 
имеет место 

/>«-(0'" , ./-1,и+1, 

А+.«-(1

/)с(«Г1+(2

,)(0-а<". 1-1, ....... 

(Ю) л + 1,_. = (^(С2 + ГКО1-2 + з(з)с(0'"3 + 

+ (3')('Г3<'" + з ^ О ' Г О Г 4 , * = 2 п. 

Доказательство получится методом индукции по / используя 

Р\+\) = (Ру + />у-1 +Р1у, / = 1, ...,л;у « 1,...,/, 

где /?ю = 0, / = 1,..., п. 

Теорема 3. Пусть даны уравнения (а), (Ь). Цля того чтобы (а) ~ (Ь) (/, П 
неоходимо и достаточно, чтобы существовало решение г е Сп(1) дифферен­
циального уравнения 

<>•> ^ [ т Ы ( ? ) > < ^ - . < о - - ^ * о ] + 

+ ^ - ( , . « ) / • - «... - - ^ « . ' + • ^ • [ « О " ' - - . ] ' 

такое, что (8), (9) имеет место для I и 

(12) С"--и-[*.(0*'-в.-(2)(''Г1«"]бС-,(/). 

Доказательство. Из (8) (10) вытекает 

03) (02Ь^-ап1' + ̂ ' + ^", 

(14) (гГ *..,(*) = ( О Ч - , + [ ( " ^ ^СС? + (" " %"\аа + 

+ (")(С2 + ГКО» + з(;)с.'«- + (;)*'»- + 3 ( ^ ) ( 0 2 . 

Из (13) получится (12), что и вместе с 

С' = 4[Ы0<'-«Л'--^[(.'Г1.'Т 
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и (14) дает (11). Наоборот из (И), (12) вытекает (13), (14). На основе теоремы 2 
закончиваетея доказательство. 

Замечание 4. Теорема 3 обобщает теорему 2.13 в [4] с. 10. В случае п = 2, 
а2 = 0> Ь2 = 0 уравнение (11) принимеат вид 

[тт-Щ]] + {1ГЧ1) = а1' СМ'[5]-
Замечание 5. Пусть Р = ^Т. Тогда (6) равносильно с 

У' + ̂  + Ш ^ ^ + и ), и 1 «(1,0, . . . ,0), 
\ и и + 1 / 

Т' + ГТР = РТ + ( ° \ ^ = ( 1 , 0 , ...,0). 

Вид элементов р^ матрицы Р независит от п. См. [3], с. 491. 
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