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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENS1S 
XX: 9-20,1984 

DIE ARITHMETISCHE OPERATION DER SUMME 

EMIL SLATINSKV, Brno 
(Eingegangen am 5. Jänner 1981) 

1. E I N F Ü H R U N G U N D B E Z E I C H N U N G E N 

In der Literatur werden verschiedene Operationen zwischen geordneten Mengen 
studiert (siehe z. B. [ l ] , [2], [3], [4]). Dabei ensteht eine natürliche Frage: Sei X 
eine Klasse geordneter Mengen und sei eine Operation auf der Klasse aller ge­
ordneten Mengen gegeben. Welche sind die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, daß Resultat dieser Operation, die auf Elemente der Klasse X 
angewendet wird, wieder ein Element aus X wäre? 

In dieser Note beschäftigen wir uns mit dieser Frage für den Fall, daß X die 
Klasse aller Verbände ist. 

1.1. Bezeichnung. Sei A eine Menge mit einer binären Relation Q; solche Menge 
bezeichnen wir mit (A, Q). Sei weiter B eine Menge mit einer binären Relation a. 
Wir schreiben A ^ B genau dann, wenn ein Isomorphismus <p : (A, Q) -* (B,a) 
existiert. Sind speziell die Mengen A, B mengentheoretisch gleich und ist id^ ein 
Isomorphismus (A, Q) auf (B, a), dann schreiben wir A = B. 

1.2« Verabredung. Sei (A, Q) eine Menge mit einer binären Relation und B S A. 
Dann wird B immer als eine Menge mit einer binären Relation vorausgezetzt, 
und zwar mit der induzierten binären Relation Q n B2. Umgekehrt, für zwei 
Mengen (A, Q), (B, a), das Symbol A £ B bedeutet die mengentheoretische Inklu­
sion und zugleich Q == a n A2. 

1.3. Definition. Sei {Mt; i e G} ein System von Mengen. Wird eine Ordnung <; 
auf der Menge A == IJ Mt definiert, dann bezeichnen wir das System {Mt; t € G} 

mit {Mt;ieG\(A,£)}. 
Wir definieren auf dem System {Mt; i e G \ (A, £)} folgende Relationen: 

Mti e Mt2oati £ at2 für beliebige atle Mti,al2e Mt2, 

Mti < Mt2 o ati < at2 für beliebige ati e Mti, atJ € Mi2, 

Mtx <Mtl o Mti < Mt2 oder Mti - M u . 



. 1.4. Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daß ~< eine Ordnung auf {Mx\ 
eG\(A, £)} ist. 

1.5. Verabredung. In der ganzen Arbeit werden wir eine Ordnung auf einer 
beliebigen Menge mit dem Symbol = bezeichnen. 

1.6. Definition. Sei {Mx\ te G\(A, <0} ein System und sei G ©ine geordnete 
Menge. Ein solches System nennen wir isoton genau dann, wenn für beliebige 
i1,i2e G aus ii < i2 stets MXleMX2 folgt. 

1.7. Verabredung. Für ein System {Mx\ ieG\(A, g)} werden wir immer 
voraussetzen, daß G eine geordnete Menge ist. 

1.8. Bezeichnung. 
(a) Sei {Af,; i e G} ein System geordneter Mengen. Mit £ M, bezeichnen wir 

leG 

die Kardinalsumme der Mengen Af,; leG. 
(b) Sei {Af.; i e G} ein geordnetes System geordneter Mengen, wo G eine Kette 

ist. Mit £° Af, bezeichnen wir die OrdinalSumme der Mengen Mx\ieG. 
leG 

(c) Sei {Af,; te G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Mit £ ' Mx be-
teG 

zeichnen wir die lexikographische Summe der Mengen Af,; leG. 
(d) Seien M, N geordnete Mengen. Mit Af oN bezeichnen wir das Ordinal-

produkt der Mengen Af, N. Mit AfN bezeichnen wir das Kardinalprodukt der 
Mengen M,N. 

A 

1.9. Definition. Sei {Af,; ieG\ (A, ^)} ein System. Sei £ Af. die Menge aller 
teG 

geordneten Paare (i,ax), wo leG, axeMx, mit folgender Relation: (ii,atl) ^ 
A 

^ 02>tf,2)oii = l2 in G und qXi g aX2 in A. £ Af, wird Summe des Systems 

{Mt\ teG\(A, ^)} genannt. 

I Є G 

1.10. Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daß f£ eine Ordnungsrelation auf 
A A 

YJ Af, ist. Also ist ]P Af, eine geordnete Menge. 
i«G leG 

1.11. Bemerkung. Aus 1.9 folgt gleich: 

(a) Sei {Af,;ieG} ein geordnetes System geordneter Mengen. Wenn G eine 
Antikette ist, dann gilt £ ' Mt = £ Mx. Wenn G eine Kette ist, dann gilt £ ' Af, = 

ieG i e G t e G 

« € G 

(b) Sei {Mx\ieG} ein geordnetes System geordneter Mengen. Ist Af, ^ Af 
für jedes i e G, dann gilt £ ' Mt = G o AT. 

«eG 
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(c) Sei {M.; i e G \ (A, S)} ein System. Dann gilt £ Mt = £ ' M, o das System 
A icG K G 

ist isoton. Weiter gilt £ M. = G.4 o M. = .4 für jedes j e G. 
i e G 

1.12. Bemerkung. Sei {Mt;ieG} ein geordnetes System geordneter Mengen. 
Dann existiert ein isotones System {N.; i e G \ (B, ^)} mit N. s Mt für jedes 

i e G. Dann gilt £ ' M. s X' #i = I #•• 
i e G t € G i€G 

1.13. Bemerkung. Alle arithmetischent)perationen zwischen geordneten Mengen, 
A 

die in 1.8 eingeführt werden, sind Speziallfälle der Summe £ M . . 
ieG 

2. A N W E N D U N G DER OPERATION DER SUMME 
AUF DIE KLASSE ALLER VERBÄNDE 

2.1. Bezeichnung. Sei M eine geordnete Menge, N £ M. Wir bezeichnen 
LM(N) = {ae M; a ist eine untere Schranke von N}, UM(N) = {ae M; a ist eine 
obere Schranke von N}. Wenn N = {al9 a2, ..., an} ist, schreiben wir LM(N) =a 
= LM(al9a2, ...,an). 

2.2. Bemerkung. Sei M eine geordnete Menge, N £ M. N heißt nach unten 
[nach oben] beschränkt in M genau dann, wenn LM(N) # 0 [UM(N) £ #] ist. 
M heißt ziach «wte/i [nach oben] beschränkt genau dann, wenn M in M nach unten 
[nach oben] beschränkt ist. 

Fig.l 

2.3. Bezeichung. Sei M eine nach unten [nach oben] beschränkte Menge. Das 
kleinste [größte] Element der Menge M bezeichnen wir mit l(M) [g(M)]. 

2.4. Bemerkung. Es gibt solche Durchschnittshalbverbände G, M, daß GoM 
kein Durchschnittshalbverband ist: 

2.5. Beispiel. Sei G = {h, i2i h} geordnete Menge mit dem Diagramm in Fig. 1. 
Also ist G ein Durchschnittshalbverband. Sei M ein nach oben unbeschränkter 

U 



Durchschnittshalbverband, Sei a e M ein beliebiges Element. Wir zeigen, daß 
O2»*) A 0 3 , a) in G o M nicht existiert. Setzen wir voraus (i0, c) ==- (i2, a) A (I3 , a). 
Dann ist (i0, c) ^ (i2, a), also i0 < i2 oder i0 =5 i2 und c ^ a und ähnlich (i0, c) «£ 
£ (h>a), also i0 < i3 oder i0 =- i3 und c <£ a. Es kann i0 = i2 nicht sein, denn 
in diesem Fall i2 ^ *3 wäre, was ein Widerspruch mit i2 \\ i3 ist. Ebenso ist i0 = i3 

unmöglich. Also i0 < i2 und gleichzeitig i0 < *3. Dann ist aber i0 « h . Also 
Oa»ö) A(i3,a) =» Oi,c). Sei de M ein beliebiges Element. Dann ist (h,d) ^ 
I ^02»Ö) , 0i»<0^03»a)» d - h - (h><l)eLGoM((i2,a),(i3,a)). Daraus 0 l f < 0 £ 
^ Oi - c), also d ^ c, d. h. c = g(M). Das ist ein Widerspruch mit der Voraus­
setzung, daß M eine nach oben unbeschränkte Menge ist. Also existiert (i2, a) A 
A 0 3 , a) nicht und G o M ist kein Durchschnitsshalbverband« 

Aus der Bemerkung l.ll(b), (c) und 2.4 folgt 

2.6. Bemerkung. 
(a) Sei {Mx; 1 e G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Sind alle Mengen 

Mx Verbände und G ein Verband, dann braucht £ ' Mx kein Verband zu sein. 
icG 

(b) Sei {M.; 1 e G | (A, «*)} ein System. Sind alle Mengen Mt Verbände und G 
A # 

ein Verband, dann braucht £ M, kein Verband zu sein. 
*«G 

2.7« Problem. Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß Resultat der Operation der Summe ein Verband ist? 

2.8. Bezeichnung. Sei {M,; 1 e G} ein System geordneter Mengen, sei \J Mx» A. 

Ist .B £ ,4, dann bezeichnen wir G(B) = {1 e G; M. n B ^ 0}. Speziell für a e AI 
ist G(a) « {1 e G; a e AfJ. Weiter, für H £ G setzen wir -4(/f)= (J ilf,. Speziell 

ist i4(i0) -* Ml0 für i0 e G. 

2.9. Bemerkung. Ist {Mt; 1 e G} ein System geordneter Mengen und [) Mx=* A, 
ieG 

dann ist A(H) = {aeA; HnG(a) # 0}. Ebenso gilt G(a) £ G(JJ) für ae B s A 
und v4(i0) £ 4(/f) für i0 e / / c G. 

2.10. Satz. Sei {Mt; 1 e G \ (A, <£)} ein System, (h, a), (i2>b) e £ Mx. Dann sind 
iffG 

folgenden Bedingungen äquivalent: 
(A) 00 ,c) * (h>ä) A(i2,b), 
(B) i0 - g(LG(h, t2) n G(LA(a, b))), 

c « g(LA(a, b)n A(LG(h, i2) n G(LA(a, b)))), 
ceM^. 

Beweis: Es gelte (A), d. h. 00 , c) « (ix,a) A (i2, fc). Bezeichnen wir £ M , » 5. 
*«G 

Also ist 0o»c)e&s(0i»<0»02»4))- Es i st klar, daß i0€.LGOi, i2)> ceLA(a,b), 
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Weiter ist i0eG(c). Nach 2.9 ist ^0eG(LA(a9b)\ also auch i0eLG(ii9t2) n 
n G(LA(a9 &)). Ferner ist c e 4(i0), also auch c e A(LG(ix, i2) n G(LA(a9 b))) nach 2.9. 

Sei i3eLG0i9i2)nG(LA(a9b)) ein beliebiges Element. Nach 2.8 ist Mt3 n 
n LA(a9 b) ^ 0. Sei de Mn n LA(Ö, fc) ein beliebiges Element; dann ist (i3, d) e 
eLs(bi9a)9 (i2, b)) und aus (A) folgt (i3, d) <; (i0, c). Daher ist î  £ i0 und wir 
haben i0 = g(LG(it, j2) n G(LA(a, b))). 

Sei eeLA(a9b) n A(LG^i9i2) n G(LA(a9b))) ein beliebiges Element. Nach 2.9 
ist (LoO-, i2) n G(Ix(a, 6))) n G(e) # 0. Sei i4 e (LG^X, i2) n G(LA(a9 b))) n G(e) 
ein beliebiges Element, dann Uei G ( i i , i 2 ) , ^AeG(e)9 also eeMt4. Daraus folgt 
(i4, e)eL s(0i ,a) , 02,6)), also (i4fe)&(i09c) und daher ist e «S c. Deshalb 
haben wii c = g(LA(a9 b) n -4(-LG(ii, i2) n G^O*, ft)))). Es gilt also (B). 

Es gelte (B).Dann ist i,, i2eG, aeMH9beMn und auch (i0, c)eLs((ix, a),(i2, b)). 
Sei (i3, d) e LS(UX, a), (i2, b)) ein beliebiges Element. Dann gilt d e LA(a9 b)9 

i3 e L^i!, i2), i3 6 G(rf) und nach 2.9 ist i3 € G(LA(a9 b)). Deshalb ist i3 e LG(ix, i2) n 
n G(Z,x(a, fc)) und aus (B) folgt i3 ^ i0. Gleichzeitig ist de Mly9 d. h. de A(i3) 
und nach 2.9 ist d e -4(-Lo0i» h) ^ G(LA(a9 b))). Daraus d e LA(a9 b) n A(LG(ix, i2) n 
n G(LA(a9 b))) und (B) impliziert d ^ c. Schließlich haben wir (i3, d) £ (i0, c), 
also (i0, c) == (i t , a) A (i2, b) und das ist (A), 

Direkt aus 2.10 folgt 

2-11. Folgerung. SW {A/.; ieG\(A9 ^ ) ) eifc System. Dann sind die folgenden 
Behauptungen äquivalent: 

A 

(A) £ M, irf ein Durchschnittshalbverband 
160 

(B) D/e Mengen LG(it, i2) n G(LA(a9 b))9 LA(a9 b) n A(LG(ix, i2) n G(Lx(a, b))) 
haben größte Elemente für alle i t , i2 e G, a e MH, b e M%2. Ist i0 =-= g(LG0i > *2) n 

n G(LA(a9b)))9 c = g(LA(a9 b) n ^ O - , i2) n (G(LA(a9 b))))9 dann ce MtQ. 

3. SPEZIELLE OPERATIONEN 

3.1. Bemerkung. Sei G ein Verband," {Mt;ieG} ein System von Verbänden. 
Dann braucht £ Mt kein Verband zu sein. 

teG 

Zum Beispiel: Sei G =- {i t, i2} mit der Ordnung ij < i2, also ist G ein Ver­
band. Seien Mt (ieG) Verbände. Für aeMt%9 be Mt2 existiert Oi,a) A(i2,b) 
nicht, also ist £ Mt kein Verband. 

3.2. Definition. Eine geordnete Menge M heißt nach unten gerichtet, wenn 
LH(a, b) ¥> 0 für alle a, * 6 M gilt. 

3.3. Definition. Eine geordnete Menge M heißt relativer Durchschnittshalb­
verband, wenn aus £M(a,Ä) # 0 die Existenz von ä Ab tut alle a9beM folgt. 

'/vi*,.. 



3.4. Lemma. Sei {M,; z e G | (A, ^)) ein isotones System. 

(a) Seien ix,i2e G, sei i3e G ein solches Element, daß z3 < il9 i3 < /2 Wwrf sei 
d e Ml3 cm beliebiges Element. Dann gilt /3 e LG(\1, z2) n G(LA(a, b)), d e LA(a, b) n 
n A(LG(xx, z2) n G(LA(a9 b))) für beliebige a e MH, b e Ml2. 

(b) Hat LG(ix, z2) n G(LA(a, b)) das größte Element für alle ix,i2e G und alle 
a e Mtl, b e Ml2, dann ist G ein Durchschnittshalbverband. 

(c) Sei die Voraussetzung von 3.4 (b) erfüllt und i0 = g(LGOi > *2) n G(LA(a, b))). 
Ist ix || z2, rfa«« z0 = zt A z2. 

(d) Sc/ ! 0 G G wnrf a, b e M,0 m/r LM(a, b) 7- 0. Wer?« c = g(LMlQ(a, b)) existiert, 
dann ist c = g(LA(a, b) n A(LG(i0) n G(LA(a, b)))). 

(e) Seien ix,i2eG und ae M,., b e MI2. 7sr i0 = g(LG(/i, z2) n G(LA(a, b))), 
io<il9io<i2undc = g(Ml0)9 dann c = g(Lx(a, b) n -4(LG(/1, /2) n GtL^a, b)))). 

Beweis: (a) Es ist klar, daß z3 eLG(i1, z2). Da das System {M.; ie G \ (A9 ^)} 
isoton ist, gilt Ml3 e M,., Ml3 e Ml2 und also rf = a, rf ̂  b für beliebige a G M,., 
6 e MI2, de Ml3. Folglich ist deLA(a, b), also M,3 n LA(a, b) # 0 und nach 2.8 
ist z3 e G(LA(a9 b)). Daraus /3 GLG0l9 z2) n G(LA(a, b)). Ferner ist deA(i3) und 
nach 2.9 ist de A(LG(ily /2) n G(LA(a, b))). Wir haben gezeigt deLA(a,b) n 
nA(LG(iX9i2)nG(LA(a,b))). 

(b) Bezeichnen wir z0 = g(LG(/l5 Z2) n G(LA(a, b))). Also ist /0 G LG(IX, i2). 
Wenn zl5 z2 vergleichbar sind, dann ist die Existenz von ix A z2 trivial. Sei also 
ix || z2. Ist i3eLG0i» z2) ein beliebiges Element, dann z3 < il9 z3 < z2 und nach 
3.4(a) ist i3 GLeO!, z2) n G(Lx(fl, b)). Deshalb z3 ^ z0, also z0 = g(LG0i, z2)), 
d. h. z0 = Zj A z2. G ist also ein Durchschnittshalbverband. 

(c) Die Behauptung folgt einfach aus dem Beweis von 3.4(b). 
(d) Es ist c GLM,0(ö, b)9 c e Ml0, und auch c e LA(a, b). Also ist c G MIO n LA(a9 b) 

und nach 2.8 ist z0 G G(LA(a, b)), woraus z0 G LG(z0) n G(LA(a, b)) folgt. Weiter 
ist ce A(i0) und nach 2.9 ist c e A(LG(i0) n G(LA(a9 b))), also cGL,4(a,fc)n 
n A(LG(i0) n G(LÄ(a, b))). Sei rf G LÄ(a9 b) n A(LG(i0) n G(LA(a9 b))) ein beliebiges 
Element. Dann ist rfGA(LG(z0) n G(LA(a9 b))) und nach 2.9 ist LG(z0) n G(LA(a, b)) n 
nG(d) # 0. Also gibt es ein zx GLG(z0) so, daß rfe-MllVIst h = lo> d a n n 

deLMl0(a9 b) und rf <; c. Wenn Zj < z0, dann gilt M^eM^, also wieder d ^ c. 
Deshalb c = g(LA(a9 b) n A(LG(i0) n G(LA(a9 b)))). 

(e) Es ist c G MI0 und nach 3.4(a) ist c G Lx(a, b) n A(LG(ix, z2) n G(L,i(tf, b))). 
Sei deLA(a9 b) n A(LG(il9i2) n G(LA(a9b))) ein beliebiges Element. Dann ist 
rfeLA(a9 b) n A(LG(ix, i2) n G(LA(a9 b))) und nach 2.9 gilt LG(z1, z2) n G(LA(a, b)) n 
nG(d)*0. Also gibt es ein . i 4 e £ ö 0 i , z2) n G(L (̂a, 6)) so, daß deUu. Ist 
i* = h> dann ist rfc Ml0 und also rf < c. Wenn z4 < z0 gilt, dann ist Uxfi Mlo9 

also wieder rf g c. Folglich c = g(LA(a, b) n ^ ( L ^ , z2) n G^^a, £)))). 
-4 

3.5. Lemma. Sei {Mf; /e G|(^,^)} ein System, (il9a)9 ( Z ^ G ^ M . und sei 
(EG 

14 



A 

Oi ,c)e^Af, ein solches Element, daß (\*,c) = (\x, a) A (i,, b) gilt. Dann ist 
teG 

c = a A b. 
A 

Beweis: Bezeichnen wir £ Af, = S. Es ist c e 1^(0, 6) n M„. Ist deLA(a9 b) n 
i e G 

n MIf ein beliebiges Element, dann ist (\x, d) e Ls((*i, a)9 (\x, fc)). Also gilt (zt, d) g 
g (ij, c) und daraus rf|c. Wir haben also c - a Ab. 

A 

3.6. Lemma. Sei {Af,; / 6 G | (A9 ^)} em solches System, daß £ Af. c//i Durch-

Schnitts halbverband ist. Darin ist Af. e//i relativer Durchschnittshalbverband für 
alle \e G. 

Beweis: Sei i{ e G ein beliebiges Element und a3 b e Mtl solche Elemente, daß 
A 

LMn(a> b) ^ 0 ist. Es ist (\t, a)9 (\t, fc) e £ Af,. Bezeichnen wii (\09 c) = (ij, a) A 
i e G 

A(j l5b); dann ist \0 <L \t. Gleichzeitig gilt MHn LMlv(a9b) # 0, also auch 
Af,. n L > , b) ^ 0 und nach 2.8 ist \ieG(LÄ(a9 b)). Ahoist\leLG(\i)nG(LÄ(a9 b)). 
Nach dem Satz 2.10 gilt \0 = g(LG(\x) n G(LA(a9 b)))9 also ist it ^ i0. Wir haben 
gezeigt \x S h -ü 'i> a l s o lo = *i- Dann ist (\l9 a) A(\l9 b) = (\i9 c) und nach 3.5 
ist c = 0 A b. Also ist Mu ein relativer Durchschnittshalbverband. 

3.7. Bezeichnung. Mit -< bezeichnen wir die Nachbarschaftsrelation (d. h. a <b 
dann und nur dann, wenn a < b und wenn es kein x mit a < x < b gibt). 

3.8. Bezeichnung. Sei {Af,;ieG} ein geordnetes System geordneter Mengen. 
Wir sagen, daß {M,; \ e G) die Bedingung (a) erfüllt, wenn folgendes gilt: Ist 

\x e G ein solches Element, daß Af,t nach unten nicht gerichtet ist, dann gibt es 
genau ein *0 e G, \0 -< \t und dann ist AfI0 nach oben beschränkt. 

Wir sagen, daß {Af.; \ e G} die Bedingung (ß) erfüllt, wenn folgendes gilt: Wenn 
h>h 6 G, JJL || i2 1st und it A \2 = \0 existiert, dann ist Ml0 nach oben beschränkt. 

3.9. Satz. Sei {Af,; fe G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Dann ist 
£ ' Af, em Durchschnittshalbverband genau dann, wenn G ein Durchschnittshalb-

i e G 

verband ist9 Af, ein relativer Durchschnitt$halbv?rband für jedes teG ist und die 
Bedingungen (<x)9(ß) erfüllt sind. 

BeweSis: ,,=>" Sei £ ' M. ein Durchschnittshalbverband. Nach 1.12 existiert 
i e G 

ein isotones System von Mengen {N,; \ e G \ ([j N, = A, g)} mit N, s Af, für 

jedes 1 e G und £ / Af, s £< N, = £ N,. 
A t e G t e G t e G 

Also ist £N . ein Durchschnittshalbverband und nach 2.11 existieren i0 = 
t e G 

- *(--G(»I., '2) n G(LA(a, b))), c - g(Lx(a, fe) n .4(LG(i,, i2) n o(L,,(a, 6)))) für alle 
ix, J2 6 (?, a e JV̂ , £ e N,2; dabei ist c e iV10. 
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Nach 3.4(b) ist G ein Durchschnittshalbverband. 
Nach 3.6 ist N, ein relativer Durchschnittshalbverband für jedes ieG. Da 

N, £ M, gilt, ist auch M. ein relativer Durchschnittshalbverband für jedes i e G. 
Sei iteG ein beliebiges Element. Setzen wir voraus, daß Ntl nach unten nicht 

gerichtet wird. Darin existieren Elemente a, b e Nti so, daß LnXi(a9 b) == 0. Für 
i0 « g(LG(h) n G(LA(a9 b))) gilt i0 < ix. Nach 3.4(a) gilt i3 eLG(h) n G(LA(a, b)) 
für jedes i3 e G mit i3 < ij. Also ist i3 ^ i0 und i0 ist genau ein Element aus G 
mit i0 -<it. Ferner ist nach 3.4(a) deLA(a9 b) n A(LG(ix) n G(LA(a9 b))) für je: 
des Element deNtQ9 also d g c -= g(LA(a, fc) n A(LG(it) n G(LA(a9 b)))). Da 
N, s M, für jedes i e G ist, gilt also die Bedingung (oc). 

Seien nun ii912 e G mit \x \\ i2. Nach 3.4(c) ist i0 = ix A i2 und nach 3.4(a) ist 
deLA(a9 b) n .^(L^^, i2) n G(LA(a, fc))) für jedes deNt0. Also ist. d g c -= 
« *(LA(a, Ä) n ^(LG(ij, i2) n G(LA(a, &)))). Da N. s M, für jedes i e G ist, gilt 
also die Bedingung (ß). „<=" Sei G ein Durchschnittshalbverband, Mx ein relativer 
Durchschnittshalbverband für jedes i e G und setzen wir voraus, daß die 
Bedingungen (a), (]8) erfüllt sind. 

Sei (Nt; i e G \ (\j Nt = A9 <)} ein isotones System mitN, s Mt für jedes ? e G. 
<€G A 

Ein solches System existiert nach 1.12 und es gilt £ ' Mi = YJ Ni = X ^r D a n n i s t 

i e G i e G i e G 

auch N, ein relativer Durchschnittshalbverband für \eG und wir können die 
Mengen Mt durch N, in (a), (ß) ersetzen. 

Seien i t, i2 e G. Nehmen wir zuerst an, daß \x = i2 gilt. Seien a, b e Nti solche 
Elemente, daß LNtt(a9 b) & 0 gilt. Dann ist Nfl n Liy11(a, b) # 0, also auch NIt n 
n LA(a, b) & 0. Daraus it e G(LA(a9 b)) und wir bekommen ix e LG(ix) n G(LA(a9b)) 
Sei i3 eLcOi) n G(LA(a9 b)) ein beliebiges Element. Dann ist i3eLG(i!), also 
i3 <* ix und wir haben ix == gCLcOj) n G(LA(a, b))). Da Nri ein relativer Durch­
schnittshalbverband ist, existiert ein c e Nti mit c = a A fe. Also ist c == g(Lntl(a9b)) 
und nach 3.4(d) ist c = g(LA(a9 b) n -4(LG(iO n G(LA(a9 b)))). Seien wieder i t, i2 e G, 
it •= i2 und nehmen wir an, daß Nlt nach unten nicht gerichtet wird. Dann 
existieren Elemente a, b e Ntt so, daß Lnlt(a9 b) = 0 gilt. Nach der Voraussetzung 
existiert genau ein r0 € G so, daß i0 <ix. Nach 3.4(a) ist i0 e L ^ ) n G(LA(a9 b)). 
Sei i3€lrG(ii) n G(LA(a9 b)) ein beliebiges Element; dann ist i3eLG(ix)9 also i3 £ i0 

und wir haben i0 * g(LG(ix) n G(LA(a, b))). Nach der Voraussetzung existiert 
c m «rt-VJ, also ist c 6 N10. Nach 3.4(e) ist c == g(LA(a9 b) n -4(LG(i!) n G(LA(a, 6)))). 

Seien nun i l 512 € G mit ix < i2. Dann ist it = ix A i2. Seien a e Ntl, 6 e Nl2 

beliebige Elemente. Es gilt Ntl e N12, also a <> b und deshalb a = a A fe. Dann 
ist aeLA(a9b\ also Nltr\LA(a9b) j* 0 und nach 2.8 ist it e G(LA(a, b)). 
Schließlich ist it € L0(ix, i2) n G(LA(a, b)). Sei i3 e LG(ii, i2) n G(LA(a, 6)) ein 
beliebiges Element. Dann ist heLG(iX9i2)9 also i3 g ix und wir haben ix « 
* g(Laih >h) n <KLA(a> b))). Offenbar ist a e A(it)9 nach 2.9 also a e A(LG(ix, i2) n 
n G(-M<*, 6))) und daraus a e LA(a9 b) n -4(LG(i!, i2) n G(LA(a, b))). Ist d e 
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e LA(a, b) n A(LG(h, h) n G(L (̂a, fc))) ein beliebiges Element, dann deLA(a, b) 
und also d^a^b. Wir bekommen wieder a « g ^ a , i) n -4(LG(ii, i2) n 
nG(LA(a,fc)))). 

Seien endlich i1? i2 e G mit ii || i2. Dann existiert ix A i2 = i0. Sind ae NH, 
b e Nl2 beliebige Elemente, dann i0 < h> 'o < h> Nach 3.4(a) ist ! 0 eI G f i j , i2) n 
n G(LA(a, b)). Sei i3 eL^h, i2) n G(LÄ(a, b)) ein beliebiges Element. Dann ist 
i3 eLG(it, i2), also i3 g i0 und wir bekommen i0 = g(LG(il512) r\G(LA(a, b))). 
Nach der Voraussetzung existiert c == g(iV,0), d. h. c e Nt0. Nach 3.4(e) bekommen 
wir wieder c = g(LA(a9 b) n _4(LG(i!, i2) n G(LA(a, b)))). 

Also existiert g(LG(ibt2) n G(LA(a, b))) = i0, g(LA(a, b) n -4(LG0i, i2) n 
n G(LA(a9 b)))) == c für alle ij, i2 e G und alle ae NH, be Nl2 und es ist ce 

eN,0. Nach 2.11 ist £ N. ein Durchschnittshalbverband. Da £ N, s £ ' M, 

gilt, ist ][/ M, auch ein Durchschnittshalbverband. 
teG 

3.10. Lemma. Sei {M.; 1 € G | (X, g)} [ew System. Seien it, i2 e G, a e Mfl, 
2> e Ml2 mit LG(ii9i2) # 0, LA(tf, b) ^ 0. Sei M. = A für jedes 1 e G. Dann ist 
LG(it, i2) S GCL n̂, fc)) und LA(a9 b) s i4(L0(!t, i2) n G(LA(a, 6))). 

Beweis: Sei heLG(ii9i2) ein beliebiges Element. Für jedes deLA(a,b) ist 
de AI = Ml3, also deMl3 nLA(a,b) und nach 2.8 ist i3eG(tA(a,i)), Deshalb 
LG0i, i2) £ ^(L^tf, fc)) und das ist der erste Teil der Behauptung. 

Sei e e LA(a, b) ein beliebiges Element. Also ist e e A = Mx für jedes 1 e G. 
Für jedes u s L ^ , i2) ist ee Muc\LA(a,b), also i4e G(LA(a, b)) und auch 
*4 e LG(ix 9i2) n G(LA(a, b)). Dann ist i4 e L ^ , I2) n G(LA(a, b))) n G(e) und 
nach 2.9 ist e G A(LG(IX , i2) n G(LA(a, b))). Also gilt LA(a, fc) s ^ ( L ^ , i2) "n 
n G(LA(a, b))) und wir bekommen den zweiten Teil der Behauptung. 

3.11. Satz Seien G, A geordnete Mengen. Dann ist GA ein Durchschnittshalb­
verband genau dann, wenn G, A Durchschnittshalbverbände sind. 

Beweis: „=>" Sei GA ein Durchschnittshalbverband. Ist Mx = A für leG, 
A A 

dann gilt GA =- £ Mt nach 1.1 l(c), also ist £ M, ein Durchschnittshalbverband. 
teG teG 

Nach 2.11 gilt die Behauptung (B). Sei i0 -= g(LG(il912) n G(LA(a,b))), > » 
- g(LA(a, 6>n ^(LoOj/ia) n G(LA(ö, &)))). Nach 3.10 ist i0 = g(LG(it, i2), d. h. 
G ist ein Durchschnittshalbverband. Ferner ist c m g(LA(a,b)) nach 3.10, d.h. 
A ist ein Durchschnittshalbverband. 

„<=" Seien <&, A Durchschnittshalbverbände. Ist Mx - A für alle 1 e G, dann 
A 

ist nach 1.11 (c) £ Mt = GU. Für beliebige Elemente i i , i 2 € G und beliebige 

Elemente ß e MH, b e Mn existieren g(LG('i. '2)) und g(LA(a, b)). Wenn wir ,0 -
= ?(^G(*I >'2))» c = £(Ai(fl» *)) b« z e i c n n e n . d a n n 8 i l t nach 3-1 0 '0 = g(LG(.h> h) >̂ 
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n G(LA(a, b))). Ferner gilt c = g(LA(a, b) n A(LG(\X, i2) n G^Cfl, b)))) und offen-
-4 

bar ist c e A/I0. Also gilt die Behauptung (B) aus 2.11; deshalb ist ]£ Mx ein Durch-

Schnittshalbverband und dann ist auch GA ein Durchschnittshalbverband. 

3.12. Satz. Sei G eine Kette, sei {Mx; \eG} ein geordnetes System geordneter 
Mengen. Die geordnete Menge £° M, ist ein Durchschnittshalbverband genau dann, 

i e G 

wenn Mx ein relativer Durchschnittshalbverband für jedes \ e G ist und die Bedin­
gung (a) erfüllt wird. 

Beweis: „=>" Sei £° Mx ein Durchschnittshalbverband. Da G eine Kette ist, 
i e G 

giit £° Mx = £ ' Mx nach l.H(a). Also ist £ ' M, ein Durchschnittshalbverband; 
teG teG ieG 

daraus folgt, daß Mx ein relativer Durchschnittshalbverband für jedes \eG ist 
und daß die Behauptung (a) erfüllt wird. 

„<=" Sei M. ein relativer Durchschnittshalbverband für jedes \ e G und setzen 
wir voraus, daß die Bedingung (a) erfüllt wird. G ist eine Kette, also £° Mx = 

= V1 Mx nach l.ll(a). Offenbar ist G ein Durchschnittshalbverband und es gibt 
ieG 

keine ix, \2 e G mit \x \\ \2. Also gilt die Bedingung (ß). Nach 3.9 ist £ ' Mx ein 
i e G 

Durchschnittshalbverband, also ist auch £° Mx ein Durchschnittshalbverband. 
I 6 G 

3.13. Bezeichnung. Seien G, M geordnete Mengen. 
Wir sagen, daß das Paar (G, M) die Bedingung (OLX) erfüllt, wenn folgendes 

gilt: Ist M nach unten nicht gerichtet, dann ist M nach oben beschränkt und jedes 
Element von G hat genau einen unteren Nachbar. 

Wir sagen, daß das Paar (G, M) die Bedingung (ßx) erfüllt, wenn folgendes 
gilt: Ist G keine Kette, dann ist M nach oben beschränkt. 

3.14. Satz. Seien G, M geordnete Mengen. Dann ist GoM ein Durchschnitts­
halbverband genau dann, wenn G ein Durchschnittshalbverband ist, M ein relativer 
Durchschnittshalbverband ist und die Bedingungen (a^, (ßx) erfüllt sind. 

Beweis: „=•" Sei GoM ein Durchschnittshalbverband. Sei Af. £ M für jedes 
ieG; dann gilt GoM = £'Mx, also ist £'Af, ein Durchschnittshalbverband. 

ieG teG 

Nach 3.9 ist dann G ein Durchschnittshalbverband, M. ist ein relativer Durch­
schnittshalbverband für jedes i e G, d,h. M ist ein relativer Durchschnitshalb-
verband und auch gelten die Bedingungen (a), (ß). Nehmen wir an, daß M nach 
unten nicht gerichtet wird. Da M s M, für alle i e G, ist Mx nach unten nicht 
gerichtet für jedes \ e G. Wegen der Bedingung (a) existiert zu jedem ix e G genau 
ein i0eG mit dieser Eigenschaft: i0 < ix und Ml0 ist nach oben beschränkt. Es 
ist aber M s A/10, also ist M nach oben beschränkt und es gilt (aj . 
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Seien il9i2eG mit ix || i2- Dann existiert J0 = ix A i2, also nach der Bedingung 
(ß) und in bezug auf den Isomorphismus Ml0 = M ist M nach oben beschränkt. 
Also gilt (ßx). 

„<=" Sei G ein relativer Durchschnittshalbverband, sei M ein relativer Durch­
schnittshalbverband und setzen wir voraus, daß die Bedingungen (a-), (ßt) erfüllt 
sind. Sei Mx £ M für jedes i e G; dann gilt ^ M t = GoM nach 1.13(b). Offenbar 

teG 

ist Af, ein relativer Durchschnittshalbverband für jedes i e G. Nehmen wir an, 
daß es solches ix e G gibt, daß Mn nach unten nicht gerichtet wird. In bezug auf 
den Isomorphismus M. £ M für jedes x e G und die Bedingung (<xx) existiert ge­
nau ein i0e G so, daß i0 < ix und Ml0 nach oben beschränkt ist. Es gilt also die 
Bedingung (a). 

Seien i l5 i 2 eG solche Elemente, daß tx \\ i2. Dann existiert i0 — ti A z2. Da 
Af, £ M für jedes i e G und die Bedingung (ßx) erfüllt ist, ist Ml0 nach oben be­
schränkt. Also gilt (ß). 

Nach 3.9 ist dann £ ' Mv ein Durchschnittshalbverband. Also ist GoM ein 
teG 

Durchschnittshalbverband. 
Die letzte Behauptung 3.15 können wir als eine Folgerung des gemeinsamen 

Satzes 2.11 bekommen. 

3.15. Bemerkung. Sei G eine Menge, sei {Af,; teG} ein System geordneter 
Mengen. Dann ist £ Af, ein Durchschnittshalbverband genau dann, wenn G -=* 

«eG 

= {i0} und Ml0 ein Durchschnittshalbverband ist. 

3.16. Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daß wit die Bedingung (B) in Satz 2.10 
gegen die äquivalente Bedingung 

(B0 i0 = g(LG(h, i2) n G(LA(a9 b)))9 

c = g(LA(a9 b) n A(LG(il9 i2))(, 
ceMl0 

austauschen können. 
Alle Überlegungen in dem Teil 2. und 3. kann man dual für Vereinigungs­

halbverbände und damit auch für Verbände formulieren. 
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