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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS
' XX: 9-20, 1984

DIE ARITHMETISCHE OPERATION DER S.UMME

EMIL SLATINSKY, Brno
(Eingegangen am 5. Janner 1981)

1. EINFUHRUNG UND BEZEICHNUNGEN

In der Literatur werden verschiedene Operationen zwischen geordneten Mengen
studiert (siehe z. B. [1], [2], [3], [4]). Dabei ensteht eine natiirliche Frage: Sei o
eine Klasse geordneter Mengen und sei eine Operation auf der Klasse aller ge-
ordneten Mengen gegeben. Welche sind die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, daB Resultat dieser Operation, die auf Elemente der Klasse %
angewendet wird, wieder ein Element aus )" wire?

In dieser Note beschiftigen wir uns mit dieser Frage fiir den Fall, daB X" die
Klasse aller Verbiande ist.

1.1. Bezeichnung. Sei 4 eine Menge mit einer biniren Relation ¢; solche Menge
bezeichnen wir mit (4, g). Sei weiter B eine Menge mit einer biniren Relation .
Wir schreiben 4 =~ B genau dann, wenn ein Isomorphismus ¢ : (4, ¢) — (B, 0)
existiert. Sind speziell die Mengen 4, B mengentheoretisch gleich und ist id, ein
Isomorphismus (4, ¢) auf (B, ¢), dann schreiben wir 4 = B.

1.2. Verabredung. Sei (4, ¢) eine Menge mit einer bindren Relation und B © A.
Dann wird B immer als eine Menge mit einer biniren Relation vorausgezetzt,
und zwar mit der induzierten bimiren Relation ¢ n B%. Umgekehrt, fiir zwei
Mengen (4, ¢), (B, ¢), das Symbol A = B bedeutet die mengentheoretische Inklu-
sion und zugleich ¢ = o N A2,

1.3. Definition. Sei {M,; 1€ G} ein System von Mengen. Wird eine Ordnung <

auf der Menge 4 = () M, definiert, dann bezeichnen wir das System {M,; 1€ G}
teG .

mit {M,; 1€ G | (4, £)}.
Wir definieren auf dem System {M,; 1€ G | (4, <)} folgende Relationen:
M, 8 M,<a, <a, firbelichige . a,€M,,a,eM,,
M, <M,<a, <a, firbelicbige a,€M,,a,eM,,
MUISMQQMH'<M!1 Oder M."‘_—'Mu'



. 1.4. Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daB < eine Ordnung auf {M,;
€G| (4, )} ist.

1.5. Verabredung. In der ganzen Arbeit werden wir eine Ordnung auf einer
beliebigen Menge mit dem Symbol £ bezeichnen.

1.6. Definition. Sei {M,; 1€ G| (4, <)} ein System und sei G eine geordnete
Menge. Ein solches System nennen wir isoton genau dann, wenn fiir beliebige
11,1€ Gaus iy <1, stets M, eM,, folgt.

1.7. Verabredung. Fiir ein System {M,; 1€ G| (4, £)} werden wir immer
voraussetzen, dafl G eine geordnete Menge ist.

1.8. Bezeichnung. v

(a) Sei {M,; 1€ G} ein System geordneter Mengen. Mit Y M, bezeichnen w1r
1eG

die Kardinalsumme der Mengen M,; 1€ G.
(b) Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen, wo G eine Kette

ist. Mit Z" M, bezeichnen wir die Ordinalsumme der Mengen M,; 1€ G.
1eG

(c) Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Mit ) ' M, be-
1eG

zeichnen wir die lexikographische Summe der Mengen M,; 1€ G.

(d) Seien M, N geordnete Mengen. Mit M o N bezeichnen wir.das Ordinal-
produkt der Mengen M, N. Mit MN bezeichnen wir das Kardinalprodukt der
Mengen M, N. '

A
1.9. Definition. Sei {M,; 1€ G | (4, £)} ein System. Sei ) M, die Menge aller

4 teG
geordneten Paare (1,4,), wo 1€ G, a,€ M,, mit folgender Relation: (1, a,) <

< (12,8,)« 1, 1, in G und g, S a,, in 4. Z M, wird Summe des Systems
. teG
{M,;1e G| (4, £)} genannt.
l 10. Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daB < eine Ordnungsrelation auf

Z M, ist. Also ist Z M, eine geordnete Menge.

teG t€G

1.11. Bemerkung. Aus 1.9 folgt gleich:

" (a) Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Wenn G eine
Antikette ist, dann gilt ) ' M, = }° M,. Wenn G eine Kette ist,dann gilt ' M, =

teG teG . +eG
YoM,
1eG
(b) Sei {M, ,zeG} ein geordnetes System geordneter Mengen. Ist M, = M
fiir jedes 1€ G, dann gilt Y!' M, = Go M.
teG .
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(c) Sei {M,;1€ G| (A <)} ein System. Dann gilt Z M, =)' M, < das Systep,
1eG teG

ist isoton. Weiter gilt z M, = GA < M, = A fir jedes 1€ G.
teG
1.12. Bemerkung. Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen,
Dann existiert ein isotones System {N,;i1e G| (B, £)} mit N, =@ M, fir jedes
B
1€G. Dann gilt Y'M, =Y'N, =Y N,.

teG teG teG

1.13. Bemerkung. Alle arithmctischen'Operatidnen zwischen geordneten Mengen,

die in 1.8 cingefiihrt werden, sind Spemallfalle der Summe 2 M,.
1eG

2. ANWENDUNG DER OPERATION DER SUMME
AUF DIE KLASSE ALLER VERBANDE

2.1. Bezeichnung. Sei M eine geordncte Menge, N = M. Wir bezeichnen -
Ly(N) = {a€ M; a ist eine untere Schranke von N}, Uy(N) = {ae M; a ist eine
obere Schranke von N}. Wenn N = {a,, a, ..., a,} ist, schreiben wir Ly(N) =
= LM(al’ Azs oo an)

2.2. Bemerkung. Sei M eine geordnete Menge, N & M. N heiBt nach unten
[nach oben) beschrinkt in M genau dann, wenn Ly(N) # 0 [Uy(N) # 0] ist.
M heiBt nach unten [nach oben] beschrinkt genau dann, wenn M in M nach unten
[nach oben] beschrénkt ist.

Fig. 1

2.3. Bezeichung. Sei M eine nach unten [nach oben] beschrinkte Menge. Das
kleinste [grofte] Element der Menge M bezeichnen wir mit (M) [g(M)].

2.4. Bemerkung. Es gibt solche Durchschnittshalbverbdnde G, M, daB GoM
kein Durchschnittshalbverband ist.

2.5. Beispiel. Sei G = {1y, 1,, 13} geordnete Menge mit dem Diagramm in Fig. 1.
Also ist G ein Durchschnittshalbverband. Sei M ein nach oben unbeschrinkter

11



Durchschnittshalbverband. Sei ae M ein belicbiges Element. Wir zeigen, daB
" (12, 4) A (13, @) in G o M nicht existiert. Setzen wir voraus (1o, ¢) = (13, @) A (15, a).
Dann st (19, ¢) < (15, a), also 1, < 1, oder 1y = 1, und ¢ £ @ und &hnlich (15, ¢) <
S (13, a), also 15 < 13 oder 15 = 13 und ¢ < a. Es kann 15 = 1, nicht sein, denn
in diesem Fall 1, < 1, wiire, was ein Widerspruch mit 1, }| 15 ist. Ebenso ist 1, = 1,
unmoéglich. Also 1, < 1, und gleichzeitig 1, < 1. Dann ist aber 15 = 1,. Also
(12, @) A (13,a) = (1;,¢). Sei de M ein beliebiges Element. Dann ist (1,,d) <
S (12, 0), (14,d) S (13, 0), d.h. (1y,d) € Lg,u((13, a), (13, @)). Daraus (1,,d)
S (44,5¢), also d S ¢, d. h. ¢ = g(M). Das ist ein Widerspruch mit der Voraus-
setzung, daB M eine nach oben unbeschrinkte Menge ist. Also existiert (1;,a) A
A (13, a) nicht und G o M ist kein Durchschnitsshalbverband.
Aus der Bemerkung 1.11(b), (c) und 2.4 folgt

2.6. Bemerkung.
(a) Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Sind alle Mengen
M, Verbande und G ein Verband, dann braucht ) 'M, kein Verband zu sein.

teG

(b) Sei {M,;1eG|(4, S)} ein System. Sind alle Mengen M, Verbdnde und G

ein Verband, dann braucht z M, kein Verband zu sein.
+1€G

2.7. Problem. Welche sind die notwendlgen und hinreicheniden Bedingungen
dafiir, daB Resultat der Operation der Summe ein Verband ist?
2.8. Bezeichnung Sei {M,; 1 € G} ein System geordneter Mengen, sei U M, =A.

teG

Ist B < A; dann bezeichnen wir G(B) = {1€ G; M, n B # 8}. Speziell fir ae 4
ist G(a) = {1e G; ae M,}. Weiter, fiir H< G setzen wir A(H)= ) M,. Speziell

teH
ist A(1p) = M, fiir 1€ G.
_ 2.9. Bemerkung. Ist {M; 1 € G} ein System geordneter Mengen und () M, = 4,

1eG
dann ist A(H) = {ae A; H ' G(a) # 9}. Ebenso gilt G(a) = G(B) fur acBc A
und A) € A(H) firioe H = G.

2.10. Satz. Sei {M,;1€ G| (4, £)} ein System, (1, a), (12, b) € Z M,. Dann sind

. . 1eG
folgenden Bedingungen dquivalent:

(A) (10, ) = (1, 0) A U3, b),
(B) 10 = 8(Lg(1y, 12) N G(L (a, b)),
¢ = g(LA(aa b) N A(LG(‘I H l2) Q G(LA(a’ b))))s
ceM,.
. A
Beweis: Es gelte (A), d. h. (15, ¢) = (1;, a) A (15, b). Bezeichnen wir Y, M, = S.
teG.
Also ist (1o, €) € L,((z1 , @), (13, b)). Es ist klar, daB 1€ Lg(1,, 1,), ceLy(a, b),
ce M, ist.

12



)

Weiter ist 1o € G(c). Nach 2.9 ist 1, € G(L,(a, b)), also auch 1€ Lg(1;, 13) A
N G(L (a, b)). Ferner ist ¢ € A(1o), also auch ¢ € A(Lg(1,, 15) N G(L4(a, b))) nach 2.9.

Sei 13 € Lg(1y, 1) n G(L4(a, b)) ein beliebiges Element. Nach 2.8 ist M,, n
N Ly(a,b) # 9. Sei de M,; " L (a, b) ein beliebiges Element; dann ist (15, d) €
€ Ls((t, 6), (12, b)) und aus (A) folgt (15, d) £ (10, ¢). Daher ist 15 £ 1, und wir
haben 1, = g(Ls(1y, 1) N G(L4(a, b))).

Sei ee L,(a, b) n A(Lg(11, 12) n G(L(a, b))) ein beheblges Element. Nach 29
ist (Lg(1y, 12) 0 G(L(a, b)) N Ge) # 9. Sei 1, € (Lg(y, 12) N G(L,(a, b)) N Gle)
ein beliebiges Element, dann 1, € Lg(1y, 15), 14 € G(e), also e € M,,. Daraus folgt
(14, €) € Lg((1y, a), (12, b)), also (14, €) < (19, ¢) und daher ist e £ c. Deshalb
haben wit ¢ = g(L4(a, b) n A(Lg(1,, 15) N G(L4(a, b)))). Es gilt also (B).

Es gelte (B). Dannist1,,1,€G, ae M, , be M,, und auch (19, ¢)eLg((1y, a), (12, b)).
Sei (13, d)e Lg((1,, a), (12, b)) ein beliebiges Element. Dann gilt de L,(a, b),
13 € Lg(1,, 1), 13 € G(d) und nach 2.9 ist 1, € G(L 4(a, b)). Deshalbist 15 € Lg(1;, 13) N
N G(L,(a, b)) und aus (B) folgt 1, < 15. Gleichzeitiz ist de M,,, d. h. de 4(1,)
und nach 2.9istd € A(Lg(1,, 12) N G(L (a, b))). Darausd e L (a, b) n A(Lg(11, 1)
N G(Ly(a, b))) und (B) impliziert d £ c. SchlieBlich haben wir (13, d) < (10, ¢),
also (1p, ¢) = (14, a) A (1, b) und das ist (A). :

Direkt aus 2.10 folgt

2.11. Folgerung. Sei {M,;1€ G| (4, S)} ein System Dann sind die folgenden
Behauptungen dquivalent:

(A) 2 M, ist ein Durchschnittshalbverband

eG

(B) Die Mengen Lg(1,,12) 0 G(Lu(a, b)), Ly(a, b) N A(Lg(11,13) 0 G(Ly(a, b))

haben griBte Elemente fiir alle 1,,1,€ G, ae M,,,be M,,. Ist 1, = g(Lg(1y,12) N
N G(Ly(a, b)), ¢ = g(Ly(a, b) N A(Lg(1y, 12) N (G(L4(a, b)), dann c€ M.

3. SPEZIELLE OPERATIONEN

i1 Bemerkulig. Sei G ein Verband, {M,; 1€ G} ein System von Verbénden.

Dann braucht ), M, kein Verband zu sein.
+eG

Zum Beispiel: Sei G = {1,,1,} mit der Ordnung 1, < 15, also ist G ein Ver-
band. Seien M, (1€ G) Verbénde. Fiir a€ M,,, be M, existiert (1,,a) A (13, b)
nicht, also ist ). M, kein Verband.

° 1eG

3.2. Definition. Eine geordnete Menge M helBt nach unten gerzchtet wenn

Lu(a, b) # 8 fiir alle a,b € M gilt. '

3.3. Definition. Eine geordnete Menge M heiBt relativer Durch:chnimhalb—
verband, wenn aus Ly(a, b) # 0 die Existenz von a A b fir alle a,be M folgt.

’
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3.4. Lemma. Sei {M,; 1€ G| (A4, £)} ein isotones System.

(a) Seien 1,1, € G, sei 13 € G ein solches Element, daff 15 < 1,, 15 <1, und sei
d e M, ein beliebiges Element. Dann gilt 15 € L(1, 1,) N G(L(a, b)), d€ L ,(a, b) n
N A(Lg(1y, 1) N G(L4(a, b))) fiir beliebige aec M, ,be M,,.

(b) Hat L;(,,1,) N G(L(a, b)) das grofte Element fiir alle 1,,1, € G und alle
aeM,,be M, dann ist G ein Durchschnittshalbverband.

(c) Sei die Voraussetzung von 3.4 (b) erfiillt und 1, = g(Lg(1y, 15) N G(L(a, b))).
Ist 1, || 15, dann 1y = 1, A 15.

(d) Seiige G und a,be M, mit Ly(a, b) # 0. Wenn ¢ = g(Lwm,(a, b)) existiert,
dann ist ¢ = g(L.(a, b) 0 A(Lg(10) N G(L ,(a, b)))).

(e) Seien 1,,1,€G und aeM,, be M,,. Ist 1y = g(Ls(1y,1,) N G(L4(a, b)),
10 <ly,lo <tyundc = g(M,),dann c = g(L,(a, b) n A(Lg(1,, 12) n G(L4(a, b)))).

Beweis: (a) Es ist klar, daB 15 € Lg(1, 1,). Da das System {M,;ie G| (4, £)}
isoton ist, gilt M,, e M, , M, e M,, und also d < a, d £ b fiir beliebige ae M, ,
beM,, de M,,. Folglich ist de L,(a, b), also M,, n L,(a, b) # 0 und nach 2.8
ist 13 € G(L4(a, b)). Daraus 13 € Lg(1y, 1) n G(L4(a, b)). Ferner ist de A(1;) und
_ nach 2.9 ist de A(L;(1,,15) N G(L4(a, b))). Wir haben gezeigt de Ly(a, b) n
N A(Lg(1y, 1) N G(L4(a, b))).

(b) Bezeichnen wir 15 = g(Lg(1y,12) N G(L4(a, b))). Also ist 1€ Lgliy, 15).
Wenn 1,1, vergleichbar sind, dann ist die Existenz von 1; A 1, trivial. Sei also
1, || 1. Ist 13 € Lg(1y, 1) ein beliebiges Element, dann 13 < 1,, 1; < 1, und nach
3.4(a) ist 15€ Lg(1y, 13) N G(L(a, b)). Deshalb 13 < 1, also 15 = g(Lg(1y, 12)),
d. h. 1y = 1; A1,. G ist also ein Durchschnittshalbverband.

(c) Die Behauptung folgt einfach aus dem Beweis von 3.4(b).

(d) Esistce Lm,(a, b), ce M, ,und auch c e L,(a, b). Alsoist ce M,  n L,(a, b)
und nach 2.8 ist 1y € G(L,(a, b)), woraus 14 € Lg(15) N G(L4(a, b)) folgt. Weiter
ist ce A(1p) und nach 2.9 ist ce A(Lg(1p) N G(L(a, b)), also ce Ly(a, b) n
N A(Lg(1o) N G(L4(a, b))). Sei d e Ly(a, b) n A(Lg(1p) N G(L ,(a, b))) ein beliebiges
Element. Dann ist de A(Lg(10) N G(L (a,5))) und nach 2.9 ist Lg(1) N G(L4(a, b)) N
N G(d) # 9. Also gibt es ein 1, € Lg(ip) so, daB de M. Ist 1, = 10, dann
deLm,(a,b) und d £ c. Wenn 1; < 1o, dann gilt M &M, also wieder d<ec
Deshalb ¢ = g(L,(a, b) N A(Lg(15) N G(L4(a, b)))). \ _

(¢) Es ist ce M, und nach 3.4(a) ist c e L,(a, b) N A(Lg(11, 1) © G(LA(; b))).
Sei de Ly(a, b) n A(Lg(1y, 1) N G(L4(a, b))) ein beliebiges Element. Dann ist
deLy(a, b) n A(Lg(1y,12) N G(L4(a, b))) und nach 2.9 gilt L(1, 1) 0 G(L 4@, b)) n
N G(d) # 0. Also gibt es ein 1, eLG(h_, 1,) N G(L4(a, b)) so, daB de M,,. Ist
14 = 1o, dann ist de M, und also d £ ¢. Wenn 1, < 1, gilt, dann ist M..e M,,,
also wieder d < c. Folglich ¢ = g(L,(a, b) n A(L4(1,, 1,) N G(L(a, b)))).

10°
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3.5. Lemma. Sei {M,; 1€ G| (4, L)} ein System, (1, a), (1,, b) € Y. M, und sei
. teG
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A - .

(1, )€Y, M, ein solches Element, daf (1,,c) = (1, a) A (1;, b) gilt. Dann ist
1eG

¢c=aAb.

A .
Beweis: Bezeichnen wir ) M, = S. Esistce Ly(a,b) n M, . Istde L,(a, b) n

teG
N M, ein beliebiges Element, dannist (1, d) € Ls((1;, a), (1, b)). Also gilt (1;,d) S
< (14, ¢) und daraus d £ c¢. Wir haben also ¢ = a A b.

A
3.6. Lemma. Sei {M,; 1€ G| (4, £)} ein solches System, daf Z M, ein Durch-

1eG
schnitts halbverband ist. Dann ist M ein relativer Durchschnittshalbverband fiir

alle 1€ G.
Beweis: Sei 1, € G ein beliebiges Element und a, b € M, solche Elemente, daB
A
Ly, (a, b) # 9 ist. Es ist (1,, a), (1;, b) € Y, M,. Bezeichnen wit (15, ¢) = (15, @) A

teG
A (1, b); dann ist 1, < 1,. Gleichzeitig gilt M, N Ly, (a, b) # 9, also auch
M, AL ,(a, b) # 9 und nach 2.8 ist 1, eG(L 4(a, b)). Alsoist1,€Ls(1;) N G(L4(a, b)).
Nach dem Satz 2.10 gilt 1, = g(Lg(1,) 0 G(L(a, b))), also ist 1; < 15. Wir haben
gezeigt 1; < 15 £ 1y, also 1y = 1,. Dann ist (11, a) A (14, b) = (14, ¢) und nach 3.5

ist ¢ = a A b. Also ist M, ein relativer Durchschnittshalbverband.

3.7. Bezeichnung. Mit < bezeichnen wir die Nachbarschaftsrelation (d. h. a <b
dann und nur dann, wenn a < b und wenn es kein x mit @ < x < b gibt).

3.8. Bezeichnung. Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen.

Wir sagen, daB {M,; 1 e G} die Bedingung (x) erfiillt, wenn folgendes gilt: Ist
1, € G ein solches Element, daB M, nach unten nicht gerichtet ist, dann gibt es
genau ein 15 € G, 1, <1, und dann. 1st M, nach oben beschriankt.

Wir sagen, daBl {M,; 1€ G} die Bedmgung (P) erfiillt, wenn folgendes gilt: Wenn
11,1€ G, 1y || 1 ist und 1; A1, = 1, existiert, dann ist M, nach oben beschrankt.

3.9. Satz. Sei {M ;i€ G} ein geordnetes System geordneter Méngen. Dann ist
Z‘ M, ein Durchschnittshalbverband genau dann, wenn G ein Durchschnittshalb-
teG
verband ist, M, ein relativer Durchschnittshalbverband fur Jedes 1€ G ist und die
Bedingungen (o), (/3) erfiillt sind.

Beweis: ,,=‘ Sei Z’ M, ein Durchschnittshalbverband. Nach 1 12 existiert
1eG

ein isotones System von Mengen {N,, 1€G|(|JN,=A, )} mit N, = M, fir

1eG
jedes 1€ G und YIM, xY!'N, = ZN
1eG teG 1eG
Also ist ZN, ein Durchschnittshalbverband und nach 2.11 existieren 1, =

teG
= 8(Lg(11, 12) N G(Ly(a, b)), ¢ = g(Ly(a, b) 0 A(L(1y,12) N G(L4(a, b)))) fiir alle
11,1,6G,aeN,,beN,,; dabeiist ce N,.

15



Nach 3.4(b) ist G ein Durchschnittshalbverband.

Nach 3.6 ist N, ein relativer Durchschnittshalbverband fiir jedes 1e G. Da
N, = M, gilt, ist auch M, ein relativer Durchschnittshalbverband fiir jedes 1 € G.

Sei 1, € G ein beliebiges Element. Setzen wir voraus, da8 N,, nach unten nicht
gerichtet wird. Darin existieren Elemente a,be N,, so, daB L, (a, b) = 8. Fiir
1o = 8(Lg(1;) N G(L,(a, b)) gilt 15 < 1,. Nach 3.4(a) gilt 13 € Ls(1;) n G(L(a, b))
fiir jedes 1; € G mit 1; < 1,. Also ist 13 < 15 und 1, ist genau ein Element aus G
mit 1, =<1,. Ferner ist nach 3.4(a) de L,(a, b) n A(Lg(1,) n G(L4(a, b))) fiir je:
des Element de N, , also d < ¢ = g(Ls(a, b) n A(Ls(1;) 0 G(Ly(a, b)))). Da

N, = M, fiir jedes 1€ G ist, gilt also die Bedingung («).
~ Seien nun 1, 1; € G mit 1y || 1,. Nach 3.4(c) ist 1, = 1; A1, und nach 3.4(a) ist
deL,(a,b) n A(Lg(ty, 1,) » G(La(a, b)) fiir jedes de N,,. Also ist. d < ¢ =
= g(L,(a, b) N A(Lg(1,,1,) N G(L(a, b)))). Da N, = M, fiir jedes 1€ G ist, gilt
also die Bedingung (B). ,,<=* Sei G ein Durchschnittshalbverband, M, ein relativer
Durchschnittshalbverband fiir jedes 1€ G und setzen wir voraus, daB die
Bedingungen («), (B) erfiillt sind.

Sei {N,;1€ G| (|J N, = 4, <)} ein isotones System mitN, = M, fiir jedes 1€ G.
1eG A
Ein solches System existiert nach 1.12undesgilt ! M, = Y' N, = Y N,. Dann ist

teG 1eG teG
auch N, ein relativer Durchschnittshalbverband fiir 1€ G und wir kénnen die

Mengen M, durch N, in («), (B) ersetzen.

Seien 1,, 1, € G. Nehmen wir zuerst an, daB 1, = 1, gilt. Seien g, b € N,, solche
Elemente, daB Ly, (a, b) # 0 gilt. Dann ist N, n Ly, (a, b) # 0, also auch N, n
N L (a, b) # 9. Daraus 1, € G(L 4(a, b)) und wir bekommen 1, € Ls(1,) n G(L 4(a,b))
Sei 13 € Lg(1y) n G(L4(a, b)) ein beliebiges Element. Dann ist 1, € Ls(1y), also
13 £ 1; und wir haben 1, = g(Ls(1,) n G(L4(a, b))). Da N,, ein relativer Durch-
schnittshalbverband ist, existiert ein ce N, mit ¢ = a A b. Alsoist ¢ = g(Ln,,(a,b))
und nach 3.4(d)ist ¢ = g(L,(a, b) N A(Ls(1,) N G(L4(a, b)))). Seien wieder 11,1, € G,
1, =1, und nehmen wir an, daB N, nach unten nicht gerichtet wird. Dann
existieren Elemente a, b€ N,, so, daB Ly,,(a, b) = 0 gilt. Nach der Voraussetzung
existiert genau ein 1, € G 5o, daB 1, < 1,. Nach 3.4(a) ist 1y € Lg(1,) N G(L4(a, b)).
Sei 1€ Lg(1;) N G(L ((a, b)) ein beliebiges Element; dann ist 1,€ Lg(1,), als0 13 S 1,
und wir haben 1, = g(Ls(1,) N G(L,(a, b))). Nach der Voraussetzung existiert
c=g(N,), also ist c € N,,. Nach 3.4(e) ist ¢ = g(L,(a, b) n A(L5(1,) n G(L4(a, b)))).

Seien nun 1,,1, € G mit 1; < 1,. Dann ist 1, =1, A1,. Seien ae N,,, be N,
beliebige Elemente. Es gilt N, 8 N,;, also a £ b und deshalb a = a A b. Dann
ist aeLy(a,b), also N, nLy(a,b) #9% und nach 2.8 ist 1, € G(L/(a,bd)).
SchlieBlich ist 1, € Lg(ty, 1) N G(L4(a, b)). Sei 13 € Lg(iy, 12) N G(Ly(a, b)) ein
beliebiges Element. Dann ist 13 € Lg(i,, 13), also 13 <1, und wir haben 1, =
= g(Lg(y, 12) N G(L4(a, b))). Offenbar ist a € A(1,), nach 2.9 alsoae A(Lg(1y, 1) N
N G(L4(a,b))) und daraus aeL,(a, b) N A(Lg(y,1;) N G(Ly(a,b)). Ist de
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e L,(a, b) n A(Lg(1;,12) © G(L4(a, b)) ein beliebiges Element, dann de L,(a, b)
und also d < a £ b. Wir bekommen wieder a = g(L,(a, b) n A(Lg(1,, 12) Ia}
N G(L4(a, b)))).

Seien endlich 1,, 1, € G mit 1, || 1;. Dann existiert 1, A1, = 1,. Sind aeNu,
b e N,, beliebige Elemente, dann 15 < 1y, o < 1. Nach 3.4(a) ist 1o e Lg(1;, 1) N
N G(L(a, b)). Sei 15 € Lg(1y, 1;) N G(L4(a, b)) ein beliebiges Element. Dann ist
13€ Lg(1,,1,), also 13 €1, und wir bekommen 1, = g(Ls(1,, 12) N G(L4(a, b))).
Nach der Voraussetzung existiert ¢ = g(N,;), d. h. c € N,,. Nach 3.4(¢) bekommen
wir wieder ¢ = g(L,(a, b) n A(Lg(1y, 13) 0 G(L4(a, b)))).

Also existiert g(Lg(1,,1,) N G(Lu(a, b)) = 15, g(Ls(a, b) 0 A(Lg(y, 15) N
N G(L(a, b)) = ¢ fiir alle 1,,1,€ G und alleaeN,, beN,, und es ist ce

€ N,,. Nach 2.11 ist Z N, ein Durchschnittshalbverband. Da ZN, ~Y'M

+6G 1eG teG

gilt, ist )'! M, auch ein Durchschnittshalbverband.
teG

3.10. Lemma. Sei {M,; 1€ G| (4, £)} lein System. Seien 1,,1,€G, ae M,
be M, mit Ls(1,,1,) # 0, L,(a,b) # 9. Sei M, = A fiir jedes 1€ G. Dann ist
Lg(11, 12) € G(L(a, b)) und Ly(a, b) = A(Lg(11, 12) N G(L(a, b))). ‘

Beweis: Sei 13 € Lg(1,,1,) ein beliebiges Element. Fiir jedes de L,(a, b) ist
de A =M, also de M,, n L,(a, b) und nach 2.8 ist 1; € G(L,(a, b)). Deshalb
Lg(14,12) € G(L,(a, b)) und das ist der erste Teil der Behauptung.

Sei ee L(a, b) ein belicbiges Element. Also ist e 4 = M, fiir jedes 1€ G.
Fiir jedes 1,€Lg(1y,1,) ist ee M,, 0 Ly(a, b), also 1, € G(L,(a, b)) und auch
14 € Lg(iy, 12) 0 G(L4(a, b)). Dann ist 1,€ Lg(1y, 1,) 0 G(L4(a, b))) N Gle) und
nach 2.9 ist ee A(Lg(1,, 1) n G(Ly(a, b))). Also gilt L,(a, b) € A(Lg(1y,12) N
N G(L 4(a, b))) und wir bekommen den zweiten Teil der Behauptung.

3.11. Satz Seien G, A geordnete Mengen. Dann ist GA ein Durchschnittshalb-
verband genau dann, wenn G, A Durchschnittshalbverbinde sind.
Beweis: ,,=‘ Sei GA ein Durchschnittshalbverband. Ist M, = A4 fiir 1€ G,

A A
dann gilt G4 = Y M, nach 1.11(c), also ist Y. M, ein Durchschnittshalbverband.

teG teG
Nach 2.11 gilt die Behauptung (B). Sei 15 = g(Lg(1y, 12) N G(Ly(a, b)), T =
= g(L(a, b) N A(Lg(14, 12) N G(L4(a, b)))). Nach 3.10 ist 15 = g(Lg(1, 12), d. h.
G ist ein Durchschnittshalbverband. Ferner ist ¢ = g(L,(a, b)) nach 3.10, d. h.
A ist ein Durchschnittshalbverband.

,,<=*‘ Seien @, A Durchschnittshalbverbinde. Ist M, = A4 fiir alle 1 € G, dann
ist nach 1.11(c) Z M, = GA. Fir beliebige Elemente 1,,1, € G und beheblge

teG
Elemente a e M,,, be M,, existieren g(Ls(14, 12)) und g(L(a, b)). Wenn wir 1, =
= g(Lg(11, 15)), ¢ = g(L 4@, b)) bezeichnen, dann gilt nach 3.10 1, = g(Ls(1y, 12) N,
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N G(L4(a, b))). Ferner gilt ¢ = g(L,(a, b) n A(Lg(1y,1,) n G(L 4(a, b)))) und offen-
. . A

bar ist c € M, . Also gilt die Behauptung (B) aus 2.11; deshalbist ). M, ein Durch-
1eG

schnittshalbverband und dann ist auch GA ein Durchschnittshalbverband.

3.12. Satz. Sei G eine Kette, sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter

Mengen. Die geordnete Menge Z" M, ist ein Durchschnittshalbverband genau dann,
teG

wenn M, ein relativer Durchschnittshalbverband fiir jedes 1€ G ist und die Bedin-
gung () erfiillt wird. )

Beweis: ,,= Sei ).° M, ein Durchschnittshalbverband. Da G eine Kette ist,
1eG

' giit Y° M, =Y M, nach 1.11(a). Alsoist ).' M, ein Durchschnittshalbverband;

1eG 1eG teG
daraus folgt, daB M, ein relativer Durchschnittshalbverband fiir jedes 1€ G ist

und daB die Behauptung () erfiillt wird.
,»<=*‘ Sei M, ein relativer Durchschnittshalbverband fiir jedes 1€ G und setzen

wir voraus, daB die Bedingung («) erfullt wird. G ist eine Kette, also Z" M, =
teG

= Y ! M, nach 1.11(a). Offenbar ist G ein Durchschnittshalbverband und es gibt
1€G

keine 1;, 1, € G mit 1, || 1. Also gilt die Bedingung (B). Nach 3.9 ist Z’ M, ein
1eG

Durchschnittshalbverband, also ist auch Y ° M, ein Durchschnittshalbverband.
1eG

3.13. Bezeichnung. Seien G, M geordnete Mengen.

Wir sagen, daB das Paar (G, M) die Bedingung («,) erfiillt, wenn folgendes
gilt: Ist M nach unten nicht gerichtet, dann ist M nach oben beschrinkt und jedes
Element von G hat genau einen unteren Nachbar.

Wir sagen, daB das Paar (G, M) die Bedingung (B,) erfiillt, wenn folgendes
gilt: Ist G keine Kette, dann ist M nach oben beschrankt.

3.14. Satz. Seien G, M geordnete Mengen. Dann ist Go M ein Durchschnitts-
halbverband genau dann, wenn G ein Durchschnittshalbverband ist, M ein relativer
Durchschnittshalbverband ist und die Bedingungen (.,), (B,) erfiillt sind.

Beweis: ,,=‘ Sei Go M ein Durchschnittshalbverband. Sei M, > M fiir jedes
1€ G; dann gilt GoM = ' M,, also ist ).' M, ein Durchschnittshalbverband.

. teG 1€G .
Nach 3.9 ist dann G ein Durchschnittshalbverband, M, ist ein relativer Durch-

schnittshalbverband fiir jedes 1 e G, d, h. M ist ein relativer Durchschnitshalb-
verband und auch gelten die Bedingungen (x), (8). Nehmen wir an, daB M nach
unten nicht gerichtet wird. Da M = M, fiir alle 1€ G, ist M, nach unten nicht
gerichtet fiir jedes 1 € G. Wegen der Bedingung («) existiert zu jedem 1, € G genau
eini e G mit dieser Eigenschaft: 1, <1, und M, ist nach oben beschrinkt. Es
ist aber M = M,,, also ist M nach oben beschrankt und es gilt (¢,).
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Seien 1,, 1, € G mit 1, || 1. Dann existiert 1, = 1, A 15, also nach der Bedingung
(B) und in bezug auf den Isomorphismus M, = M ist M nach oben beschrénkt.
Also gilt (8,). » »

,,<=*“ Sei G ein relativer Durchschnittshalbverband, séi M ein relativer Durch-
schnittshalbverband und setzen wir voraus, daB die Bedingungen (a,), (8,) erfillt
sind. Sei M, = M fiir jedes 1 € G; dann gilt }' M, = Go M nach 1.13(b). Oﬁ'enbar

teG
ist M, ein relativer Durchschnittshalbverband fiir jedes 1e G. Nehmen wir an,

daB es solches 1, € G gibt, daB M, nach unten nicht gerichtet wird. In bezug auf
den Isomorphismus M, = M fiir jedes 1 € G und die Bedingung (a,) existiert ge-
nau ein 1y € G so, daB 1, <1, und M, nach oben beschriankt ist. Es gilt also die
Bedingung (). S

Seien 1,,1, € G solche Elemente, daB 1, || 1,. Dann existiert 1, =1, A1,. Da
M, = M fiir jedes 1€ G und die Bedingung (f,) erfiillt ist, ist M,, nach oben be-
schrankt. Also gilt ().

Nach 3.9 ist dann Z’M ein Durchschnittshalbverband. Also ist Go M ein

teG
Durchschnittshalbverband.

Die letzte Behauptung 3.15 kénnen wir als eine Folgerung des gemeinsamen
Satzes 2.11 bekommen.

3.15. Bemerkung. Sei G eine Menge, sei {M,; 1€ G} ein System geordneter

Mengen. Dann ist Z M, ein Durchschnittshalbverband genau dann, wenn G =
teG

= {10} und M , €in Durchschnittshalbverband ist.

3.16. Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daB wit die Bedingung (B) in Satz 2.10
gegen die dquivaleate Bedingung
(By) 1o = &(Lg(1y» 12) N G(L ((a, b)),
¢ = g(L,(a, b) n A(Lg(1,, 1)),
cCEM,,
austauschen kénnen.

Alle Uberlegungen in dem Teil 2. und 3. kann man dual fur Vereinigungs-
halbverbinde und damit auch fiir Verbiande formulieren.
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